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Glava 1

Postulati specijalne relativnosti i
posledice

Njutnova mehanika korektno opisuje kretanja cestica brzinama mnogo manjim od brzine svet-
losti. Zakoni Njutnove mehanike vaze u svim inercijalnim sistemima. Simetrija Njutnove
mehanike je Galilejeva simetrija koja je zasnovana na principu apsolutnosti prostora i vremena.
U ovoj glavi pokazac¢emo da simetrija Maksvelove elektromagnetne teorije nije ista kao simetrija
Njutnove mehanike. Zakoni Njutnove mehanike ne vaze za svetlost. Vide¢emo da je simetrija rel-
ativisticke teorije zasnovana na invarijantnosti brzine svetlosti i principu kovarijantnosti. Speci-
jalna relativnost je relevantna za opis fizickih proces kada se tela kre¢u brzinama reda brzine
svetlosti. Izlozicemo Ajnstajnove postulate specijalne relativnosti, a potom analizirati osnovne
posledice ovih postulata kao sto su: dilatacija vremena, kontrakcija duzine, problem istovre-
menosti dogadjaja i druge.

1.1 Maksvelove jednacine i Galilejeva simetrija

Dogadjaj je fizicka pojava koja se desila u nekom trenutku vremena ¢ i na nekom mestu, tj. u
tacki x,y, z. Dakle, dogadjaj opisujemo sa cetiri broja. Primer dogadjaja je paljenje sijalice ili
stizanje voza u stanicu. Koordinate dogadjaja u inercijalnom sistemu S su ¢, z,y, z, a tog istog
dogadjaja za drugog inercijalnog posmatraca iz sistema S’ su ¢, 2’1/, 2. Inercijalni sistemi u
Njutnovoj mehanici su povezani Galilejevim transformacijama u skladu sa apsolutnoséu prostora
i vremena. Pri prelasku iz inercijalnog sistema S u drugi sistem S’ koji se kre¢e konstantnom
brzinom V, koordinate dogadjaja prema Galilejevim transformacijama se transformisu prema

t =t
r = r—Vt. (1.1.1)
Pretpostavili smo da se sistemi S i S’ poklapaju u po¢etnom trenutku. Prva relacija u (1.1.1)

izrazava Cinjenicu da je vreme apsolutna koordinata. Ono isto tece u oba sistema. Veza imedju
Dekartovih koordinata dogadjaja je posledica pretpostavke o aposolutnosti prostora.
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Iz prethodnih relacija sledi klasi¢ni zakon sabiranja brzina. Ako je v brzina cestice u sistemu
S onda je njena brzina u sistemu S’ data sa

vVi=v-V. (1.1.2)
Iz zakona slaganja brzina dobijamo da su ubrzanja Cestice ista u inercijalnim sistemima,
a=a. (1.1.3)

Njutnov zakon
ma=F (1.1.4)

je invarijantan na transformacije (1.1.1), tj. u sistemu S’ on ima isti oblik
ma’ =F’ (1.1.5)

kao i u sistemu S. Razmatrali smo jedan specijalan slucaj Galilejevih transformacija. Ovakve
transformacije (prelazak iz jednog inercijalnog sistema u drugi koji se kreé¢e konstantnom brzi-
nom) se nazivaju bustovima. Pored bustova Galilejeve transformacije su rotacije koordinatnog
sistema, vremenska translacija i prostorna translacija. Dakle, proizvoljna Galilejeva transforma-
cija ima oblik

r = Rr+Vit+rg

t = t+r71, (1.1.6)

gde je R je 3 x 3 ortogonalna matrica, V i ry su konstantni vektori, a 7 je konstanta.
Maksvelova teorija elektromagnetizma ujedinjuje elektricitet i magnetizam i vodi do izvanrednih
zakljucaka o prirodi svetlosti. Maksvelove jednacine za elektromagnetno polje u vakuumu su

divE(r,t) = p(r,t)/eo (1.1.7)
divB(r,t) = 0 (1.1.8)
rotE(r,t) = —aa—]? (1.1.9)
rotB(r,t) = Mo(j(r,t)JrgO%—f). (1.1.10)

One povezuju izvore polja: zapreminsku gustinu naelektrisanja p i struje j sa jacinama polja
E, B.

Posmatrajmo deo prostora u kome nemamo naelektrisanja, tj. gde vazi p = 01 j = 0.
Uzimanjem rotora tre¢e Maksvelove jednacine

E
rotrotB = MOEQM (1.1.11)
ot
dobijamo
: 9°B
graddivB — AB = —peq (1.1.12)

£z
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Sto nakon primene druge Maksvelove jednacine prelazi u

AE—=-=-=0. (1.1.13)

Elektri¢no i magnetno polje zadovoljavaju talasne jednacine. Dakle, u oblasti prostora gde nema
naelektrisanja u vakuumu postoji elektromagnetni talas. Fazna brzina elektromagnetnog talasa
je

Herz je dokazao postojanje elektromagnetnih talasa.
Ozbiljan problem u fizici po¢etkom dvadesetog veka bila je ¢injenica da Maksvelove jednacine
menjaju oblik pri Galilejevim transformacijama. Pogledajmo kako se operator

1 02
A-mos (1.1.14)

transformise pri Galilejevom bustu duz x—ose. Lako se vidi da je

1 02 1 02 2 0 0 1 9?
N — — = N——— VY — 2
c? Ot'? c20t2 2 Ox ot 2 Ox?
£ L& (1.1.15)
c2ot?’ o

gde smo uzeli da se primovani sistem kreé¢e duz x—ose brzinom V. Iz ovoga je jasno da forma
talasne jednacine nije invarijantna na Galilejeve transformacije.

Nekovarijantnost Maksvelovih jednacina pri Galilejevim transformacijama se vidi i iz sledec¢eg
jednostavnog razmatranja. Neka se ravan monohromatski elektromagnetni talas talasnog vektora
k = 271 /Xe, i frekvence w = ck prostire duz z— ose. Elektri¢no i magnetno polje su dati sa

E = Eoe—iwt-l—ilm
B = Bye Witk (1.1.16)

gde su Eg i By amplitude elektricnog, odnosno magnetnog polja. Iz prve i druge Maksvelove
jednacine sledi da su Eq i By ortogonalni na x— osu, tj. elektromagnetni talas u vakuumu je
transverzalan. Za posmatraca S’ koji se kreée duz x— ose brzinom V' brzina talasa po klasicnom
zakonu slaganja brzina je ¢ — V, pa je frekvenca talasa w' = k(c — V). Za posmatraca S’
elektromagnetno polje talasa je

E Eoe—ik(c—V)H—ikr’

B/ — Boe—ik(c—V)t-f-ik.I/ . (1117)
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0

Slika 1.1: Sema Majkelson-Morlijevog eksperimenta

Za V = c ovaj talas postaje nezavisan od vremena

E/ _ Eoeikx
B = By . (1.1.18)
Medjutim, (1.1.18) ne zadovoljava trecu i cetvrtu Maksvelovu jednacinu u sistemu S’. Dakle,
Galilejeve transformacije jedno specijalno resenje Maksvelovih jednacina prebacuju u nesto sto
nije resenje. To znaci da Galilejeve transformacije nisu transformacije simetrije Maksvelove
teorije.

Jedna mogucénost je da Maksvelove jednacine nisu korektne; mora da postoji neka teorija elek-
tromagnetizma invarijantna na Galilejeve transformacije. Nasuprot tome mozda su Maksvelove
jednacine korektne, a Galilejeve transformacije nisu ispravna veza izmedju inercijalnih sistema.
Tac¢no je ovo drugo.

Pri prostiranju zvuénih talasa pored izvora zvuka potrebna je i sredina kroz koju se talas
prostire. Zvuk se ne prostire u vakuumu. Iz tog razloga je smatrano da mora da postoji nekakva
hipoteti¢na supstanca u celom svemiru neophodna za prostiranje elektromagnetnih talasa. Ona
je nazvana, etrom.

1.2 Majkelson-Morlijev eksperiment

Sema Majkelson-Morlijevog interferometra prikazana je na slici 1.1. Svetlost iz izvora I delimi¢no
se reflektuje i transmituje na ogledalu O. Reflektovani zrak 1 reflektuje se na ogledalu Oy, a zrak
2 ide do ogledala Oy od koga se odbija. Reflektovani zraci od ogledala O, odnosno O, posle
odbijanja, odnosno transmisije na ogledalu O su koherentni. Na ekranu dobijamo interferencionu
sliku. Primenom klasi¢nog zakona sabiranja brzina odredi¢emo faznu razliku izmedju zraka 1 i
2 u ovom eksperimentu. Neka je v brzina Zemlje u odnosu na etar, ¢ brzina svetlosti u odnosu
na etar, a ¢’ brzina svetlosti u odnosu na Zemlju. Po klasicnom zakonu slaganja brzina je

d=c—v. (1.2.19)
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Uzmimo da je brzina Zemlje, v duz zraka 2. Vreme potrebno da zrak 2 ode do ogledala O i da
se vrati do O je

[ l 20, 1
fy= —— 4 —2 =22~ (1.2.20)
c—v c+vo c1-— 2—2
Vreme kretanja zraka 1, od ogledala O do ogledala O, i natrag do ogledala O je
20, 204 1
g 2h _ 1.2.21
e T e c ( )
Fazna razlika izmedju ova dva zraka je
2 4 [ l
5= —ty) = _7T< L7 2) : (1.2.22)
A A 1_ @2 -5

gde je A talasna duzina svetlosti. Intenzitet svetlosti na ekranu je proporcionalan sa faktorom
cos?(6/2), tj. fazna razlika izmedju dva koherentna talasa odredjuje interferencionu sliku.

Ako sada okrenemo aparaturu za 90°, tako da je zrak 1 duZ vektora v onda je fazna razlika data
sa

5’:2_7Tc(t’1—t’2):—477r< b f£>

3 (1.2.23)

2
v
1-= ¢

Jasno je da 0 # ¢ tako da ocekujemo da se nakon rotiranja aparature interferenciona slika
promeni. Razlika faznih razlika je

htly, 1 |
5,—5:47T1)\2( — - v2>' (1.2.24)

2 -

Kada je Majkelson izveo eksperiment 1881. godine, zbir l; 4+ Il je bio mali, oko 1m. Talasna
duzina svetlosti je A = 107°m. Brzina Zemlje u odnosu na Sunce je v = 30km/s, pa je odnos

Y ~10 (1.2.25)
c
mali, te je
1 2
s ~ 14+ v_2
1-% c
1 v?
=~ 14 (1.2.26)

Zamenom (1.2.26) u (1.2.24) dobija se

L+ ly (02
5§ =2 ”; 2(3> ~ 21072 (1.2.27)

c
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U vreme kada je Majkelson izveo eksperiment ovako mala promena interferencione slike nije
mogla biti opservabilna. Majkelson je eksperiment ponovio Sest godina kasnije zajedno sa Morli-
jem. Tada je ukupna duzina bila [; + 13 = 25m, pa je razlika § — 0" = 27-0, 25, §to bi trebalo da se
registruje kroz promenu interferencione slike. Medjutim, rezultat eksperimenta je bio negativan.
Nema promene interferencione slike, tj. ¢’ = § . U prethdodnom rac¢unu koristili smo klasi¢ni
zakon sabiranja brzina i hipotezu etra. I jedno i drugo je pogresno. Mnogi znacajni fizicari
sa pocetka dvadesetog veka nisu prihvatali ¢injenicu da etra nema. H. Lorenc i Ficdzerald su
nezavisno jedan od drugog shvatili da se negativan rezultat Majkelson-Morlijevog eksperimenta
moze objasniti ako se pretpostavi da se duzina tela koje se kre¢e smanjuje. Naime, duzina tela
u sistemu u kome se telo krec¢e brzinom v u odnosu na etar je

L=Ly/1——, (1.2.28)

gde je Lo duzina tela u miru. Lorenc je smatrao do kontrakcije duzine tela dolazi zbog interakcije
interferometra sa etrom. Pretpostavka o kontrakciji duzine je bila dobra, ali fizicka interpretacija
je bila pogresna. Uzrok kontrakcije nije interakcija aparature sa etrom. Problem je resio Albert
Ajnstajn u svom ¢uvenom radu iz 1905. godine. Ajnstajn je uveo dva postulata specijalne teorije
relativnostil:

1. Fizicki zakoni su isti u svim inercijalnim sistemima.

2. Brzina svetlosti u vakuumu je nezavisna od toga da li se izvor ili posmatrac¢ krecu i ista je u
svim inercijalnim sistemima.

Prvi postulat je postulat relativnosti, a drugi konstantnosti brzine svetlosti. Ova dva pos-
tulata radikalno menjaju nasu predstavu o prostoru i vremenu. U Njutnovoj mehanici vreme i
prostor su apsolutni, dok je po specijalnoj relativnosti brzina svetlosti apsolutna, tj. ista za sve
inercijalne posmatrace. Njutnovi zakoni imaju isti oblik u inercijalnim sistemima, pa princip
relativnosti vazi i u Njutnovoj mehanici, ali ako Galilejeve transformacije povezuju inercijalne
sisteme. Galilejeva simetrija nije kompatabilna sa drugim postulatom.

1.3 Lorencov bust i posledice

Neka su S i S’ dva inercijalna sistema i neka se sistem S’ kreée duz x ose brzinom V' u odnosu
na sistem S, kao sto je prikazano slici 1.2. Uze¢emo da su se u pocetnom trenutku ova dva
sistema poklapala. Ovakvu konfiguraciju sistema S i .S’ zva¢emo standardnom konfiguracijom.
Neka u koordinatnom pocetku sistema S imamo izvor svetlosti. Svetlost se emituje u pocetnom
trenutku, ¢ = ¢ = 0. Sferni talasni front za posmatraca S u trenutku ¢ dostigao je tacku (x,y, 2)

pa je
ct =22 +y?+ 22, (1.3.29)

odnosno
P2~y — 22 =0, (1.3.30)

!Termin specijalna se odnosi na ¢injenicu da se razmatraju samo inercijalni sistemi. Neinercijalni sistemi se
razmatraju u okviru opste teorije relativnosti koja je teorija gravitacije.
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Posmatrac u sistemu S’ ima svoje lenjire i svoj sat. On dogadjaj ”dolazak talasnog fronta” vidi
u trenutku ¢'; u tacki (2/,y/, 2’). Kako se i za njega svetlost kreée brzinom ¢ (drugi Ajnstajnov

postulat) to je
o AT (1.3.31)
odnosno
Gt gy (1.3.32)

Dakle, za oba posmatraca veli¢ina c*t? — 22 —y? — 22, koja se naziva kvadratom intervala, jednaka
je nuli. Kvadrat intervala izmedju dogadjaja (t1,x1,y1,21) 1 (t2, T2, Y2, 22) je

2=ty — 1) — (my—21)* — (o — ) — (20 — 21)% . (1.3.33)
Za infinitezimalno bliske dogadjaje (¢, x,y, 2) i (t+dt,x +dz, y + dy, z + dz) kvadrat intervala je
ds?* = A2dt* — dz® — dy® — d2* . (1.3.34)
Za posmatraca iz S’ ova veli¢ina je

ds”? = Adt? — da? — dy* — d2* . (1.3.35)

Kao §to smo rekli, za svetlost su i ds? i ds’? jednaki nuli, pa je
ds”? = f(t,z,y, 2z, V)ds* , (1.3.36)
gde je f neka funkcija. Zbog homogenosti vremena i prostora ona ne moze zavisiti od ¢ odnosno

x,y, 2. Svipravci su ravnopravni, tj. prostor je izotropan, pa funkcija f zavisi samo od intenziteta
brzine

ds? = f(V)ds* . (1.3.37)

Za posmatraca iz S’ sistem S se kreée brzinom —Ve, pa je
ds* = f(V)ds™ . (1.3.38)

Zamenom (1.3.38) u (1.3.37) dobijamo f2 =1, tj. f=41. Dalije f =1ili f = —1 vidimo iz
sledeéeg specijalnog slucaja. Ako je V =0, tj. S =95 tada je

ds* = ds”? | (1.3.39)
pa konacno zakljucujemo da je f = 1, odnosno

ds” = ds* . (1.3.40)
Za dogadjaje na kona¢nom rastojanju je

s? =57 (1.3.41)
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Slika 1.2: Standardna konfiguracija.

Invarijantnost intervala izmedju dogadjaja (1.3.40) je osnovni zakljucak ove analize. Lorencove

transformacije su transformacije koordinata koje zadovoljavaju ovaj uslov. Jedno resenje uslova

s? =s%je

=Y
- (1.3.42)
v
—Vt
Po= (1.3.43)
~ =
Yy =y (1.3.44)
2 = z, (1.3.45)

Sto se lako proverava. Za male brzine, V < ¢ gornje transformacije postaju

t =t
¥ = -Vt
/ — y
7 = z. (1.3.46)

Ovo je Galilejeva transformacija za prelazak iz inercijalnog sistema S u sistem S’ koji se duz z ose
kreée konstantnom brzinom V. Prema tome, Lorencova transformacija (1.3.42-1.3.45) je prelazak
iz S u sistem koji se kre¢e duz x ose kre¢e konstantnom brzinom V. Ovakva transformacija se
naziva bustom (eng. boost), ili specijalnom Lorencovom transformacijom. Ako uvedemo g = V/c
i

V= —— (1.3.47)
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transformacije (1.3.42-1.3.45) postaju

(ct) = A(et) — Bz
= =py(et) +yz
=y
2 = z. (1.3.48)

Ako dalje uvedemo tzv. hiperbolni parametar ¢, sa tanh = V/c, onda je v = coshp i fy =
sinh ¢, pa je

(ct') = (ct)coshp —xsinhp
x = —(ct)sinhp + xcosh ¢
/ — y
7 = z. (1.3.49)

Ovaj oblik Lorencovog busta podsec¢a na rotaciju, samo $to su trigonomtrijske funkcije sin i cos
zamenjene sa odgovaraju¢im hiperbolnim funkcijama. U prethodnim redovima smo 'pogodili’
Lorencovu transformaciju. Uzimajuéi u obzir formulu

cosh? p — sinh? p = 1

mogli smo lako pretpostaviti oblik Lorencovog busta (1.3.49).

Sada ¢emo iz jednostavnih razmatranja izvesti (1.3.42-1.3.45). Neka su S i S’ inercijalni
sistemi 1 neka se S’ kreée konstantnom brzinom V' duz x— ose sistema S. U poc¢etnom trenutku
ova dva sistema su se poklapala. Slobodna ¢estica u S se kreée po pravoj r = rg + vt, gde su rg
pocetni polozaj, a v brzina ¢estice. Za posmatraca iz S’ Cestica se takodje krece pravolinijski po
analognoj jednacini r’ = r{, + v't’. Transformacije koordinata moraju biti linearne, da bi pravu
transformisale u pravu, tj.

~

t = At+Bx+Cy+ Dz
¥ = Et+Fx+Gy+Hz
y = Jt+Kx+ Ly+ Mz
2 = Nt+Pr+Qy+ Rz .
A, B,C,... su konstante. Drugim re¢ima ovakva transformacija koordinata je posledica ho-

mogenosti prostora i vremena u inercijalnim sistemima.

Izbor koordinatnog pocetka je proizvoljan u yz—ravni, pa ¢’ i 2’ ne treba da zavise od y i z.
Dakle C = D = G = H = 0. Koordinatni pocetak sistema S’ se kreée po x = Vt, y =2 =0 za
posmatraca iz S, dok za onog iz primovanog sistema vazi ' =y’ = 2z’ = 0. Odavde je

E = —FV

J = —KV
N = —PV . (1.3.50)
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Posto se x osa poklapa sa 2’ osom, onda mora da iz y = z = 0 sledi ¥/ = 2/ = 0. Ovo vodi do
K=P=J=N=0. Dosli smo do

~

At + Bx
= F(z—-Vt)
"= Ly+ Mz
"= Qy+Rz. (1.3.51)
U zadnje dve jednacine se ne pojavljuje vreme, pa iz ¢injenice da su ose y i ¥/, kao i z 1 2/
paralelne sledi oy = yi 2 =2, tj. L=R=11M = @ = 0. Kona¢no, zamenom dobijenih
transformacija u uslov

'~

N e 8 o~

CQt/2 o I/Z 2 2 _ C2t2 2 2

Yy -z —2? -z
dobijamo

F=A=—— B=———7—.
/1 - ¥2 v
c? c?
Dobili smo ponovo (1.3.42-1.3.45).

Ako se sistem S’ kreée konstantnom brzinom V u proizvoljnom smeru u odnosu na inercijalni
sistem S, Lorencove transformacije imaju oblik

—C%V-r
V2
-5

r = r+(V-r)V

1 Vo1
. (1.3.52)

t =

v—1
V2

— WV, (1.3.53)

1.4 Prostorno-vremenski dijagrami

Dogadjaj je tacka u prostor-vremenu; karakteriSemo ga sa cetiri broja t, x,y, 2. Koordinate y i z
mozemo ignorisati, jer razmatramo tzv. standardnu konfiguraciju sistema S i S’. Uzecemo da je
ct vertikalna, a x horizontalna osa koordinatnog sistema. Svaka tacka u ovom dvodimenzionom
dijagramu reprezentuje dogadjaj. Trajektorija Cestice se naziva svetskom linijom. Svetlost se
krec¢e po pravoj ct = x + const, prikazanoj tackastom linijom na slici 1.3. Svetska linija tela koje
miruje u tacki x = ¢ je prava linija paralelna sa ct—osom, dok je svetska linija ¢estice koja se
kre¢e ravnomerno brzinom v takodje prikazana na slici 1.3. To je jednacina prave

c
ct = —x + const. .
v

Na slici 1.4 nacrta¢emo i ose sistema S’ koji se kreée duz x—ose brzinom V. x'—osa odredjena je
sa ct’ = 0, pa je to prava ct = %x Analogno ct'—osa je odredjena sa ' = 0, odakle sledi da ona
data sa ¢t = zz. Uglovi izmedju primovane i odgovarajuce neprimovane ose su jednaki i njihov
tangens je tana = V/e. Na slici 1.4 sa E smo obelezili dogadjaj. Koordinate ovog dogadjaja u

ova dva sistema reference nisu iste. Ovo je pasivna interpretacija Lorencove transformacije.
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X

Slika 1.3: Prostorno-vremenski dijagram

ct ct'

X

Slika 1.4: Koordinate dogadjaja E u dva inercijalna sistema.

15
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Slika 1.5: Paljene sijalice posmatrano iz dva vagona, od kojih se jedan krec¢e brzinom V.

1.5 Relativnost istovremenosti dogadjaja i sinhronizacija
casovnika

Neka je A; dogadjaj. Vremenski trenutak kada se ovaj dogadjaj desio odredujemo pomocu
casovnika koji se nalazi u tacki A;. Neka on pokazuje vreme t;. Udaljeni ¢asovnik u tacki As
registruje paljene sijalice A; kada do njega stigne signal iz Ay, a to je u trenutku

to = t; + (vreme potrebno da svetlost predje put od A; do A,) .

Ako su casovnici ovako podeseni kazemo da su sinhronizovani. Da bismo merili vreme u svakoj
tacki prostora moramo imati ¢asovnike i svi ti ¢asovnici treba da budu medjusobno sinhronizo-
vani.

Ako su dva dogadjaja istovremena u jednom sistemu reference, t; = t5 oni ne moraju biti
simultani za posmatraca iz drugog sistema. Neka se na sredini vagona, prikazanom na slici 1.5
nalazi sijalica koja se upali. Svetlosni signal ¢e istovremeno sti¢i u tacke 1 i 2 za posmatrace
u vagonu; tj. t; = t5. Neka se drugi vagon (sistem S’) krec¢e brzinom V kao na slici 1.5. Za
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posmatraca iz drugog vagona vremenski interval izmedju dogadjaja 11 2 je

ty — L th— Lx
-t =222 1 27 (1.5.54)

V2 V2
T e

Koordinate prvog odnosno drugog dogadjaja u sistemu S su x7, odnosno x,. Uzimajuéi da je
t; =ty imamo

Vv To — X1
2 [ v
VvV Az

2 >
¢ f1_v

c2

th—t, = —
(1.5.55)

Kako je zo > z1, onda je At =t —t] <0, tj. za posmatraca u S’ prvo se desio dogadjaj 2, pa
onda dogadjaj 1.

Na prostorno-vremenskom dijagramu prikazanom na slici 1.6 se jasno vidi da su dogadjaji 1
i 2 simultani u sistemu S, a da nisu simultani u sistemu S’.

1.6 Kontrakcija duzine

Sistem S’ se kreée konstantnom brzinom V' duz x— ose u odnosu na inercijalan sistem S. Neka
je stap AB postavljen duz 2’ ose, i neka on miruje u sistemu S’, kao sto je prikazano na slici
1.7. Duzina stapa u S’ je ly = 2’5 — 2/4. Ova duzina se naziva sopstvenom duzinom, jer stap
miruje u tom sistemu. Krajevi stapa su dva dogadjaja A i B. Kolika je duzina tog Stapa za
posmatraca u S? To je razlika koordinata x5 — x4 uz uslov da su ova dva dogadjaja istovremena
za posmatraca S, tj. t4 = tg. Za posmatraca iz sistema S Stap se krece, te on mora levi i desni
kraj stapa da "uoci’ u istom trenutku vremena po svom satu da bi izmerio duzinu. Primenom
(1.3.43) imamo

lzx/—x' _ l’B—VtB_IA—VtA
0 B A \/ ~ 2 \/ ~ 2
c? c?
. I —TA
-5
)
S — (1.6.56)
_ v
2
odnosno
VQ
L= loy[1— = (1.6.57)
C

Iz zadnje formule vidimo da je duzina Stapa u sistemu S manja od sopstvene duzine stapa. Ovo
je tzv. kontrakcija duzine. Iz Lorencovih transformacija (1.3.42-1.3.45) je jasno da do kontrakcije
nece doci ako je stap postavljen duz y odnosno z ose.



18 GLAVA 1. POSTULATI SPECIJALNE RELATIVNOSTI I POSLEDICE

ct

\

Slika 1.6: Dogajaji 1 i 2 su simultani za posmatraca iz S, a nisu za posmatraca iz sistema S’

Slika 1.7: Kontrakcija duzine
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ct ct'

A X

Slika 1.8: Kontrakcija duzine preko prostorno-vremenskog dijagrama.

Kontrakcija duzine se lako vidi koriste¢i prostorno-vremenski dijagram na slici 1.8. Uglovi
trougla ABC' su a, 90+« 1 90 — 2. Jednostavnosti radi uze¢emo da jety = 0, z4 = 0. Dogadjaj
B je istovremen sa dogadjajem A u sistemu S, pajetp = 0. Onda jel = zpily = 2’3. Primenom

sinusne teoreme sledi
cos2a  Ccos«

l ly
odakle se, uz odgovarajuée trigonometrijske relacije dobija (1.6.57).

Prostorno vremenski dijagrami ne zadovoljavaju Euklidsku geometriju, pa pojam rastojanja
nije isti kao u Euklidskoj geometriji.

(1.6.58)

1.7 Paradoks kola i garaze

Kola sopstvene duzine [y kreéu se brzinom v i treba da udju u garazu cija je sopstvena duzina
takodje ly. Garaza ima prednja i zadnja vrata. Kada prednji kraj kola dodje do garaze prednja
vrata garaze se otvore, a kada zadnji kraj kola udje u garazu prednja vrata garaze se zatvore.
Kada prednji kraj kola dodje do zadnjih vrata garaze ona se otvore, kola prodju i na kraju
kada zadnji kraj kola dodje do kraja garaze vrata garaze se zatvore. Za posmatraca iz garaze

duzina kola je | = [gy/1 — ‘6/—22 < lg, pa su kola kompletno u garazi. Kako je situacija simetri¢na

za posmatraca iz kola, garaza se kre¢e brzinom —v. Sada je duzina garaze [, a kola [y pa kola
ne mogu da stanu u garazu. Ko je u pravu? Da li su kola u garazi ili ne? Problem je vezan
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sa merenjem duzine, a da bi izmerili duzinu moramo imati simultane dogadjaje. Medjutim,
simultanost dogadjaja je relativna. Mi smo gore opisali ¢etiri dogadjaja i izgleda nam da smo
ih redjali po vremenskom sledu. To je vide¢emo tac¢no, ali za posmatraca iz garaze.

Analizirajmo situaciju preciznije. Imamo c¢etiri dogadjaja. Prvi je A, prednji kraj kola ulazi
u garazu. Dogadjaj B je zadnji kraj kola prolazi pored ulaza u garazu, dogadjaj C' je prednji
kraj kola prolazi pored zadnjeg kraja garaze. I na kraju dogadjaj D je da zadnji kraj kola prolazi
pored izlaza iz garaze. Koordinate dogadjaja A za posmatraca iz garaze su (ct; = —cl/v,x; = 0),
a za posmatraca iz kola (ct| = —clo/v, 2} = ly). Dogadjaj B je kada se koordinatni poceci
poklapaju i tad smo uzeli da oba ¢asovnika pokazuju 0. Naime B(cty = 0,25 = 0) odnosno
B(ctl, = 0,z = 0). Koordinate dogadjaja C u sistemu garaze su (ctz = c(lp — ) /v, x5 = ly), a
u sistemu kola (cty, = ¢(l — ly) /v, 2% = ly). Koordinate dogadjaja D za posmatraca iz garaze su
(cty = clo/v, x4 = ly), a za posmatraca iz kola (ct) = cl/v,z)y = 0).

Za posmatraca iz garaze kola imaju duzinu [/ i ona su kompletno u garazi izmedju trenutka
o 1 t3. Dogadjaji su prikazani na prostorno-vremenskom dijagramu 1.9.

U sistemu kola prvo se desio dogadjaj C' paonda B. Toseividiiizth, =0ats = (I—lp)/v < 0.
Za posmatraca iz kola prvo prednji kraj kola dodje do kraja garaze, pa tek kada prednji kraj
napusti garazu zadnji kraj kola prodje pored ulaza u garazu. Kola nikad nisu kompletno u garazi,
a i ne mogu, jer im je duzina [y veca od duzine garaze. Nema nikakvog paradoksa. Recimo jos
na kraju da je interval izmedju dogadjaj B i C' prostornog tipa.

Zanimljivo je da razmotrite i sledeéi primer. Neka je brzina kola v = v/3¢/v/2, sopstvena
duzina kola ly, a garaze ly/2. Za posmatraca iz garaze duzina kola ¢e biti [y/2 i stac¢e kompletno
u garazu. Ali za posmatraca iz kola, kola imaju duzinu ly, a garaza ly/4. Dogadjaji B i C' u
ovom slucaju su simultani za posmatraca iz garaze, ali nisu za posmatraca iz kola.

Na kraju da rezimiramo: Oba posmatraca su u pravu. Da li su kola stala u garazu ili nisu
zavisi od toga da li su dogadjaji B i C simultani ili nisu. Simultanost dogadjaja je relativna, tj.
zavisi od sistema reference.

1.8 Dilatacija vremena

Neka su A i B dva dogadjaja koja su na istom mestu u sistemu S’. To npr. mogu biti dva otkucaja
sata koji miruje u ovom sistemu. Vremenski interval izmedju ova dva dogadjaja za posmatraca
u S je tly —t'y = Aty. Ovo vreme se naziva sopstveno vreme, jer je izmereno u sistemu u kome
sat miruje. Za posmatraca iz S ova dva dogadjaja nisu na istom mestu. Posmatra¢ u sistemu
S koristi svoj sat, vremenski interval izmedju ova dva dogadjaja je At = tg — t4. Primenom
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ct

Slika 1.9:

21
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Lorencovih transformacija imamo

ts + 23:3 th+ Lty

tlp—ta =
_v v
_ tp—ta
= —
62
At
- = (1.8.59)
V1 -5
gde smo iskoristili 2’5 = 2/,. Dakle,
At
At = —o—— (1.8.60)
v
=

Vremenski interval izmedju ova dva dogadjaja u S je duzi nego u sopstvenom sistemu, At > Aty.
Ovo produzenje vremena se naziva dilatacija vremena. U pokretnom sistemu vreme tece sporije;
vremenski interval izmedju dva dogadjaja je najkrac¢i u sistemu u kojem sat miruje.

Na prostorno-vremenskom dijagramu prikazanom na slici 1.10 uzeli smo da su dogadjaji A
i B u koordinatnom pocetku sistema S’, tj. 2’5 = z/y = 0. Sa slike je jasno da vremenski
interval izmedju ova dva dogadjaja u sistemu S nije isti kao u pokretnom sistemu. Rezultat
za dilataciju vremena se ne moze dobiti sa slike 1.10 primenom trigonometrijskih relacija, jer
geometrija prostor-vremena nije Euklidska.

Neka se Cestica u trenutku ¢ nalazi u tacki r = (x,y, z) i neka za laboratorijsko vreme d¢
cestica dodje u tacku r + dr. Pocetni i kranji polozaji Cestice su dva infinitezimalno bliska
dogadjaja: (¢,r) i (¢t + dt,r 4+ dr). Kvadrat intervala izmedju ova dva dogadjaja je

ds* = *dt? — (dr)? = 2dt? (1 - = (g> ) = c2dt2(1 - —2> : (1.8.61)
2 \dt c?
Sistem koji se kreée zajedno sa ¢esticom (sopstveni sistem) je u malom vremenskom intervalu
(t,t 4 dt) inercijalan. U njemu je
ds? = 2dr? | (1.8.62)

jer je dr”? = 0, a dr je interval sopstvenog vremena. Iz ds”? = ds? sledi formula za dilataciju
vremena

d
dt= — (1.8.63)
=

odakle je sopstveno vreme dato sa

- / t 1__ (1.8.64)

Kosmicki zraci (uglavnom protoni) pri sudarima u gornjim slojevima atmosfere kreiraju pi-
mezone (), koji se brzo raspadaju na mione. Mion p~ je ¢estica koja je slicna elektronu, samo
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ct'

X

Slika 1.10: Dilatacija vremena preko prostorno-vremenskog dijagrama.

je oko 200 puta veée mase. Mion se brzo raspada na elektron, antielektronski neutrino i mionski
neutrino

P e F e+, . (1.8.65)

Srednje vreme Zivota miona je 7 = 2,2 - 107%s u sistemu u kome mion miruje. Ako bi se mion
kretao brzinom svetlosti (Sto nije moguée) onda bi presao put ¢r = 0,66km. Medjutim mioni
predju mnogo vec¢i put pre nego sto se raspadnu. Njih detektujemo na povrsini Zemlje, tj. oni
predju put od oko desetak kilometara. Kako je to moguée? ReSenje je jednostavno. Vreme
kretanja miona za posmatraca sa Zemlje je veée nego njegovo sopstveno vreme. Put koji mion
predje je dat sa

= —v. (1.8.66)

Ako je npr. v =0,997¢, tada je [ = 9km .



24 GLAVA 1. POSTULATI SPECIJALNE RELATIVNOSTI I POSLEDICE

1.9 Paradoks blizanaca

Ana i Bojan su blizanci. Bojan sedne u raketu i krene ka zvezdi Alfa Kentauri sa konstantnom
brzinom v, a Ana ostane na Zemlji. Posle vremena T po Aninom satu Bojan je stigao do zvezde,
ali odlué¢i da se odmah vrati na Zemlju i to sa istom brzinom. Po Aninom satu Bojan je stigao
na Zemlju posle vremena 27. Medjutim, saglasno Bojanovom satu njegovo putovanje trajalo je
27" = 2L Ovaj efekt je dilatacija vremena i on je realan, tj. nije naucna fantastika. Rastojanje
od Zemlje do zvezde Alfa Kentauri je 4 svetl.god.. Ako je v = 0,8¢, onda po Aninom satu,
Bojanovo putovanje do zveze i nazad traje 27" = 10 god. Po Bojanovom satu to vreme je
27" = 6 god. Bojan je mladji od Ane.

Da li mozemo situaciju da obrnemo? U Bojanovom sistemu reference on miruje, a Ana
se krece, pa bi njen sat trebalo da sporije radi a ne njegov. Ona bi pri njihovom susretu bila
mladja, a on stariji. ReSenje paradoksa je vrlo jednostavno. Anin sistem je inercijalan, a Bojanov
neinercijlan, jer on ne moze trenutno da dostigne brzinu v, niti da se zaustavi kada dodje do
zvezde. Dakle, nema simetrije izmedju ova dva sistema i nema paradoksa. Bojan je definitivno
mladji od Ane?.

Neka je dolazak Bojana na zvezdu dogadjaj P. Ako uzmemo da se Bojan u odnosu na
Anu kretao konstantnom brzinom, onda su oba sistema inercijalna. Koordinate dogadjaja P
u Aninim koordinatama su (¢t = ¢TI,z = vT), a u Bojanovom (ct' = ¢I" = ¢T'/~,2" = 0).
Dogadjaj C na slici 1.11 je simultan sa dogadjajem P u Aninom sistemu, ali ova dva dogadjaja
nisu simultana u Bojanovom sistemu. Linija simultanosti kroz tacku P u Bojanovom sistemu je

data sa
2

ctzgsc—l—cT(l—U—Q) .
C C

Kada je Bojan stigao do zvezde Alfa Kentauri on misli da se Ana nalazi u tacki B (slika 1.11) i
da je ona ostarilaza T /v = T'/+* = %god. Oba sistema su inercijalna i postoji simetrija izmadju
njih. U odnosu na Bojana Ana se kre¢e brzinom —v. Vreme 7" za Anu iznosi T7"/7. Umesto
da Bojan koci, i zatim se ponovo ubrzavajuéi do brzine v vraca ka Zemlji razmatracemo drugu
situaciju. Kada Bojan stigne do zvezde sinhronizuje svoj ¢asovnik sa Markom koji ide ka Zemlji
brzinom v. Linije simultanosti u Markovom sistemu su t” = const., u koordinatama Aninog
sistema linija koja prolazi kroz P i D je

2
ct = —Ex—ch(l + v_2> .

c c
Koordinate tacke D su (¢t = ¢TI’ (1 + Z—;),x = 0). Ovo znadi slede¢e. Kada Marko krene sa
zvezde ka Zemlji (tacka P na slici 1.12) on misli da je Ana u tacki D. Markov sat pokazuje T,
a Anin, po Markovom satu T(l + Z—j) Marko se po svom casovniku krece do Zemlje za vreme

T', za to vreme iz Markove perspektive Ana je ostarila za T'/~%. Bojanovo kretanje od A do P i
Anino od A do B je potpuno simetri¢no. Isto vazi i za Anino kretanje od D do E i Markovo od
P do E. Sistemi su tada inercijalni i sve je simetri¢no. Ali kako je Ana brzo ostarila od B do
C? Po njenom satu to vreme je 2TZ—§ i ono odgovata 'prelasku’ iz Bojanovog u Markov sistem.

2Neinercijalnost sistema takodje uti¢e na tok vremena, ali to neéemo sada razmatrati.
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Slika 1.11: Bojanov i Anin sistem

ct A ct'
ct"

Slika 1.12: Bojan, Marko i Ana

25
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Realisticnija situacija bi bila kad bi pretpostavili da Bojan usporava priblizavajuéi se zvezdi,
zaustavlja se, krece nazad ubrzavajuci do v. Svetska linija je glatka, bez diskontinuiteta brzine.

1.10 Slaganje brzina

Neka se telo kre¢e brzinom v = (v, v,,v,) u odnosu na inercijalni sistem S. Sistem S’ se krece
brzinom V u odnosu na inercijalni sistem S. Odredimo brzinu tela u odnosu na sistem S’. Ovu
brzinu ¢emo obeleziti sa v/ = (v, v],v.). Pretpostavimo da su ova dva sistema u standardnoj

x) Yy Yz
konfiguraciji.
Diferenciranjem Lorencovih transformacija, (1.3.42-1.3.45) dobijamo
, dt — Ydx
dt! = —=—— (1.10.67)
_v
de — Vdt
de = V& (1.10.68)
_v
dy = dy (1.10.69)
dz = dz. (1.10.70)
Projekcija brzine Cestice na x’ osu je
oo do’  dx—Vdt
Tdt dt— Yde
e —V
= (1.10.71)
1
Slicno se dobijaju i slede¢e dve formule:
2
, v/1— &
v4/1 — ‘C/—;
— Y

Izrazi (1.10.71-1.10.73) predstavlju relativisticko slaganje brzina. One daju projekcije brzine tela
u primovanom sistemu preko projekcija brzine u neprimovanom sistemu. U nerelativistickom
limesu ove izrazi postaju klasi¢ni zakon sabiranja brzina.

Neka se foton kre¢e duz z— ose u sistemu 5, tj. v, = ¢,v, = v, = 0. Za posmatraca u S’
projekcije brzine su

, c—V

Ve = [TV =C

v, 0

W= 0. (1.10.74)
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Zakljucujemo da je brzina fotona u sistemu S’ takodje ¢, $to je u skladu sa prvim Ajnstajnovim
postulatom.

1.11 Aberacija svetlosti

Neka je sistem S vezan za neku udaljenu zvezdu, a neka je S’ sistem vezan za Zemlju. Zemlja
se kre¢e brzinom V = Ve, u odnosu na zvezdu. Svetlost emitovana sa zvezde stize na Zemlju.
Uzmimo da se svetlost kre¢e u Oxy ravni pod uglom € prema x—osi za posmatraca sa zvezde. Za
posmatraca sa Zemlje ovaj ugao je 6'. Ova dva ugla nisu ista i to se naziva aberacijom svetlosti.
Aberacija je dakle pojava da ugao pod kojim se vidi neki objekat zavisi od relativne brzine dva
inercijalna sistema. Komponente brzine svetlosti u sistemu zvezde su

v, = ccosb
v, = csinf
v, = 0. (1.11.75)

Primenom relativistickog slaganja brzina (1.10.71,1.10.72) i (1.10.73) dobijamo komponente
brzine za posmatraca sa Zemlje:

, ccos —V

Vo = 1— Z cos 6
csinfq/1 02
v =
Y 1— ?0039
Vo= 0. (1.11.76)

Lako se vidi da je brzina svelosti invarijantna, tj. da je v + vg =v? + v, = c. Ugao ' je

odredjen sa
v, 0 V2
tan@ = ¥ = ccgssgl S\l (1.11.77)

Uy
Primenom trigonometrijskih identiteta dobijamo

—V/c+ cosd

—_— . 1.11.
1 —Vcos/c ( R

cosf =

Brzina kretanja Zemlje V = 30km/s pa je V/c = 107%. Kretanje Zemlje je nerelativisticko, pa
z (1.11.78) sledi

Vv Vv
cos ' ~ cosf — —sin29+0<—> : (1.11.79)
c c
Ako uvedemo mali ugao A6 sa ¢ = 6 + A6 dobijamo
Af ~ %sin& . (1.11.80)

Ovaj nerelativisticki rezultat za aberaciju svetlosti je poznat i pre nastanka specijalne rela-
tivnosti. Aberaciju svetlosti je zapazio 1725. godine engleski astronom Bredli.
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1.12 Zadaci

Zadatak 1. Tanak Stap se krece duz sebe konstantnom brzinom i prolazi pored markera A
koji se nalazi u fiksnoj tacki u nepokretnom inercijalnom sistemu. Vreme koje je potrebno da
Stap prodje pored markera u laboratorijskom sistemu je At = 8ns. Za nepokretnog posmatraca
vezanog za Stap vreme potrebno da marker prodje pored njega je At’ = 10ns. Kolika je sopstvena
duzina stapa?

Resenje: Iz formula

lo\/1-%

At =—F % (1.12.81)

v

i l
At =2 (1.12.82)

v

sledi

lp = c/(AV)?2 — (At)2 =1,8m . (1.12.83)

Zadatak 2. Raketa se udaljava od Zemlje, brzinom v = 4¢/5 u odnosu na nju. Sa rakete

se emituju dva svetlosna signala prema Zemlji. Vremenski interval izmedju ova dva signala,
za posmatraca sa rakete je At’ = 5s. Koliko je vremenski interval izmedju prijema ova dva
svetlosna signala na Zemlji za posmatraca sa Zemlje?
Resenje: Neka je emisija prvog, odnosno drugog svetlosnog signala dogadjaj A, odnosno B.
Sistem vezan za Zemlju obelezi¢emo sa S, a za raketu sa S’. Uzeéemo da se raketa krece duz
x—ose. Koordinate dogadjaja A u sistemu S’ su (¥, 2/,), a u sistemu S su (t4,24). Koordinate
dogadjaja B u sistemu S’ su (ty =ty + At',2/4), a u sistemu S su (t5,xp). Prema Lorencovim
transformacijama imamo

/ v .

'y + vty 'y + 31y

SCA et —2’ A:—2
v v

-z 1-=

Tyt + AF) |t A+ S

rp = ; UB
v2 v2
V- @ V- 2

Prvi signal ¢e na Zemlju da stigne u trenutku £, + 4, a drugi ¢tp + *2. Vremenski interval
izmedju njih je

(1.12.84)

At =tp—ty+ 24 (1.12.85)
c
Nakon zamene gornjih izraza dobijamo
142
At = ] S At =15s. (1.12.86)

Zadatak 3. Dve rakete, svaka sopstvene duzine [y prilaze Zemlji sa suprotnih strana brzinama
v = ¢/2. Rakete se kreéu duz istog pravca. Kolika je duzina jedne rakete za posmatraca sa
druge rakete?
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Resenje: Neka je sistem S vezan levu raketu, S’ za Zemlju. Zemlja se kreée brzinom V = —¢/2
u odnosu na sistem S. Desna raketa krece se brzinom v, = —¢/2 u odnosu na Zemlju. Brzina
desne rakete u odnosu na levu raketu, tj. sistem S odredjena je sa

A T 4
=t o T 2. (1.12.87)
1+

Duzina desne rakete za posmatraca sa leve rakete je

[ v2 3

Naravno, zbog simetrije, to je i duzina leve rakete za posmatraca sa desne.

Zadatak 4. Dve cestice se kre¢u u laboratoriskom sistemu jedna duz x—ose, a druga duz y—ose.
Brzina prve cestice je v; = 0, 8¢, a druge vo = 0,6¢. Kolika je brzina jedne cestice iz sistema
reference vezanog za drugui Cesticu?

Resenje: Brzina jedne cestice u sistemu reference druge cestice je

viv?
vy = \/U%—FU%—% =0,72c.

Zadatak 5. Platforma sopstvene duzine [y kre¢e se brzinom u u odnosu na Zemlju. Sa
zadnjeg kraja platforme ispali se metak brzinom v" u odnosu na platformu. Brzina metka je
u smeru vektora brzine platforme. Odrediti put koji metak predje dok ne pogodi prednji kraj
platforme za posmatraca sa Zemlje. Uticaj gravitacije Zemlje na kretanje metka zanemariti.
Resenje: Sistem platforme éemo obeleziti sa S’, a sistem vezan za Zemlju sa S. Neka se metak
ispali u trenutku ¢} = 0 iz tacke 2} = 0 za posmatraca iz S’. Za posmatraca iz sistema S ovaj
dogadjaj ima koordinate (t; = 0,z; = 0). Pogodak metka u prednji kraj platforme je drugi
dogadjaj. Njegove koordinate za posmatraca sa platforme su (¢, = %‘,, xl, = ly). Brzina metka u
odnosu na sistem S je /

po (1.12.89)
1+ %

c2

Put koji metak predje za posmatraca sa Zemlje je

t), 4+ ulo
s =ty —t)) = v——= (1.12.90)

u2

2

Ako dalje zamenimo vrednosti za t, i v dobijamo
u lo
s = (1+?>—u2. (1.12.91)
T2

Zadatak 6. Stap duzine [y u sistemu u kojem miruje nagnut je pod uglom o u odnosu na z’
osu. Primovan sistem S’ je vezan za Stap. Stap se kreée duz x ose laboratorijskog sistema S
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koja je paralelna sa 2’ osom.
a) Kolika je duzina $tapa u sistemu S i koliki ugao zaklapa stap sa x—osom.
b) Posmatrac iz sistema S fotografise stap. Foto-ploca se nalazi duz z ose. Svetlosni zraci padaju
na plocu paralelno sa y osom. Kolika je duzina Stapa na fotografiji?
Resenje:
a) Duzina z projekcije stapa je
2

I, = lpcosa/y/1 — Z—Q , (1.12.92)
dok je duzina stapa duz y ose nepromenjena I, = lysin«’.
b) Formula za kontrakciju duzine zasnovana je na merenju duzine stapa kao rastojanju izmedju
istovremenih dogadjaja na krajevima sStapa. U ovom delu zadatka treba da odredimo duzinu
Stapa koju vidi, odnosno fotografise posmatrac. Neka je dogadjaj A emisija fotona sa levog, a
dogadjaj B sa desnog kraja Stapa. Lik se formira na fotoplo¢i od fotona koji istovremeno stignu
na foroplocu. Dakle, dogadjaji A i B nisu istovremeni. Dogadjaj B se desio pre dogadjaja
A za vreme [ysina//c za posmatraca iz sistema S. Koordinate dogadjaja A u sistemu S su
(t1, 21,71 = 0), a dogadjaja B su (to = t; — lysina’/c, x9,ys). Po Lorencovim transformacijama
je
To — X1 — U(tz — tl)

Th— ) = (1.12.93)
’U2
T2
Kako je z}, — 2} = lycosa’ to je duzina Stapa na fotografskoj ploc¢i data sa
2 lusino/
l=129 — 11 = ‘locosa’yll—%—w (1.12.94)
c c

Zadatak 7. Dve rakete, A i B svaka sopstvene duzine [, = 100m krec¢u se u susret jedna
drugoj. Posmatrac iz svake rakete vidi da se ona druga raketa kre¢e brzinom v. Normalno
rastojanje izmedju pravaca raketa je jako malo i dovoljno da se rakete ne bi sudarile. Kada se
za posmatraca iz rakete A vrh rakete A poklopi sa repom rakete B iz rakete A ispali se metak
prema raketi B, kao na slici. Zanemariti vreme potrebno da metak stigne od rakete A do rakete
B. 7Zbog kontrakcije rakete B ovaj hitac ¢e promasiti raketu B za posmatraca iz A. Medjutim,
za posmatraca iz rakete B duzina rakete A je skra¢ena, pa ¢e metak pogoditi raketu B. Koji
posmatrac je u pravu?

Resenje: Neka je koordinatni pocetak x ose u vrhu rakete A, a 2’ ose u vrhu rakete B. Neka
su x ose u pravcu kretanja raketa i obe su usmerene u desno. Neka je prvi digadjaj poklapanje
vrha rakete A sa vrhom rakete B za posmatraca iz rakete A. Koordinate ovog dogadjaja za
posmatraca iz rakete A su (t; = 0,2; = 0), a za posmatraca iz rakete B su (t; = 0,27 = 0).
Drugi dogadjaj je poklapanje vrha rakete A sa repom rakete B. Koordinate ovog dogadjaja za
posmatraca iz rakete S su (ty = f)—%, x9 = 0). Naredni, treéi dogadjaj je ispaljivanje metka sa repa
rakete A; njegove koordinate su (t3 = f)—‘;, x3 = —ly). Cetvrti dogadjaj, poklapanje vrha rakete B
sa repom rakete A ima koordinate (t4, = %0, x5 = —ly). Peti dogadjaj je poklapanje repa rakete A
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sa repom rakete B. Koordinate ovog dogadjaja za posmatraca iz A su (t5 = %0 + i%, x5 = —lp) .
Zamenom brojnih podataka dobijamo
4 4 9
th=0, ty = = 1075, tg3 = = 1075, t, = 107%, t, = = 1075 .

Za posmatraca iz rakete A dogadjaji su se desavali vremenskim sledom kojim smo ih navodili.
Metak Ce ocigledno promasiti raketu B, jer je za posmatraca iz rakete A duzina rakete B manja
od lo.

Za posmatraca iz rakete B, raketa A se krece udesno sa brzinom v i njena duzina je %0
Kordinate dogadjaja za posmatraca iz rakete B se dobijaju primenom Lorencovih transformacija

¥=(x+uvt)y, '=0t+—=)y. (1.12.95)

Koordinate prvog dogadjaja za posmatraca iz rakete B su () = 0,2] = 0). Koordinate drugog
dogadjaja su
lo

(ty, = — 1075, 2 = lp).
Ispaljivanje metka sa rakete A, tj. tre¢i dogadjaj je

l() loU _
(t, = = 257 =0.55-10 Os, xy = lo(1 — 7).

Koordinate cetvrtog dogadjaja za posmatraca iz rakete B su

l 4
(t, = % =z 1075, 2/, = 0).
Konaé¢no koordinate petog dogadjaja su
l logv 9
(ty = ;0 + %7 =5 107%, x5 = lo).

Na osnovu gornjih izraza vidimo da vremenski sled dogadjaja u sistemu rakete B nije isti kao
za posmatraca iz rakete A. Posle prvog dogadjaja desio se dogadjaj ’tri’, tj. ispaljivanje metka,
pa zatim cCertvrti, zatim drugi i na kraju peti. Raketa se ispali pre nego $to rep od rakete A se
poklopi sa vrhom rakete B. To znaci da ¢e metak promasiti raketu B. U sistemu A dogadjaji
‘dva’ i tri’ su simultani, ali za posmatraca iz rakete B nisu. Dakle, oba posmatraca se slazu da
metak nije pogodio raketu B.

Zadatak 8. Dva fotona kre¢u se duz x— ose i nalaze se na rastojanju L jedan od drugog.
Odrediti rastojanje izmedju ova dva fotona u sistemu koji se krece brzinom v u smeru kretanja
fotona.

Resenje: Jednacina kretanja prvog fotona u sistemu S je x = ct, a drugog x = ct + L. Pos-
matrajmo najpre prvi foton sa stanovista posmatraca S’. Primenom Lorencovih transformacija
imamo

, T — vt ct — vt
T = g

)
_ v _ v
c? c2




32 GLAVA 1. POSTULATI SPECIJALNE RELATIVNOSTI I POSLEDICE

g_togm _ t-d

_ v _ w2
c? c?

Ako iz druge jednacine izrazimo t preko ¢’ i ubacimo u prvu jednac¢inu, dobijamo da je jednacina
kretanja prvog fotona u sistemu S’ data sa 2’ = ¢t’. Potom, ponovimo postupak i za drugi foton.
Lorencove transformacije daju

Opet izrazimo t preko t’, ubacimo u prvu jednaé¢inu i dobijemo

x':ct'—l—Lwc_‘—U
C—

Kad uporedimo jednacine prvog i drugog fotona, vidimo da je rastojanje izmedju njih u S’
jednako

c+v

cC—

L'=

h




Glava 2

Cetvorodimenziona formulacija
specijalne relativnosti

U ovoj glavi specijalnu relativnost ¢emo izloziti formalnijim jezikom. UveSéemo ¢etvorodimenzioni
prostor Minkovskog. Lorencove transformacije ¢e biti predstavljene kao transformacije koordi-
nata prostora Minkovskog.

2.1 Prostor Minkovskog

Prostor Minkovskog je realan ¢etvorodimenzionalan prostor u kome je definisana metrika. Tacke
u prostoru Minkovskog su vektori polozaja

8

— M —
X=X eu—

<

gde su z* kontravarijantne komponente vektora x u bazi

1 0 0 0
€y = 0 e = L ey = 0 e 0
0 — 0 ) 1 — 0 ) 2 — 1 ) 3 — 0
0 0 0 1
Metrika prostora Minkovskog je
1 0 0 0
{0 =1 0 0
=10 0 -1 0
0o 0 0 -1
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Metrika g deluje neobi¢no, ali je klju¢ za razumevanje specijalne relativnosti. Ona sluzi za
odredjivanje duzine vektora. Kvadrat duzine ¢etvorovektora polozaja x je

10 0 0 ct
0 -1 0 0 x
2 _ T _
:c—:ch_(ctxyz)oo_lo Y
0o 0 0 -1 z
= (2°)? = (21)? — () — (2*)* = F* —x*. (2.1.1)
2.2 Koordinatne transformacije
Sada ¢emo razmatrati proizvoljne transformacije koordinata
20, 2t 22 = 20 2t 22, B (2.2.2)
tj.
o =" (20 2t 2?, 2P) (2.2.3)

nekog prostora.! Ove transformacije moraju biti invertibilne, tj. odgovarajuéi jakobijan trans-

formacije mora biti razlicit od nule
ox'™

3| %0 (2.2.4)

Za komponente A*(x) reéi ¢emo da su komponente jednog kontravarijantnog cetvorovektora ako
pri transformacijama koordinata (2.2.3) se transformisu po slede¢em pravilu

A" = A (x) . (2.2.5)
Kontravarijantni vektori imaju gornji indeks. Diferencijali koordinata dx*, koji su infinitez-

imalna razlika koordinata dve infinitezimalno bliske tacke, su komponente jednog kontravari-
jantnog ¢etvorovektora, 2 sto se vidi iz

LI

da'* =
ox”
v=0

dz” . (2.2.6)

Za komponente B, (x) re¢i¢emo da su komponente jednog kovarijantnog cetvorovektora ako pri
transformacijama koordinata (2.2.3) se transformisu po

Bia) =2

I Taj prostor moze biti opstiji od prostora Minkovskog; ne mora biti uopste vektorski prostor. Npr. posma-
trajmo povrsinu sfere polupreénika R. Sfera je 'prostor’ (preciznije to je mnogostrukost) koji je dvodimenzion.
Koordinate 6, ¢ su koordinate tog prostora, ali (6, )7 nije vektor.

2U diferencijalnoj geometriji dz* ima drugaéiji smisao od ovog gore navedenog.

v

ox
e B,(x) . (2.2.7)

7
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Indeks kovarijantnih vektora je donji. Primetimo da su matrice transformacija u ova dva zakona
medjusobno inverzne. Moderniji naziv za kovarijantan vektor je jedan-forma, dok se kontravari-
jantan vektor naziva samo vektorom. Primetimo jo§ da govorimo o komponentama vektora, A*
odnosno B,,. Izbegli smo da govorimo o samim vektorima, tj. o bazisima u kojim su ove kompo-
nente zadate. Funkcija F' = F(x) je skalar (invarijanta) ako se ne menja pri transformacijama
koordinata

F'(z") = F(x) . (2.2.8)

Pokazimo da su = #) komponente jednog kovarijantnog cetvorovektora. Treba da proverimo da
li vazi pravilo transformacije (2.2.7):

oF'(x') Z OF (z(x')) Oz

Ox'™ Jxv  OJx'™
Oz OF (x(z'))
= . 2.2.9
ox'* Oz ( )
Tenzor T™ koji se transformise prema
3
ox'H 6x”’
T (x 2.2.1
% UZ_O 5 5o L @) (2.2.10)

je dva puta kontravarijantan tenzor ili tenzor ranga (2,0). Sli¢no, jednom kovarijantan i jednom
kontravarijantan tenzor (tenzor tipa (1,1)) se transformise prema

T (2) = N 0 O T* 2.2.11
) =SS O 2211)

Analogno se definisu i drugi tenzori.
Sada ¢emo se vratiti na prostor-vreme Minkovskog. Svakom kontravarijantnom vektoru
pridruzujemo kovarijantne komponente pomoc¢u metrike

Ay = gAY . (2.2.12)

Od sada ¢emo koristiti Ajnstajnovu sumacionu konvenciju po kojoj se sumira po ponovljenom
indeksu koji je jednom gornji, a jednom donji. Znak sume se ne pise. U prethodnom izrazu se,
znaci, sumira po indeksu v. Lako se vidi da je

Ay = gowA” = gooA’ + g A" + goaA® + gz A® = A°
Al = g A" = gioA’ + g Al + g A + g1 AP = — A (2.2.13)

Slicno se dobija Ay = —A% i A3 = —A3. Spustanje vremenskog indeksa ne menja znak dok
spustanje prostornog indeksa njenja znak. Prostorne indeksi se obelezavaju latini¢cnim slovima
1 =1,2,3. Dakle,

Ag =A% A, =-A". (2.2.14)
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Kovarijantne komponente vektora polozaja su

Ty = ¥ = ct,
Ty = —zl = -,
2 _
Lo = —T =Y,
T3 = —2°=—z. (2.2.15)

Inverzni metricki tenzor ¢! je definisan

99 =g lg=1, (2.2.16)

gde je I jedini¢na matrica. Numericki se lako dobija da je ¢~ = ¢g. Medjutim tenzori g i g~ *

imaju razlicit raspored indeksa. Prepisimo (2.2.16) preko komponenti
Gupg” =0, . (2.2.17)

Sada je jasno da je

(g =g" (2.2.18)
tj. inverzna metrika ima gornje indekse. Inverzna metrika omogucava da donje indekse trans-
formisemo u gornje, tj. A* = g’ A, . Indeksi na metrici u poslednjem izrazu su gornji i po tome
se vidi da je to inverzna metrika.

Skalarni proizvod dva vektora A* = (A%, A) i B* = (B°, B) u prostoru Minkovskog je
definisan sa

A-B = g,A"B"=A,B"

AgB® + A\B' + A, B? + A3B?

A°BY — A'B' — A’B? — A3B?

= AB°~-A-B. (2.2.19)

Lako se pokazuje da je proizvod A - B skalar:

ox® Ox'*

/ w7 B
ABY = oz'* OxP AaB
ox®
= ——A,B%=A,B". 2.2.20
p ( )
Kvadrat duzine vektora x je
2? = g ot =2t = (2°)2 - x2 . (2.2.21)

Infinitezimalni kvadrat rastojanja izmedju tacaka x i x + dx je

ds? = g, do*dz” = *(dt)* — (dr)? . (2.2.22)
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2.3 Lorencove transformacije

Lorencov bust duz xz—ose prepisa¢emo u obliku

20 = 42 — Bzt
2 = —Byr® 4zt
22 = g2
a? = 2° (2.3.23)
gde je
v 1
b= 1=—F7—- (2.3.24)
T2
U matricnom obliku prethodne jednacine su
2" v =By 0 0\ [2°
2t | =By v 00 xt
2 0 0 10 22
'’ 0 0 0 1/ \a*

Matrica 4 x 4 u prethodnom izrazu je matrica Lorencove transformacije A*, . Gornja matri¢na
jednacina u komponetnoj notaciji je
o't = A ab (2.3.25)

U oznaci matricnog elemetna Lorencove matrice A* , indeks p je indeks vrste, a indeks v je
indeks kolone. Vazno je da se indeksi ne piSu jedan iznad drugog, jer tada ne bi znali koji je od
njih indeks vrste, a koji kolone.

Lorencove transformacije su one linearne transformacije koordinata ' = Az, gde je A realna

4 x 4 matrica, koje ne menjaju kvadrat duZine ¢etvorovektora, tj. za koje vazi x? = 22 .
Prethodni uslov daje
x’Tgx’ — [)STQCL’
AT gAz = 2Tgx |
odakle sledi
ATgh =g . (2.3.26)

Dakle, svaka realna 4 x 4 matrica koja zadovoljava uslov (2.3.26) je Lorencova transformacija.
Prethodna matri¢na jedna¢ina sadrzi deset uslova na matricu A, pa su Lorencove transformacije
odredjene sa 16 — 10 = 6 nezavisnih parametara. Lako se vidi da matrica busta duz x— ose
zadovoljava uslov (2.3.26), tj. ona je Lorencova transformacija. Ako uvodemo parametar ¢; sa
tanh p; = B; = v, /c onda je

1

-
2
V.
V31— %

coshp =7 =
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i sinh o1 = B1y;. Matrica busta duz x—ose ima oblik

coshyp; —sinhyp; 0 0
A = Sn(l]h # COS(}; ¥ (1) 8 (2.3.27)
0 0 01
Bustovi duz y i z ose se dobijaju analogno. Bust duz y-ose je
coshps 0 —sinhpy 0
M=o sir?h ©2 (1) COS?I V2 8 ’ (2.3.28)
0 0 0 1
gde je parametar tan ¢y = ,. Analogno bust duz z ose je
cosheps 0 0 —sinhes
ae—| 9 L0 , (2.3.29)

v 0 0 0 1
—sinhps 0 0 coshps

gde je tanh p3 = B3 = v, /c .
Ako se inercijalni sistem S’ kreée u proizvoljnom pravcu brzinom V onda Lorencova trans-
formacija koja povezuje S i 5’ je

Y —VPa (—'yﬂy =B
(Wfl)ﬁm 7_1)ﬂxﬁy (771)51182
_Vﬂm 1+ 32 B2 52
AR = . R 2.3.30
R e s (2330
_/VBZ ('7_6)2532182 ('Y B2y 2 1+ (7_52)Bz
gde je
|2
Be = .
v
57; = ?y
V.
Bz - ?
B2 = B+ B+ B2
1
S S (2.3.31)

V2
-z

Rotacije koordinatnog sistema sistema su takodje Lorencove transformacije. Rotacija za ugao

6 oko z—ose
0 0 0

cosf sinf 0
—sinf cosf 0
0 0 1

At =

A
o O O =
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je takodje Lorencova transformacija. Bust (2.3.27) podseca na obi¢ne rotacije samo §to umesto
trigonometrijskih funkcija sin i cos on sadrzi hiperbolne funkcije cosh i sinh. Bustovi se nazivaju
jos i hiperbolnim rotacijama. Parametar ¢ se naziva hiperbolni parametar®. Sest nezavisnih
Lorencovih transformacija su tri busta (duz z,y i z ose) i tri rotacije.

Ispitajmo kako se x,, transformise pri Lorencovim transformacijama. Komponente x; su x; =
g’ Dalje imamo

r, = gul 2’
— g7, . (2.3.32)

Iz ATgA = g sledi AT~! = gAg~! pa je

-1\ o
v, = (9Ag ), 7,
T-1\ o —1\o
(A )u Lo = (A ) u‘ro
= ASz, . (2.3.33)

Zakljucujemo da se kontravarijantne, odnosno koovarijantne komponente transformisu prema:

" = A* Y

z, = ANYa, =Nz, .

Neka je A(zx) = A*(x)e, vektor, tj. vektorsko polje. Kontravarijantne komponente ovog vektora,
AF(x) se pri Lorencovim transformacijama transformisu kao

Ar(z') = AP A () . (2.3.34)

Kovarijantne komponente vektora definisane su sa A,(z) = g,,A”(x). Pri Lorencovim transfor-
macijama one se transformisu prema

Al(a) = (A" Au(z) . (2.3.35)

I

Koordinate tacaka Minkovskog prostora z*, odnosno z,, se transformisu po istim pravilima. Ovo
je specificnost prostora Minkovskog. To ne vazi generalno, za proizvoljan prostor.
Parcijalni izvodi po x* su

0 10
—=(-= . 2.3.36
Ot (c ot’ V) ( )
Ispitajmo njegov zakon transformacije:
0 ox™ 0 0
= =AN,— . 2.3.37
Ox#  OJxt dx™ "oz ( )
Mnozeéi prethodni izraz sa (A~1)“  dobijamo
0 0
= (A — |
0x'® (A7) 7 Qxt

3Na engleskom rapidity.
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Dakle, izvod po kontravarijantnoj komponenti vektora transformise se kao kovarijantna kompo-
nenta cetvorovektora pa ¢emo koristiti notaciju

Sliéno 3 1 8
H = — = —_— —
0 ox, (c ot’ V>

su komponente kontravarijantnog vektora.

2.4 *Lorencova grupa

Lorencove transformacije ¢ine grupu. Da bi ovo pokazali potrebno ja da proverimo da li su
aksiome grupe zadovoljeni:
1. Neka su A; i Ay Lorencove transformacije. Primenimo prvo transformaciju A; a zatim A,.
Vektor koordinate x posle prve Lorencove transformacije prelazi u ' = Ajx. Ako sada primenimo
transformaciju A, dobi¢emo

Z'// = AQJ)I = AQAlI' .

Sada ¢emo pokazati da je A;A; Lorencova transformacija. To se vidi direktno:
(A2A1)"g(AaAr) = AT (A3 gA2)Ar = AfgAr =g .

Ovim smo pokazali aksiomu zatvorenosti.
2. Jedini¢ni element grupe je jedini¢na matrica.
3. Mnozenje matrica je asocijativno, pa asocijativnost vazi i za Lorencove transformacije.
4. 1z (2.3.26) sledi da je inverzni element A~ = g=*ATg. On je takodje Lorencova transformacija,
jer je
(A HTgA =g

Time smo pokazali da Lorencove transformacije ¢ine grupu.

Uslov (2.3.26) u komponentnoj notaciji ima oblik

A gy = Gpo - (2.4.38)
Za p = o = 0 iz ove jednacine sledi
AoguwA’o =1, (2.4.39)
odnosno ;
(A%)" =D (M) =1. (2.4.40)
i=1

Odavde je (A%)® > 1, odnosno
A% >1 ili A% < -—1. (2.4.41)



2.5. *POENKAREOVA SIMETRIJA 41

Ukoliko je A% > 1 ovakve Lorencove transformacije ne menjaju smer vremena i nazivaju se
ortohronim Lorencovim transformacijama. Transformacije za koje je A% < —1 menjaju smer
vremena.

Uzimanjem determinante od ATgA = g dobijamo

det A = +1 . (2.4.42)

Zanimljivo, determinanta Lorencovih transformacija je ili 1 (prave Lorencove transformacije) ili
—1.

Pod relativistickom kovarijantnos¢u neke teorije podrazumeva se njena kovarijantnost ne na
celu Lorencovu grupu, ve¢ samo na prave ortohrone Lorencove transformacijame, za koje vazi:

detA =1, A% >1. (2.4.43)

Bustovi i rotacije zadovoljavaju ovaj uslov i ove transformacije su podgrupa cele Lorencove grupe.
Prostorna inverzija je definisana sa

t—t'=t,r—>r=-r. (2.4.44)

Matrica ove transformacije je

At =

<
o O O
e}
|
—

Ona je Lorencova transformacija, jer zadovoljava uslov ATgA = ¢, ali nije prava ortohrona
Lorencova transformacija jer je determinanta ove transformacije —1. Prostorna inverzija je
diskretna transformacija.

Vremenska inverzija je definisana sa

t—=t'=—t,r—>1r'=r. (2.4.45)
Matrica ove transformacije je
-1 0 0 0
0 100
no—
A 0 010
0 001
Ona je Lorencova transformacija jer zadovoljava uslov ATgA = g, ali A%, = —1 nije ortohrona.

2.5 *Poenkareova simetrija

Poenkareove transformacije su izometrije prostora Minkovskog. Sastoje se od Lorencovih trans-
formacija i translacija u prostoru Minkovskog

" = (A a)zt = A',2¥ + a* |
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Slika 2.1: Svetlosni konus

gde je A Lorencova transformacija, a a* je konstantan ¢etvorovektor. Kvadrat intervala izmedju
dve tacke s> = (z — y)? je invarijantan na Poenkareove transformacije. Poenkareove transfor-
macije Cine grupu, ali to ne¢emo sada dokazivati. U nerelativistickom limesu one prelaze u
Galilejeve transformacije.

2.6 Svetlosni konus

Tacke prostora Minkovskog su dogadjaji. Trajektorija fotona koji se kreée duz x— ose je* 20 =
+czt. Ovo su dve prave linije u 2° — 2! ravni ¢iji je nagibni ugao 45° odnosno 135°. Cestica koja
se krec¢e konstantnom brzinom v duz x ose za vreme t doci ¢e u tacku x = vt. Njena trajektorija
u prostoru Minkovskog je

c
2 = —z'. (2.6.46)

v
Ovo je jednac¢ina prave u 2 — ! ravni. Nagib ove prave je veéi od 45°, jer je v < ¢. U

¢etvorodimenzionom prostor-vremenu svetlost (foton) se kreée po
(2°)? = (a1)? = (2*)* = («°)* =0, (2.6.47)

ukoliko je u poc¢etnom trenutku foton bio u koordinatnom pocetku, slika 2.1. Ovo je jednacina
konusa u prostoru Minkovskog. Svetlost se, dakle, kre¢e po svetlosnom konusu. Masene cestice
se kre¢u unutar svetlosnog konusa. One ne mogu da izadju iz svetlosnog konusa, jer bi im tada
brzina bila ve¢a od brzine svetlost.

Kvadrat intervala izmedju dva dogadjaja (t1,x1,41,21) 1 (L2, T2, Ys, 22) je

2=ty — 1) — (mo—21)? — (o — 1) — (20 — 21)% . (2.6.48)

4Imamo dve trajektorije jer foton moze da se kreée i u pozitivnom i u negativnom smeru z ose.
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ct

A
N 1
N 7/
N //
N
N c s
) 7/
N Ve
N s
N ’
N s
N , b
N , o
A /
N s
TN
s N .
7/ A N
4 N
4 S
7 \
4 N
s
L N
L, B N
, N
’ \\
N
Slika 2.2:

Vidimo da on moze biti pozitivan, negativan ili jednak nuli. Zbog toga prostor Minkovskog nije
euklidski prostor; nazivamo ga pseudoeuklidskim. Ukoliko je s?> > 0 onda se za takav interval
kaze da je vremenskog tipa; ako je s? < 0 interval je prostornog tipa, a ako je s> = 0 interval
je svetlosnog tipa. Ako je interval izmedju dva dogadjaja vremenskog tipa, onda mozemo preci
u sistem gde su dogadjaji na istom mestu, tj. s? = (), — t})?. Medjutim, ne mozemo predi
u sistem gde su ti dogadjaji istovremeni, jer bi tada s> = —(ry — r})? < 0 §to je suprotno
od s? > 0. Sliéno, ukoliko je interval izmedju dva dogadjaja prostornog tipa, moZzemo preéi u
inercijalni sistem u kojem su dogadjaji istovremeni. Lako se vidi da je npr. (1,1,0,0) svetlosni
vektor, (0, z,0,0) vektor prostornog, a (t,0,0,0) vektor vremenskog tipa.

Na slici 2.2 prostor-vreme oko nekog dogadjaja A je izdeljen na regione koji su od njega razd-
vojeni intervalima preostornog, vremenskog ili svetlosnog tipa. Intervali izmedju A i dogadjaja
B i C su vremenskog tipa, samo $to se dogadjaj B desio pre dogadjaja A (tp < ta4), a dogadjaj
C posle dogadjaja A, (tc > t4). Dogadjaji B i C' su unutar svetlosnog konusa. Vremenski sled
dogadjaja koji su unutar svetlosnog konusa je nepromenjen pri Lorencovim transformacijama.
Dakle, ako je za jednog posmatraca dogadjaj A uzrok, a dogadjaj C posledica, tj. tc > t4 onda
¢e u svakom inercijalnom sistemu dogadjaj C' biti posle dogadjaja A. Dakle t. > ¢, .

Dogadjaj D je razdvojen od A intervalom prostornog tipa. Ova dva dogadjaja ne mogu biti
uzro¢no posledicno povezana. Nijedan signal ne moze sti¢i od A do D, jer bi se kretao brzinom
vec¢om od brzine svetlosti. Moze se pokazati da se odgovaraju¢om Lorencovom transformacijom
u ovom slucaju moze preéi u sistem gde se dogadjaj D desio pre A. Dakle, mi ne znamo sta je
proslost a sta buduc¢nost. Medjutim, to nije ni bitno, jer kao sto smo rekli, ova dva dogadjaja
nisu ni u kakvoj uzroéno-posledi¢noj (kauzalnoj) vezi.
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2.7 Zadaci

OAH(x)

Zadatak 1. Pokazati da je =5_~ Lorencov skalar.

Resenje: Kako je A" (z') = A“j;l”(a:) to je

DA™ (") O(A* A?(x)) Oz

S oy p (2.7.49)
Ako dalje iskoristimo da je ¥ = (A~1)” 2'? imamo
oA (2") A# 8A”( “1y ox'?
ox'H N 7 0xv P Ox'm
aAU —1\v
R O
0A°
= A" (ATY)
LA, S0
L0A?  0A"(x)
= o o (2.7.50)
Ovim smo pokazali da je agzix) skalar u odnosu na Lorencove transformacije. Lako se vidi da

ova veli¢ina nije skalar pri proizvoljnim koordinatnim transformacijama.
Zadatak 2. Sistem S; krec¢e se brzinom v; u odnosu na inercijalni sistem S, dok se sistem Ss
kre¢e brzinom v, u odnosu na sistem S;. Obe brzine su usmerene duz zajednicke r—ose sva tri

sistema. Odrediti brzinu sistema S, u odnosu na sistem S.
Resenje: Neka je f1 = vi/c, 71 = ———, i analogno 3y = v2/c, ¥ = —=—. Lako se vidi da je
J je b1 1 / M m gno [y 2/C, Vo \/@ J

proizvod dva busta duz x—ose ponovo bust duz x—ose. Naime

Yo =By 0 0 Y B 00
AA, = —Bava 2 00 B m 00
2 0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01
¥y =By 00
-0 00
= 07 g Lol (2.7.51)
0 0 01
gde su
8= B+ Ba
1+ 3182
1
1

vl

Mnozenjem dva busta pokazali smo relativisticki zakon sabiranja brzina.
Zadatak 3. Pokazati da je matrica (2.3.30) matrica Lorencove transformacije.
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Zadatak 4. Odrediti proizvod tri uzastopne Lorencove transfarmacije. Prva je rotacija oko
z—ose za ugao 6. Naredna transformacija je bust duz x—ose, pri cemu se dobijeni sistem krece
brzinom v u odnosu na sistem dobijen nakon prve transformacije. Na kraju primeniti rotaciju
oko z—ose za ugao —6.
Rezultat je
v — [~y cosf —[Bvysinf
—Bycosf ~ycos?f+sin?0 sinfcosf(y — 1)
—Bvysinf sinfcosf(y—1) ~sin®6 + cos?d
0 0 0

Dobijena transformacija je bust sa brzinom (v cos @, vsin@,0).
Zadatak 5. Izracunati:

() 32 (a,) .
(b) Gy,

(©) 9upg™ Do -

AF, =

v

(2.7.52)

_ o O O

Rezultat:
(a) %(5””3”#) =2z,
(b) 4

(c) Pu
Zadatak 6. Dati su vektori

1 2
-1 1

wo_ o SV
Al = 9 , 1B = 1
3 1

Naci A? = g, A*A” i B?. Odrediti kovarijantne komponente vektora, A,, tj. B,. Odrediti tip
vektora A* i B*. Naéi A,B", A* B?

Resenje: A? =12 —(—1)?—22—-3% = —13 < 0, pa je vektor prostornog tipa. Analogno se dobija
da je B% =1, pa je B* vektor vremenskog tipa. Kovarijantne komponente vektora su

Dalje je

AB* = 241+2-3=2
A? = 14, B*=3. (2.7.53)
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Glava 3

Mehanika specijalne relativnosti

Ova glava posvetena je mehanici cestica spijalne relativnosti. Definisa¢emo c¢etvorovektore
brzine, impuls i ubrzanja cestice. Posebna paznja je posvecena relativistickim sudarima.

3.1 Cetvorovektor brzine

Cetvorovektor brzine definiSemo sa g
T

dr -’
Ova velicina jeste c¢etvorovektor, jer je diferencijal koordinate daz#* ¢etvorovektor, a sopstveno
vreme d7 skalar. Nismo koristili laboratorisko vreme dt, jer ono nije skalar ve¢ nulta komponenta
cetvorovektora. Nadjimo sada komponente ¢etvorobrzine, Cestice Cija je brzina v razlicita od
brzine svetlosti. Nulta komponenta cetvorobrzine je

U (3.1.1)

dz®  cdt c
0
= = = 3.1.2
dr  dr 2 ( )
c2
dok su prostorne komponente date sa
U= ’ v (3.1.3)

Toafics s

Trobrzina v je trovektor i njene gornje i donje komponente ne¢emo razlikovati. Dakle,

C

2
v
-5

J L g
e A
2

ve

\/1—62

Vidimo da o Kovarijantne komponente brzine su
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Kvadrat vektora ¢etvorobrzine se lako nalazi

U-U=g,U'U" = — =c". (3.1.4)

Dakle, cetiri komponente ¢etvorobrzine nisu nezavisne; izmedju njih postoji veza (3.1.4). Cetvorobrzina
je tangentni vektor na trajektoriju ¢estice u prostoru Minkovskog, x* = z#(7).

3.2 Impuls, sila i energija
Cetvorovektor impulsa ¢estice je proizvod njene mase mirovanja i ¢etvorovektora brzine:

dat
Pt =mU! =m—— . 3.2.5
dr ( )
Masa mirovanja je skalar i u daljem tekstu ¢emo je zvati masom cestice. Lako se vidi da je nulta
(vremenska) komponenta ¢etvoroimpulsa

PO=mU® = 5 (3.2.6)
02
1-=
Prostorne komponente impulsa su
e (3.2.7)
-z

Velicina (3.2.7) se naziva relativistickim (tro)impulsom cestice. U nerelativistickom limesu on
se svodi na mv. Kako je U? = 2, to je kvadrat etvoroimpulsa

P? = P,P" = m?c, (3.2.8)

Za masene cestice je P? = m2c® > 0, vektor ¢etvoroimpulsa je vremenskog tipa. To znaéi da
postoji sistem reference gde su njegove prostorne komonente jednake nuli, tj.

mc

o O O

Ovaj sistem se naziva sistemom mirovanja cestice. Za bezmasene ¢estice vektor ¢etvoroimpulsa
je svetlosnog tipa i tada ne postoji sistem mirovanja.
Drugi Njutnov zakon vazi i u relativistickoj fizici. Sila koja deluje na cesticu je data sa

dp

F=—
dt ’

(3.2.9)
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ali p je relativisticki impuls (3.2.7). Rad za ubrzavanje relativisticke ¢estice iz stanja mirovanja

do brzine v je
A = /F dr—/ dp-v

:m/vd =)
m/m

= —— —mc, (3.2.10)

gde smo primenili parcijalnu integraciju. Po teoremi kineticke energije rad sile je jednak promeni
kineticke energije

A=T-T,. (3.2.11)

Pocetna kineticka energija Ty jednaka je nuli, jer je pocetna brzina nula. Dakle, kineticka energija

relativisticke cestice je
mc?

T=—u——mc. (3.2.12)
/ 1)2

U nerelativistickom limesu (v < ¢) kineticka energija je

1/2
T = <1 — U—2> — mc?
C
2 2
= m (1t gt ) —me
2
- % (3.2.13)

Dakle, postaje nerelativisticka kineticka energija Cestice. Energija cestice je prvi clan u (3.2.12)

mc?

= ——, (3.2.14)
-2

2

dok je mc® energija mirovanja cestice. Cesto se izraz

m(v) = —— (3.2.15)

_ w2
C2

naziva zavisno$¢u mase Cestice od njene brzine, a velicina m(v) relativistickom masom. Mi
nec¢emo koristiti ovu notaciju, ve¢ ¢emo pod masom podrazumevam masu mirovanja cestice, m.
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Sada je jasno da je nulta komponenta ¢etvoroimpulsa energija:

poo_me__¢& (3.2.16)
2

c2

pr= (S/C) . (3.2.17)

Cetvoroimpuls je

Jasno je da je

82
P?=p,P'= F p°, (3.2.18)
odnosno
E? = m?*c* + *p? (3.2.19)

Sto je veza izmedju energije i impulsa Cestice.
Kako se ¢etvoroimpuls transformise pri Lorencovim transformacijama koordinata

ot = A* ¥ 7 (3.2.20)
Na osnovu (2.2.5) imamo

ox'*
Pt = P
ox”
ox?
= A* —P¥
Paxu
= A% PV (3.2.21)

Cetvoropimpuls ¢estice u sistemu S smo obelezili sa P, a sa P"* u sistemu S’. Pri Lorencovom
bustu duz x— ose energija i troimpuls se transformisu prema

E'/e v  —=py 0 0 E/c
Pe | _ =By v 00| p
v, 0 0 10 Dy
j28 0 0 0 1) \p:

Oznake su jasne. Primovane velicine, &', p,,p), 1 p} su energija, odnosno Dekartove projekcije
impulsa u sistemu koji se kreé¢e brzinom V' duz x— ose. Neprimovane velic¢ine se odnose na sistem

S.

3.3 *Cetvoroubrzanje

Cetvoroubrzanje je definisano sa
_dou*

.3.22
dr (3.3.22)
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Diferenciranjem (3.1.4) po sopstvenom vremenu dobijamo da je A,U* = 0 . Ubrzanje i brzina
su otrogonalni.
Nulta komponenta ubrzanja je

du® dv dy

A’ = il i (3.3.23)
a prostorne
, dU’ d
A== dzuz +%a; | (3.3.24)
Dakle,
dy
A=( O (3.3.25)
’ydtv +~%a)

gde je v = ‘3—‘; trobrzina, a a = ‘31—;’ troubrzanje Cestice.

Kada se cestica krec¢e ubrzano sistem reference vezan za nju je neinercijalan. Medjutim u
intervalu (¢, ¢+ dt) brzina Cestice je konstantna i sistem vezan za nju je inercijalan. Ovaj sistem
se naziva usputnim sistemom. Obelezi¢emo ga sa S’. Brzina cestice u S’ je v/ = 0, ali ubrzanje

a = ‘(% nije nula. Cetvoroubrzanje u usputnom sistemu je
/ 0
A = o) (3.3.26)

Iz ovog izraza se jasno vidi da je ¢etvoroubrzanje vektor prostornog tipa. Laboratorijski sistem
S i usputni S’ su povezani Lorencovim bustom. Jednostavnosti radi uzeéemo da se ¢estica krece
duz x—ose. Tada je

ci—z v %y 00 0 vya'/
Yy + va 2y oy 00 a’ ~va'
— dt = c —
A=r 0 0 0 10 0 0 . (3.3.27)
0 0O 0 01 0 0
Odavde dobijamo vezu izmedju a i a':
3/2

(1 . C—2> a . (3.3.28)

Nadjimo sada jednacinu kretanja cestice koja se krece sa stalnim ubrzanjem racunatim u
usputnom sistemu, tj. a’ = const. Neka se u poc¢etnom trenutku ¢estica nalazila u tacki z(t =
0) = xg sa pocetnom brzinom v(t = 0) = 0. Prepisimo (3.3.28) u obliku

d
L —ddt (3.3.29)

odakle integraljenjem dobijamo

V= . (3.3.30)
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Slika 3.1: Hiperbolno kretanje.

Odavde je
dr = ——dt, (3.3.31)
2+ (a't)?

pa integraljenjem dobijamo jednacinu kretanja

T —x9=c\/Afa?+12—*/d (3.3.32)

odnosno ,
2
(—2o+ )" (ct)?
*/a” */a”
Dobili smo jednacinu hiperbole. Kretanje sa stalnim ubrzanjem (a’ = const. ) se naziva hiper-
bolnim kretanjem. Ako izaberemo zq = ¢?/a’ jednacina kretanja ima prostiji oblik:

x? (ct)?
c4/a’2 o c4/a’2 -

Neka se u nekom trenutku vremena cestica nalazi u tacki P, Sto je prikazano na slici 3.3.
Cestica P moze da primi informaciju iz proslosti samo od posmatraca iz njenog svetlosnog
konusa i to njegovog dela u proslosti. Dakle, ¢estica ne moze da primi informaciju iz celog
prostor-vremena. Racunajuéi celu trajektoriju cestice vidimo da linija ¢t = x deli prostor na dva
dela. Deo univerzuma levo od ove linije je nedostupan za nasu Cesticu (posmatraca S’). Ova
linija se naziva Rindlerovim horizontom dogadjaja za ubrzanog posmatraca.

~1. (3.3.33)

(3.3.34)

3.4 Kovarijantni oblik drugog Njutnovog zakona

Diferenciranjem energije Cestice (3.2.19) po vremenu imamo

d¢  pdp _ dp

¥ Fa Y w o VE (3.4.35)
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gde smo iskoristili

&
P=3V. (3.4.36)
Zadnja formula se lako proverava na osnovu izraza za energiju i impuls ¢estice. Relaciju (3.4.35)

mozemo prepisati u obliku
d¢ v F

_— = 3.4.37
dr 2 ( )
c2
Sli¢no imamo d F
p
—_=— 3.4.38
dr w2 ( )
c2
Poslednje dve formule mogu biti prepisane u kovarijantnom obliku
dp*
a— (3.4.39)
dr
gde je
v-F
Fu= Ve (3.4.40)

c

tzv. Cetvorovektor sile. Drugi Njutnov zakon zapisan u obliku (3.4.39) je kovarijantan; leva i
desna strana su cetvorovektori. U drugom inercijalnom sistemu on ima isti oblik
dp*
dr

— F* (3.4.41)

Fizicki zakoni moraju imati isti oblik u svim inercijalnim sistemima. To je sadrzaj prvog
Ajnstajnovog postulata.

3.5 Rasejanja

U nerelativistickoj (Njutnovoj) mehanici troimpuls je o¢uvan ukoliko na sistem ne deluju spoljne
sile. Suma unutrasnjih sila iscezava zbog zakona akcije i reakcije. U elasti¢nim sudarima pored
zakona odrzanja impulsa odrzana je i kineticka energija.

Pri relativistickim sudarima cestica (tj. Cestica koje se kreéu velikim brzinama, npr. u
CERN-u) situacija je znatno komplikovanija. Interakcija se ne prenosi trenutno, pa zakon akcije
i reakcije nema smisla. Zakoni odrzanja su uvek posledica neke simetrije sistema. Troimpuls
i energija su ocuvani ako je teorija koja opisuje dati fizicki proces invarijantna na prostorne
translacije odnosno na vremensku translaciju. Razmatrajmo rasejanje

a+b+---—c+d+ ... .

Interakcija izmedju cestica se deSava unutar neke male oblasti prostora. Mnogo pre interakcije
(u dalekoj proslosti) i mnogo posle interakcije (daleka buduénost) cestice su skoro slobodne.
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Energija Cestica pre sudura (misli se mnogo pre sudara, tj. u dalekoj proslosti) jednaka je
energiji ¢estica posle sudara (opet mislimo u dalekoj buduénosti)

Eat+ &+ =6 +E+... . (3.5.42)
Troimpuls je takodje ocuvan

PotPy+: - =Pct+Pat.... (3.5.43)
Ova dva zakona znace da je ¢etvoroimpuls o¢uvan:

P+ P+ .. =Pr+ P4 ... . (3.5.44)

Zakon odrzanja ¢etvoroimulsa je kovarijantan.

Neka se cestica mase m krece brzinom v i sudara se sa istom takvom c¢esticom koja miruje.
One formiraju novu ¢esticu mase M. Sa v’ obelezimo brzinu nastale cestice. U nerelativistickom
slucaju dobijamo da je v' = v/2 1 M = 2m. U relativistckom sluc¢aju (a to znaéi pri velikim
brzinama) zakon odrzanja cetvoroimpilsa je

mey mc Mcvy
muy 0| [ MY
0 + 0o | = 0 , (3.5.45)
0 0 0
gde je
1 1
VE— Y — (3.5.46)
Ji-x= &
Odavde dobijamo da je brzina nastale ¢estice
, vy v
= > — 3.5.47
YT +v 2 ( )
i
M =+2(1+~vy)m>2m. (3.5.48)

Oba rezultata su razlicita od nerelativistickog sluc¢aja. Drugi, da je masa nastale cestice
veCa od zbira masa Cestica pre sudara 2m je posebno interesantan. Odakle ekstra masa? Pa od
kineticke energije pre sudara; deo kineticke energije je pretvoren u masu. Nista ¢udno ako imamo
na umu prethodnu lekciju o ekvivalentnosti mase i energije. Pri nerelativistickim rasejanjima
masa se odrzava, dok za relativisticke ¢estice to ne vazi.

Sistem centara impulsa cestica je sistem u kojem je ukupni relativisticki troimpuls cestica
jednak nuli. Takav sistem uvek postoji. Da bi to dokazali pokazimo prvo sledece trvrdjenje:

Ako su P; i P, cetvorovektori vremenskog ili svetlosnog tipa onda je P, - P, > 0. Ovo se
lako pokazuje. Ako su oba vektora svetlosnog tipa onda je Py - Py = |p1||p2|(1 —cosf) > 0, gde
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je 0 = Z(p1,p2) . Ako je bar jedan od ¢etvorovektora vremenskog tipa mozemo preéi u njegov

sistem mirovanja. Uze¢emo da je

mic
0 &
Pi=| o |iR= () (3.5.49)
0

onda je
P1~P2:m152>0.

Pokazacemo jos jedno tvrdjenje: Ukoliko su P; i P, ¢etvorovektori vremenskog ili svetlosnog
tipa onda je (P, + P,)? > 0 . Ovo se lako proverava primenom prethodnog tvrdjenja:

m%62+m302+2P1'P222P1'P2
0

(P + P)* =
(3.5.50)

v

Zmnak jednakosti u prethodnoj formuli bi vazio ako bi obe cestice bile bezmasene i ukoliko je ugao
6 = 0, tj. one se kre¢u paralelno. To ne bi odgovaralo rasejanju. Prema tome za dve cestice koje
se sudaraju uvek postoji sistem reference u kome je ukupni troimpuls jednak nuli, jer je vektor
P, + P, vremenskog tipa. Ovo pokazuje da uvek mozemo da predjemo u sistem centra impulsa.

3.6 Elasti¢no rasejanje

U relativistickoj fizici sudar je elastican ako se broj Cestica i njihova vrsta odrzava pri sudaru,

tj. ako se ne kreiraju nove cestice ili anihiliraju ve¢ postojece. Takav je proces
a+b—a+b . (3.6.51)

Analizirajmo prvo ovaj proces u sistemu centra impulsa (CM). Neka se Cestice pre rasejanja
kreéu duz z—ose. Ugao rasejanja u sistemu CM obelezi¢emo sa 6. Cetvoroimpulsi Cestica a i b

pre sudara su i ~
Ca b
piu 8 i P = 8 , (3.6.52)
p —D
a posle sudara
& &
0, — c]sénG Q! = —q”éiﬂ‘) , (3.6.53)
Gcosf —qcosf

Iz zakona odrzanja energije, £, + & = 8:’1 + ég, sledi

204 | 5202 [m204 1 5202 — 204 1 5202 [m2c4 1 75202
mgct + pect — A/ mpct 4 q4ct = \/mict + qect — (/myct + pce .
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Iz ove relacije dobijamo p = ¢, odakle je &, = £ 1 & = 5 Veli¢ina 0 potpuno odredjuje proces
rasejanja.

Analizirajmo sada rasejanje u laboratorijskom sistemu, slika 3.2. Neka cestica b miruje, a
Cestica a se kre¢e duz z—ose. Uzetemo da se posle sudara cCestice razle¢u pod uglovima 6y,
odnosno 6, u odnosu na z—osu. Cetvoroimpulsi ¢estica pre sudara u LAB sistemu su:

, (3.6.54)

=k O On|§"

a posle sudara

Qaz(c) Qb:(c>~ (3.6.55)
Qda Qb

Iz zakona odrzanja ¢etvoroimpulsa sledi

Pot+ B —Qo=Qy .
Kvadriranjem gornje formule dobijamo
P2+ P+ Qi +2P,,P!'— 2P, Q" — 2Q..P!' = Q; . (3.6.56)
Primenom P? = Q% = m2c?, = QI =mici

Pang‘ — E.my

E.E!
Pa,uQZ = — P4a COS 91
c2

Qu.Pl = Emy . (3.6.57)

dobijamo ugao rasejanja 6,

ENEy)® + my) —m2c? — Eymy

cosfy = ” (3.6.58)
Slicno se dobija i ugao 6,. Rezultat je
2 I
cosfly = Lo/ T Fm)(E = muc) (3.6.59)

Pap

3.7 Komptonovo rasejanje

Foton je bezmasena cCestica (m = 0) koja se kree brzinom ¢, pa je za nju izraz za energiju
(3.2.14) neprimenljiv. Iz (3.2.19) sledi veza energije i impulsa fotona

E=cp. (3.7.60)
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Slika 3.2: Elasti¢no rasejanje u laboratorijskom sistemu.

Sa druge strane enegiju fotona mozemo izraziti preko frekvence ili talasne duzine
E=hv=nh— (3.7.61)
gde je h Plankova konstanta. Komptonovo rasejanje je rasejanje fotona na elektronu koji

miruje. Neka se foton kreée duz z— ose (slikaKompton-kinem) i neka mu je talasna duzina
A. Cetvorovektor impulsa ovog fotona

X
0

P}‘ =19 (3.7.62)
X

Impuls elektrona pre rasejanja je

mc
0

P! = 0 (3.7.63)
0

Foton se raseje pod uglom 6 u smeru orta n. Ako je X' talasna duzina rasejanog fotona onda je
njegov cestvoroimpuls

P = ( Y ) : (3.7.64)

c
yl’l

Impuls rasejanog elektrona je

g/
I 3.7.65
() (3.7.65)
Zakon odrzanja energije i tro-impulsa je
P{ + P! = P} + P* (3.7.66)

odakle je
P} =P} + P!~ P} (3.7.67)
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—/

k

N
—_— o — — = -
\ﬁ/

Slika 3.3: Komptonovo rasejanje.

Bt

Kvadriranjem ovog izraza uz sledece skalarne proizvode

PV'P., = PP, =m’c

PlP; = P{P,;=0
mch

PP = ——

P;-Pp = < — 1 cos0

P.-P; = 7 (3.7.68)

dobijamo

N =)= 2i sin? g . (3.7.69)

Talasna duzina fotona posle rasejanja je veca od talasne duzine upadnog fotona, jer je on predao
deo energije elektronu.

3.8 Energija praga reakcije

Neka cestica mase m, nale¢e na ¢esticu mase my koja miruje i neka se u tom procesu kreiraju
¢estice masa m. i my. Ako je m. + mg > m, + my odredimo minimalnu vrednost kineticke
energije Cestice a da bi doslo do procesa. Ukupni cetvoroimpuls cestica a i b u laboratorijskom
sistemu pre sudara je
(ma +mp)c+Ty/c
0

pPr = 0 . (3.8.70)

Pa

Posle sudara ukupni impuls u CM je

o |2

14
oo o+

) |g_°'l

(3.8.71)
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Kvadrtat ovog c¢etvorovektora,
0? (& +Ey)°

c2

je invarijanta, pa bez obzira sto je P* # Q“ vazi P? = Q2. Tako dolazimo do jednacine

Ta 2 &2 g/ g/ 2
((ma + myp)c + ?> — C—g +mic? = % . (3.8.72)

Kineticka energija upadne cestice je najmanja ukoliko je desna strana gornje jedna¢ine najmanja,
a to je u slucaju kada produkti procesa miruju u sistemu CM. Tako dobijamo energiju praga
reakcije

(Mme +mg)?c® — (Mg + my)?c?

Ta min — 3.8.73
(T.) - (38.73)
Razmatrajmo sudar protona sa antiprotonom da bi proizveli Higsov bozon

p+p—H+ X, (3.8.74)

gde je X hadron znatno manje mase od mase Higsovog bozona. Neka u procesu proton miruje.
Masa Higsovog bozona je my = 125GeV, a masa protona m, = 940MeV, pa je energija praga
7a ovaj proces

m2,c? —4Am2c? m2,c?

2m,, my,

Ogromna energija. Protone i antiprotone je efikasnije sudarati kada se kreéu u sustret jedan
drugom, sa istom energijom. Tada je minimalna energija za kreiranje Higsovog bozona, po
svakoj od cestica 60GeV.

3.9 *Mandelstamove varijable

Razmotrimo rasejanje dve Gestice u dve ¢estice: a+b — ¢+d. Cetvorovektori impulsa ovih cestica
su P, P, P.i P;. Vazi P? = m?2c? i li¢no za preostale tri ¢estice. Mandelstamove varijable s, ¢, u
su definisane sa

s = (P,+PB)*=(P.+ Py)?
= (Pa_-Pc)ZZ(Pb_})d)2
u = (P,— P)?=(P,—P.)*. (3.9.76)

To su invarinatne veli¢ine. s je energija Cestica a i b u sistemu centar impulsa. Varijabla ¢ govori
o transferu impulsa sa Cestice a na ¢esticu ¢ dok varaijabla u govori o transferu impulsa sa ¢estice
a na Cesticu d. Od tri Mandelstamove varijable dve su nezvisne, jer postoji sledeca veza

s+t+u=(m>+mi+m?+mi)c.



60 GLAVA 3. MEHANIKA SPECIJALNE RELATIVNOSTI

3.10 *Dejstvo za slobodnu relativisticku Cesticu

Neka se cestica krec¢e od tacke (t1, 1,91, 21) do tacke (t2, 22, Y2, 22). Interval izmedju infinitezi-
malno bliskih tacaka z# i x* + dz* u prostoru Minkovskog je

2
ds = \/gudrrdr” = c\ /1 — Z—th : (3.10.77)

Dejstvo za slobodnu relativisticku cesticu, mase m je

2)
S = —mc/ ds (3.10.78)
(1

dakle proporcionalno je duzini trajektorije cestice izmedju tacaka (1) i (2) u prostoru Minkovskog.
Zamenom (3.10.77) u dejstvo dobijamo

t2

S=—-me | dt\/1—— . (3.10.79)

2
t1 c

Dejstvo (3.10.78) je Lorencov skalar. Kako smo ga napisali u obliku [d¢... izraz u zagradi je

oc¢igledno Lagranzijan
02
L=-mc\[1— = (3.10.80)

i on nije skalar, jer veli¢ina dt nije skalar. U nerelativistickom limesu v < ¢ lagranéijan postaje

L = —ch(l—i—%(%)Q—i—...)
2

muv
= —mc®+ AR (3.10.81)
Konstantni ¢lan ne uti¢e na jednacine kretanja pa ga mozemo odbaciti. Lagranzijan se u nerel-
ativistickom limesu svodi na kineticku energiju cestice.
Odredimo Lagranzeve jednacine kretanja cestice. Iz (3.10.80) sledi

g—f =0 (3.10.82)
i
g_i _ _mi’ —-» (3.10.83)
pa je jednacina kretanja
d (8_L) _oL_,
dt \ov or

(3.10.84)
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je 1
mv
= <—__2> —0 (3.10.85)
odnosno d_p » 51080
7 . .10.
Generalisani impuls je
p= g—i = Lu? (3.10.87)

02
i on je vektor impulsa (troimpuls) slobodne relativisticke ¢estice. Hamiltonijan je
H = v-p—1L
mc?

02

c2

= /m2c* + ?p? . (3.10.88)

U poslednjem koraku smo eliminisali brzine preko impulsa jer je Hamiltonijan funkcija koordinata
i impulsa. U nerelativistickom limesu Hamiltonijan postaje
P2

H=—+md.
2m

Jednacine kretanja se mogu dobiti u kovarijantnom obliku. Interval ds izmedju tacaka x* i
x4+ da* je

ds = +/gwdardz”

[
a u dr dr T
= g, UU", (3.10.89)

gde je 7 sopstveno vreme. Dejstvo za slobodnu relativisticku cesticu je dakle

T2
S = —mc/ \V 9 UrUOYdT |
T1
gde smo uveli cetvorobrzinu U*. Izraz

L(z"(1), u" (1)) = —mer/ g, URUY (3.10.90)

je Lagranzijan; ovaj Lagranzijan je Lorencov skalar jer je sopstveno vreme skalar. Da bi nasli
jednacine kretanja cCestice odredimo prvo

L —
oue — \JguUruv " “
oL

ox®
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Zamenom u

d s 0L oL
E(aUa> — =0 (3.10.91)
dobijamo jednacine kretanja
dUu,
=0 (3.10.92)
Sto se moze prepisati u obliku
Pra _ (3.10.93)
dr2 ’ o

sto ocekujemo za slobodnu cesticu.

3.11 Zadaci

Zadatak 1. Nadi kvadrat cetvoroubrzanja, A, A"
Resenje: Polaze¢i od (3.3.25) imamo

— a2 76% . (3.11.94)

Vidimo da je cetrvorovektor ubrzanja vektor prostornog tipa.
Zadatak 2. Cestica se kre¢e po zakonu

xr = Rcos(wt)
= Rsin(wt)
r = ut

gde su R, w i u konstante. Odrediti ¢etvorobrzinu i ¢etvoroubrzanje cestice. Izracunati U,U" i
ArA, 1 AP,

Resenje: Cetvorobrzina Cestice je

c
1 — Rwsin(wt)
| _ PR Rwcos(wt) |’
w2R2u?
¢ U

U* = (3.11.95)

dok je cetvoroubrzanje
0
1 Rw? cos(wt)
1 — «2B2+u? | Rw?sin(wt)
0

(3.11.96)
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Direktno se proverava da je U,U* = ¢* i A*U, = 0 kao 1
R2w*

2
(1 _ w?R?4w? )
2

Zadatak 3. (Uzeto iz [11]) Dve Cestice se kre¢u u inercijalnom sistemu S brzinama vy, odnosno
vy. Odrediti intenzitet brzine jedne cestice u sistemu druge Cestice.
Resenje: Cetvorobrzina prve ¢estice u sistemu S je

Uu — N
! Vi ’

=

APA, = —

gde je

Analogno, cetvorobrzina druge ¢estice u sistemu S je

UH — CY2
2 voya )

Sa druge strane za posmatraca vezanog za prvu cesticu ove brzine su

U//,L: & U//J,: C’Y
0/’ vy )’

gde je v brzina druge ¢estice za posmatraca iz sistema vezanog za prvu Cesticu. Skalarni proizvod
¢etvorobrzina prve i druge cetice je isti u svim inercijalnim sistemima, tj.

(U S /A 20/
UulU = M1U2 .

Iz poslednje relacije sledi

Vi1 Vy
7172(1— = )ZW-

Primenom vektorskog identiteta

2

(Vl X V2)2 = U%U2 — (V1 . V2)2

dobijamo
2 _ (Vi —v2)? — (vi X v9)?/c?

(1)

Zadatak 4. Elektron, energije mirovanja mc? = 0, 51MeV ima kineticku energiju 7" = 10MeV.
Odrediti impuls elektrona.
Resenje: Iz formule

Ve2p? + m2ct = T + mcé?
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dobijamo
VT2 + 2T mc?

C

p| =
1

Zamenom brojnih vrednosti dobijamo |p| = 5,6 - 102 kgms ™.
Zadatak 5. Cestica mase m i kineticke energije T, elasti¢no se rasejava na Cestici iste mase
koja miruje. Ako se upadna cestica raseje pod uglom 6, na¢i njenu kineticku energiju posle
rasejanja.

Resenje: Cetvoroimpuls upadne cestice je

Ty

mc + -

Pl = (3.11.97)

a Cestice mete

(3.11.98)

Cetvoroimpuls rasejanog projektila je

mc—l—%

P sin 6,
0 )

P cos 0y

P = (3.11.99)

gde su 77 i p)| kineticka energija, odnosno intenzitet impulsa rasejane Cestice. Zakon odrzanja
¢etvoroimpulsa je
P +P—P =P,

gde je Py ¢etvoroimpuls ¢estice mete posle sudara. Kvadriranjem gornje relacije dobijamo

T T2 T
T <2m + _;’) _ \/<—g n 2mT0> (—21 v 2m> cos (3.11.100)
c c c
odakle, sredjivanjem dobijamo
Ty cos? 0
=02 (3.11.101)
1+ 525 sin” 6,

Zadatak 6. U sudaru protona sa drugim protonom koji miruje, nastataju tri protona i jedan
antiproton. Energije mirovanja protona i antiprotona su jednake i iznose 938MeV. Odrediti
minimalnu kineticku energiju upadnog protona, da bi doslo do ove reakcije.

Resenje: Primenom formule (3.8.73) dobijamo T, = 6m,,c* = 5628MeV.

Zadatak 7. Cetvoroimpuls Gestice je P*. Pokazati da je energija slobodne Cestice za posmatraca
¢ija je cetvorobrzina U* data sa F' = U,P*".
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ReSenje: Izraz U,P* je Lorencov skalar. U sistemu posmatraca U* = (c,0,0,0), dok je nulta
komponenta ¢etvoroinmpulsa ¢estice P° = E/c. Prema tome, E = U, P*.

Zadatak 8. Pion se krece brzinom v i raspada se na mion i antimionski neutrino, 7= — u= +7,.
Antineutrino se kreée pod uglom od 90° u odnosu na pravac kretanja piona. Naéi ugao koji
impuls miona zaklapa sa pravcem piona. Masa piona je m, = 138MeV, miona 105MeV, dok je
neutrino bezmasena Cestica (preciznije skoro bezmasen).

Rezultat je

2 2) A

(mw -m,

tanf = )
2E,\/E2 —m2ct

Zadatak 9. Dve cestice masa m elasticno se sudaraju. Naci ugao izmedju ¢estica posle rasejanja
u laboratorijskom sistemu. Uzeti da jedna cestica pre sudara miruje. Rezultat izraziti preko
energija rasejanih Cestica, &1, &).

Rezultat:
cos — (& — mc?)(E) — mc?)
(& 4+ mc?)(Ey + mc?)

Zadatak 10. Cestica mase m; kre¢e se brzinom vy, dok ¢estica mase mo miruje u labora-
toriskom sistemu reference. Odrediti:

(a) brzinu centra impulsa u laboratorijskom sistemu,
(b) energiju svake od ovih ¢estica u sistemu centra impulsa,
(c) impulse Gestica u sistemu centra impulsa.

Resenje:

(a) Cetvoroimpulsi prve i druge cestice u laboratoriskom sistemu su redom:

5_01 e
0 0
Pl = HE Pl = 0 (3.11.102)
D 0
Ova dva cetvoroimpulsa u sistemu centra impulsa ove dve cCestice su
& &
5 0 5 0
Pl = e Pl = 0 (3.11.103)
p —P

Intenziteti (tro)impulsa ove dve Cestice su jednaki, tj.

E2 —mict = 2 —m3ct . (3.11.104)
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Ako brzinu centra impulsa u odnosu na laboratorijski sistem obelezimo sa V', tada pri-
menom zakona transformacije impulsa imamo

~ & -V
& = 1 p
V2
e
~ m202
E = —m—. (3.11.105)
V2
ez

Zamenom ovih izraza u (3.11.104) dobijamo

V= VEE —mict

3.11.106
81 + m202 ( )

Energije cestica mozemo dobiti zamenom izraza za brzinu centra impulsa u (3.11.105).

Rezultat je

s _ (Eymy +mic?)c
Vm2e? +m3e? + 2ma&,

s (&1 + mac?)mac

VM3 + m3c + 2meE;

(3.11.107)

Do ovih rezultata mozemo doci i preko invarijanti. Ukupni impuls ¢estica u sistemu impulsa
je

él;céz
(P + By) = 8 (3.11.108)
0
Kako je (P, 4+ P,)? skalar to je
(P + Py)? = (P + Py)? . (3.11.109)
Odavde je ukupna energija ove dve Cestice u sistemu centra impulsa
E+ &= \/251m262 +mict +mict . (3.11.110)
Energiju prve cestice u sistemu centra impulsa mozemo dobiti iz
P - (P+P)=P - (P +P), (3.11.111)
odakle je o )
E1(EL + &) = mict + myct) . (3.11.112)
Iz poslednje relacije dobijamo
& (Evms £ mic)e (3.11.113)

- VM2 + m3c? + 2ma&; '
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Analogno iz o i
Po-(Pr+P)=P-(P+P), (3.11.114)

dobijamo izraz za energiju druge ¢estice u sistemu centra impulsa. Impuls cestica u sistemu

centra impulsa je
1
p=—/E —mict.
c
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