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Glava 1
Klasi¢na teorija polja

Ova glava posvecena je klasicnim poljima. Na kursu Elektrodinamike ve¢ ste se susreli sa elektro-
magnetnim poljem. Polja mozemo shvatiti kao generalizaciju diskretnih mehanickih sistema na
sisteme sa beskonacno puno stepeni slobode. Primenom Hamiltonovog principa minimalnog de-
jstva dobi¢emo jednacine kretanja polja. Poslednji deo ove glave posveéen je simetriji i Neterinoj
teoremi.

1.1 Ojler-Lagranzeve jednacine kretanja

1.1.1 Mehanicki sistemi

U klasicnoj mehanici stanje sistema je jednoznac¢no odredjeno generalisanim koordinatama:
q1,---,qn. Centralna veli¢ina u analitickoj mehanici koja sadrzi svu informaciju o sistemu je
lagranzijan. On je funkcija generalisanih koordinata i generalisanih brzina, L = L(q,q,t). Sa
q odnosno ¢ smo obelezili sve generalisane koordinata, odnosno brzine. Lagranzijan idealnih
sistema sa potencijalnim silama je razlika kineticke i potencijalne energije, L =T — U.

Dejstvo (akcija) je vremenski integral lagranzijana:

Slq] = /ttf L(g, d,t)dt . (1.1.1)

i

Sa t; i ty obelezili smo pocetni i krajnji trenutak. Sa matematicke tacke gledista dejstvo je
funkcional, jer trajektorije preslikava u realne brojeve. Dinamika sistema je odredjena Hamiltonovim
principom (princip najmanjeg dejstva). Trajektorija po kojoj se sistem krecée od pocetne konfigu-
racije (qgi), cee qﬁf)) do finalne (q%f ), e qT(lf )) u konfiguracionom prostoru odredjena je Hamiltonovim

principom najmanjeg dejstval. Po ovom principu trajektorija po kojoj se sistem kreée je ona za

Neka je F[f(x)] funkcional koji funkcije f(x) preslikava u brojeve. Funkcionalni izvod 61;}[{5;)] je definisan sa

)
or = [y 51ty W
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koju je dejstvo stacionarno, tj. za koju je

5S

5y =0 L (1.1.2)

Podrazumeva se da su varijacije generalisanih koordinata u pocetnom i krajnjem trenutku jed-
nake nuli. Na kursu analiticke mehanike pokazano je da uslov stacionarnosti dejstva daje La-
granzeve jednacine kretanja

d /0L oL
— — =0,i=1,...,n. 1.1.3
dt(&qi) og T (1.1.3)
Dakle, Hamiltonov princip daje jednacine kretanja sistema.

1.1.2 Klasi¢éna polja

Gornja analiza se lako generalizuje na teoriju polja. Polja su funkcije prostorno-vremenskih
koordinata ¢, = ¢,(t,x). Indeks r = 1,..., N je diskretan i on prebrojava polja. U klasi¢noj
teoriji polja generalisane koordinate su polja:

%:(t) = dnx(t) = dr(z) - (1.1.4)

Iz prethodnog izraza vidimo da su polja fizicki sistemi sa beskonacno puno stepeni slobode, jer
jexeV C R3.

Relativisticka polja poseduju odredjena transformaciona svojstva pri Lorencovim transfor-
macijama. Prostorno-vremenske koordinate se pri Lorencovim transformacijama transformisu

kao
o )z 14
't =AY

gde matrica A zadovoljava ATgA = g. Lorencove transformacije povezuju koordinate dva iner-
cijalna sistema. Skalarno polje, ¢(z) se ne menja pri Lorencovom transformacijama, tj.

¢'(a' = Az) = ¢(x) . (1.1.5)

Sa ¢'(z") obelezili smo polje nakon Lorencove transformacije u novim koordinatama. Vektorsko
polje se pri Lorencovim transformacijama menja po slede¢em zakonu

AM(a' = Az) = AV A" () . (1.1.6)
Dirakovo polje zadovoljava sledeé¢e transformaciono pravilo

7,0/(1‘,) _ G_iw“VUMV/4’l7Z)(I’) ]

Generalno, zakon transformacije polja ¢,.(z) je dat sa

¢y (2’ = Ax) = 55(A)gs() - (1.1.7)
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Matrice S(A) ¢ine reprezentaciju Lorencove grupe, tj. zadovoljavaju

Dakle, polja se transformisu po reprezentacijama Lorencove grupe.
Poenkareove transformacije se sastoje od Lorencovih transformacija i translacija. One na
koordinate prostora Minkovskog deluju prema

/
2t = AP ¥ 4 at

gde su A Lorencove matrice, a a* konstantan cetvorovektor. Pri Poenkareovim transformacijama
skalarno, Dirakovo odnosno vektorsko polje se transformisu na slede¢i nac¢in

¢ =Ar+a) = ¢(z),
A"z = Ax + a) A" AV (x)
V(2 = Ao +a) = e @wy(x), (1.1.8)

respektivno.

Transformacije mozemo interpretirati kao aktivne i kao pasivne. Aktivne transformacije
deluju na fizicki sistem transformisuci ga, dok je pri tome koordinatni sistem fiksiran. Nasuprot
tome, kod pasivne transformacije fizicki sistem je fiksiran, a transformacija deluje na koordinatni
sistem. Aktivna i pasivna transformacija su ekvivalentne.

Ako skalarno polje ¢(x) transliramo za a duz z— ose (prva slika u 1.1) dobi¢emo novu funkciju
¢'(z) datu sa

¢'(z) = ¢(z —a) , (1.1.9)
odnosno

¢ (2’ =x+a) = ¢(x).

Translacija je delovala aktivno; koordinatni sistem je fiksiran, a polje smo transformisali. Transli-
ranje skalarnog polja udesno u fiksnom koordinatnom sistemu ekvivalentno je transliranju ko-
ordinatnog sistema ulevo za a, dok je polje fiksirano. U ovom, drugom slucaju kazemo da
transformacija deluje pasivno. Na drugoj slici u 1.1 prikazana je pasivna translacija. Sa ¢'(x’)
smo obelezili novo polje u novom koordinatnom sistemu. Ono je dato sa

(2" =z +a) = ¢(x).

1.1.3 Hamiltonov princip. Ojler Lagranzeve jednacine kretanja

U teoriji polja dejstvo je oblika

to to
S:/ dtL:/ dt/d?’xﬁz/d‘lxﬁ,
t1 t1 174 Q
L= / B3zl .
1%

gde je lagranzijan
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A
o(x) o' (x)
X0 To + a ‘x
s’ As
o(x)

z z

Slika 1.1: Aktivna i pasivna interpretacija translacije.

Oblast prostora V mozZe biti konacan deo prostora ili ceo R*® prostor. Veli¢ina £ je gustina

lagranzijana. Gustina lagranzijana je funkcija polja i izvoda polja

L= L(¢r(x),0u0r(x)) .

(1.1.10)

Posto zelimo da konstruisemo teoriju koja je relativisticki kovarijantna dejstvo mora biti Loren-
cov skalar. Kako je mera d*z skalar to zakljucijemo da gustina lagranzijana mora biti skalar.
Jednacine kretanja za polja se dobijaju iz Hamiltonovog principa. Pri varijacijama polja

¢r(7) = ¢.(x) = ¢r(x) + 060 (2)
infinitezimalna promena dejstva (tj. varijacija dejstva) je
55 = [ d(L(61().0,6 () ~ £ (2). 0,6.(2)))
Q

_ /S]d‘lx(g(i&br—l— a(g—im(s(am)) .

(1.1.11)

(1.1.12)

Jasno je da je 0(0,¢,(z)) = 0,0¢,(z). Primenom poslednje formule i parcijalne integracije u

drugom ¢lanu dolazimo do

Iy

5S — /§2d4x<6£5¢r+%<8—£5¢r> —@L(a—ﬁ)(s@)

9(0ur) 9(0ur)

_ /Q d%(% S 0u(50=) )6+ f 05,

a(au¢r) oN 8(8lt¢r)

(1.1.13)
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U zadnjem koraku primenili smo parcijalnu integraciju. Povrsinski ¢lan je jednak nuli, jer su
varijacije polja na granici oblasti integracije jednake nuli. Prema tome

55:/Qd4x(gé _a’“‘<a(g—,2>r)>>5¢“' (1.1.14)

Po Hamiltonovom principu jednacine kretanja se dobijaju iz uslova ekstremalnosti dejstva, 6.5 =
0. Posto su polja ¢,(x) nezavisna to dobijamo

oL oL
56~ a3,0) = —

Ovo su Ojler-Lagranzeve jednacine.
Lagranzijan nije jednozna¢no odredjen. Lagranzijanu mozemo da dodamo divergenciju neke
funkcije polja

L— L+ 0N () . (1.1.16)

Ovo je pokazano u zadatku 5.4.

1.1.4 Primeri

Sad ¢emo navesti nekoliko primera u kojima ¢emo naéi jednacine kretanja. Gustina lagranzijana
za slobodno skalarno polje je

1 m? ,
L= 5(0,0)(0"9) — 5" (1.1.17)
Da bismo sastavili jednacine kretanja trebaju nam sledeci parcijalni izvodi:
oL 9 oL
— = —m?p, ——— = . 1.1.18
% 5(0,) 1)
Jednacina kretanja je Klajn-Gordonova jednacina
(O4m*)¢ =0. (1.1.19)
Od dva realna skalarna polja ¢;(x) i ¢o(x) mozemo konstruisati kompleksna skalarna polja ¢,
o sa
P1 + 12 P 91— i
=—= =— 1.1.20
¢ NG ¢ 7 ( )
Gustina lagranzijana u ovom slucaju je
1 p 1 y m?, 5
L= 5(0u01)(0"01) + 5(0,92)(0"d2) — —-(91 + 2) - (1.1.21)

Uvodjenjem kompleksnih polja gustina lagranzijana (1.1.21) postaje

£ = (9,0")(0"9) — m?¢'6 . (1.1.22)
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U (1.1.22) kompleksna polja ¢ i ¢! su nezavisna. Jednacine kretanja su
O+m*)e=0
(O4+m?*e' =0. (1.1.23)
I za realna kao i za kompleksna polja parametar m je masa polja.
Realno skalarno polje ima jedan, a kompleksno dva stepena slobode. Kasnije ¢emo videti da
su ekscitacije skalarnog polja ¢estice spina nula. Gustina lagranzijana (1.1.17) opisuje slobodno

skalarno polje. Medjutim, slobodne teorije polja su neinteresantne, jer se u njima nista ne desava.
Sledec¢i lagranzijan

L= ( 0.0)(0"9) — —cb -5 (1.1.24)

je primer interakcione teorije, tzv. (/5 4 teorije. Poslednp clan u lagranzijanu opisuje interakciju
polja samog sa sobom. Konstanta A je konstanta interakcije.
Dirakovo polje opisuje ¢estice spina s = 1/2. Gustina lagranzijana slobodnog Dirakovog
polja je B
L=1Y(y"0, —m)y . (1.1.25)
1 1 1) su nezavisna polja pa dobijamo dve jednacine kretanja
(Z.’Yuau - m)¢ =0
10,0y +myp = 0. (1.1.26)
Dobili smo Dirakove jednacine za polja v i 1.
Lagranzijan slobodnog vektorskog masenog polja je

1 2
L= —FuF" + %AMA“ , (1.1.27)
gde je F,, = 0,A, — 0,A,. Variranjem ovog dejstva dobija se (Prokina jednacina)
0, F" +m2AY = 0. (1.1.28)
Lagranzijan elektromagnetnog polja
1
L= FuF" —j'A, . (1.1.29)

gde je j* cetvorovektor gustine struje. Poslednji ¢lan je interakcioni clan.
Da bismo sastavili jednacine kretanja za potencijale, moramo prvo odrediti

oL
= B
oA, J (1.1.30)
1
oL 1., OF.
aoudy — 2f aauay)
1
L A
1
— __(FpoB _ pBa

= —F°7.
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k 1 k 2 N
Slika 1.2: Lanac tackastih masa

Jednagcine kretanja (Maksvelove jednaéine) su
O F** =57 (1.1.31)
odnosno

D (O"AY — VAR =
DAY — 9"9,A" = j”. (1.1.32)

Spin vektorskog polja je 1. Bezmaseno vektorsko polje ima dva, a maseno tri stepena slobode.

Slede¢i primer je polje koje nije relativisticko. Neka je n malih kuglica masa m vezano
oprugama konstanti elasti¢nosti £ i nominalne duzine [, kao na slici 1.1.4. Rastojanje izmedju
susednih kuglica je [. Razmotrimo longitudinalne oscilacije ovog sistema. Neka je &; odstupanje,
tj. elongacija 1—te kuglice od ravnoteznog polozaja. Lagranzijan sistema je

MR W
i=1 i=1
1 i1 — &
_ §;l< & —k:l( +1l >> (1.1.33)

Uzmimo sada da rastojanje izmedju kuglica [ tezi nuli, ali tako da je veli¢ina m/l = p konstantna.
Ova veli¢ina je masa jedinice duzine zice. U ovom limesu diskretni stepeni slobode, &;(t) postaju
polje £ = £(t, ). Suma prelazi u integral po promenljivoj z. Lagranzijan postaje

1 o€ 0\ 2
L= d(( ) Y@ﬁ), 1.1.34
2 /0 v ot Ox (1.1.34)
gde je Y = kl modul elasti¢nosti. Lagranzeva jednacina kretanja je
2(%) +2(8_ﬁ) _%E
t\ ¢ Ox \o¢' oc
gde smo sa tackom (primom) obelezili izvod po vremenu, odnosno po koordinati xz. Lako se
dobija da je jednac¢ina kretanja

0%¢ 0%¢

p——Y—=0. 1.1.35

Mo Ox? ( )
Jednacina kretanja je talasna jednacina, iz koje mozemo procitati faznu brzinu longitudinalnih
talasa u zici:

(1.1.36)

V=

Y
L
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1.1.5 Hamiltonova formulacija

Hamiltonova formulacija teorije polja je generalizacija ove formulacije sa mehanickih sistema na
teoriju polja. Podsetimo se prvo Hamiltonove formulacije u analitickoj mehanici.
Generalisani impulsi su definisani sa

oL
i = A - 1.1.37
=g ( )
Da bi se n predhodnih jednacina resilo po generalisanim brzinama potrebno je da
0?L
det[ : .};Ao. 1.1.38
04;0q; ( )
Hamiltonijan je Lezandrova transformacija lagranzijana definisan sa
H(p.q) = pidi — L(q.4) - (1.1.39)
i=1

Hamiltonijan je funkcija generalisanih koordinata i impulsa. Hamiltonove jednacine se dobijju
iz Hamiltonovog principa, pri ¢emu se lagranzijan izrazava preko hamiltonijana. Iz

5/dt[ipiqi —H(q,p)} —0, (1.1.40)

dobijaju se Hamiltonove jednacine:

: OH

P = ~o0 - {pi,H} (1.1.41)
. OH

¢ = o {qi, H} (1.1.42)

Poasonova zagrada definisana je sa

~—~(0f 09 Of dg
{f,g} B ; <8q2- Ip; B Ip; aqz'> ' (1'1‘4?))

Recimo na kraju da je Poasonova zagrada antisimetricna i da zadovoljava Jakobijev identitet.
Prelazak na teoriju polja je pravolinijski. Generalisani impulsi su izvodi gustine lagranzijana

PO &, tj.2
oL
- (r) = —.
09,

Kao i u analitickoj mehanici hamiltonijan je Lezandrova transformacija lagranzijana. On zavisi
od generalisanih impulsa i polja i definisan je sa

H= /d%[zmbr —L} . (1.1.45)

2Sa tackom smo obelezili parcijalni izvod po vremenu, tj. qb = 0y.

(1.1.44)
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Veli¢ina

H=> mo,—L (1.1.46)

je gustina Hamiltonijana. Lako se vidi da je gustina Hamiltonijana realnog slobodnog skalarnog

polja data sa

_1 2 1 2 22 2
H= 57 +2(V¢) + 3 o . (1.1.47)

Da bismo nasli Hamiltonove jednacine kretanja varira¢emo dejstvo

SH:/dt/d3x<Z7rrq5T—H> ,

u kome je lagranzijan izrazen preko hamiltonijana. Variracija fazne trajektorije podrazumeva

¢r(x) = ¢r(x) + 000 () |
m(z) = m(z) + dm(x) | (1.1.48)

gde su varijacije polja i generalisanih impulsa nezavisne. Jedino se zahteva da je varijacija polja
na granici oblasti integracije jednaka nuli. Varijacija dejstva je

. . oH oH
_ 3 ety A
58y = / dt / d x[&mcﬁr—l—mécﬁr 55,00 M(sm] . (1.1.49)
Drugi sabirak u podintegralnoj funkciji u poslednjem izrazu napisa¢emo kao
.00 —ﬁ(m@s)—mqs
T T T at T T T T
pa je
: oH 0H
_ 4 _ 2 I -
55y —/d x[(gb 5m>5ﬂ’" <m5+ 5@)5@} . (1.1.50)
Odavde, na osnovu Hamiltonovog principa, dobijamo Hamiltonove jednacine:
om, _(5H
o o,
0P, o0H
= : 1.1.51
ot o, (1.1.51)
Nadjimo Hamiltonove jednacine za slobodno skalarno polje. Prvo imamo
OH In(y,t)
= [d t = t 1.1.52
om(x, 1) / v ) e ) — "0 (1.1.52)
i slicno
0H
= | &By(00(y,1)0Y6® (x — 20 (y, )68 (x —
or = [ Cu(oo 00— y) + moly. 00V - )

= — Ad(x)+mip(z) . (1.1.53)
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Hamiltonove jednacine za slobodno skalarno polje su:

or 9
a = Ap—m7¢p,
dp

Kombinovanjem ovih jednac¢ina dobijamo Klajn-Gordonovu jednacinu.
Neka su F' i G funkcije faznih promenljivih. Njihova (istovremena) Poasaonova zagrada je
definisana sa

IF(t,x) 6G(t,y) O0F(t,x) 0G(t,y)
F(t t = [ d° ’ L ’ : 1.1,
(F(t.%).G(t.y)} / (e o ~ et (1.1.55)
Lako se vidi da je
{6 (t, %), ms(t,¥)} = 6::0P (x — y) . (1.1.56)
Hamiltonove jednacine (1.1.54) mozemo prepisati pomocu Poasonove zagrade na sledeéi nacin:
on,
= H
ot {r, H}
0P,
= H} . 1.1.
5 {6n, H} (1.1.57)

1.2 Neterina teorema

Simetrija igra vaznu ulogu u fizici. Transformacije simetrije ne menjaju oblik jednacina kretanja.
Simetrija moze biti diskretna ili neprekidna, odnosno kontinualna. Inverzije prostora odnosno
vremena kao i konjugacija naboja su primeri diskretnih transformacija. Sa druge strane rotacije,
translacije kao i fazne transformacije su primeri kontinualnih transformacija. Kontinualne trans-
formacije su parametrizovane sa nekim skupom parametara. Npr. rotacije parametrizujemo
uglovima rotacije, translacije vektorom za koji je izvrSena translacija. Simetrija moze biti
globalna ili lokalna (odnosno kalibraciona ili gauge). Ako su parametri transformacija kon-
stante transformacije su globalne, a ako su funkcije prostorno-vremenskih koordinata simetrija
je lokalna.

Zakoni odrzanja fizickih velicina su posledica kontinualne globalne simetrije sistema, sto je
sadrzaj Netrine teoreme.

Neka su neprekidne infinitezimalne transformacijama koordinata i polja date sa

ot — 2" = aF 4 ot
() > G.) = By(x) +66,() (1.2.58)

Dejstvo se pri transformacijama (1.2.58) menja jer se menja mera integracije kao i podintegralna
funkcija, odnosno gustina lagranzijana. Varijacija dejstva pri transformacijama (1.2.58) je razlika
dejstva pre i nakon transformacije, tj.

05 = / (d'a'L(¢(a"), 8,9(a")) — /Q d'wL(¢,(x), 0,00 () .



1.2. NETERINA TEOREMA 17

Q1 Q) su jedna te ista oblast prostora Minkovskog parametrizovana jednom sa x, a drugi put sa
x’ koordinatama (pasivna transformacija). Element zapremine prostora Minkovskog se menja
na slede¢i nacin

ox'*
d*z’ = dz .
v oz 147
Lako se vidi da je Jakobijan transformacije koordinata dat sa
ox'* 0
o | = det [5“,, + @&v“} ~1+0,(62"),

gde smo primenili
det(1 4+ A) = T0FA) — T+ — 1 L Ty A 4.

Dakle
d'r’ ~ (14 9,(6z"))d*z . (1.2.59)

Totalna varijacija polja definisana je sa
0 = ¢'(2') — ¢(z)

Ona predstavlja razliku 'novog’ polja u novim koordinatama i ’starog’ polja u polaznim koordi-
natama. Promena oblika polja u istom koordinatnom sistemu,

do¢ = ¢'(x) — d(x)

je tzv. varijacija forme polja. Veza izmedju varijacije forme i totalne varijacije polja je

0p = ¢'(2') — ¢(v)
= ¢'(2) — o(2') + ¢(2') — d(2)
= 0op(2') + O ozt
= 0po(z) + Oupozt . (1.2.60)

U poslednjem koraku umesto koordinata x’ napisali smo x, jer racunamo u prvom redu po 0x.
Lako se vidi da diferenciranje komutira sa varijacijom forme:

(50@@ = 8#6()@25 .

Varijacija forme lagranzijana je

0oL = L(9(x),0u01(2)) = L(r(2), Dur(x))
oL oL

Totalna varijacija lagranzijana je

0L = L(4(2"),0,0,(x") = L(&r(x), Oudor())
L(#(2"), 0,0,(x") = L($r(2), 0,00 (2)) + L(¢r(2"), 0,00 (")) = L (&1 (), Ouor ()
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Zakljucujemo da je
0L = 6oL(x) + 0, Lozt . (1.2.62)

Primenom (1.2.59) i (1.2.62) dobijamo da je infinitezimalna promena dejstva data sa

S = /(1 + 9,6x")d*x(L + L) — /d4x£

- / &'z (5L + £I,62")
= / d*z(6oL + 0,(62"L)) . (1.2.63)
Primenom (1.2.61) dolazimo do
59 = / d%(?—(;ao@ L0, (%5@) _a, <a<g—f¢r))5°¢r +0,(L00%))
- / d%@u(%%@ + Loz )
= /d%aMJN , (1.2.64)

Polja ¢,(x) zadovoljavaju jednacine kretanja, $to smo iskoristili u drugom redu. Dakle, pokazali
smo da je promena dejstva, za polja koja zadovoljavaju jednacine kretanja integral cetvorodivergencije.
Jednacine kretanja se pri transformacijama (1.2.58) ne menjaju ukoliko se dejstvo ne promeni,
tj. ako je 05 = 0% onda je
o, J" =0, (1.2.65)

gde je Neterina gustina struja J, data sa

oL oL
Jh = = 5ib 4 Loz = —= 5, — TH 55" 1.2.66
90,000 90,0, 200
Velicina ar
™, = ——0,¢, — LI, 1.2.67

je tenzor energije-impulsa.

30pétije: Dejstvo poseduje simetriju ukoliko je
68 = / d*x0, K"
gde je K* Cetvorovektor. Izraz za Neterinu gustinu struja postaje

oL
yn ) w Ko
JP = <7( ) T)(Soqﬁ,—t—/jéx )—K
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Transformacije se parametrizuju sa konstantnim nezavisnim parametrima 6*. Gustina struje
ima oblik J, = J$0% Iz (1.2.65) je 9"J = 0. Definisimo naelektrisanja (naboje) sa

Q" = /d3xjg(t,x) : (1.2.68)
[zracunajmo vremenski izvod naelektrisanja:
dQ* 5 0J§(t,x)
= | &’v——— . 1.2.69
dt / o (1.2.69)

Primenom Neterine teoreme i Gausove teoreme imamo

dc?ta = /d3xdivJa(t,x) = fJa(t,x)-dS : (1.2.70)

Oblast integracije je najcescée ceo realan trodimenzionalan prostor i Neterine struje dovoljno brzo
teze nuli kad |x| — 0o, tako da je njihov fluks jednak nuli. Dakle, uz odgovarajuéu asimptotiku
polja u beskonac¢nosti, dobijamo da su naboji konstante kretanja, tj.

dQ°
= =0. (1.2.71)

Ovim smo pokazali Neterinu teoremu: Ako je dejstvo invarijantno na neprekidne transforma-
cije (koje ¢ine n-parametarsku Lijevu grupu) onda postoji n veli¢ina (naboji) koji su konstante
kretanja. Integrala kretanja ima onoliko koliko grupa simetrije ima generatora.

1.2.1 Fazna invarijantnost

U ovom paragrafu analizira¢emo faznu simetriju slobodnih lagranzijana skalarnog i Dirakovog
polja. Gustina lagranzijana kompleksnog slobodnog polja

L= (9,0")(0"¢) —m*¢'e , (1.2.72)
je invarijantna na fazne, tj. U(1) transformacije
¢ —= o, ¢f = e gl (1.2.73)

gde je g konstanta, za koju ¢emo kasnije videti da je naelektrisanje cestica koje su ekscitacije
ovog polja. Fazne transformacije su tzv. unutrasnje transformacije, jer je ' = x. Infinitezimalne
promene polja i koordinata pri faznim transformacijama su

dp = iqho
Sol = —ighe'
ozt = 0, (1.2.74)
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pa je Neterina struja

oL oL
Jr = = §p+ ——— ot —TH 5
50,9 " oo
= igf(p0" " — ¢10" ) . (1.2.75)
Ocuvan naboj je
Q=g [ @600~ oong) (1.2.76)

Dirakov lagranzijan
L =(i0y" —m)y
je takodje invarijantan na fazne transformacije:
P — %) P — e‘iqelﬁ.

Neterina gustina struje u ovom slucaju je

oL - oL
Jr = ) ) _
00,0 59,0

= —qf("Y) . (1.2.77)

Kako je 6 konstantan parametar to ga mozemo odbaciti, pa je gustina Neterine struje
L e (1.2.78)

Na kursu Relativisticke kvantne mehanike pokazano je, kao posledica Dirakove jednacine, da je
divergencija ove struje nula. Oc¢uvani naboj je

Q:q/d%ww. (1.2.79)

Posledica fazne invarijantnosti teorije je ocuvanje elektricnog naelektrisanja.

1.2.2 Translaciona invarijantnost i tenzor energije impulsa

U ovom poglavlju analizira¢emo translacionu simetriju slobodnog skalarnog polja. Pri translaci-
jama koordinate se menjaju prema
= xh 4 e,

gde su €” infinitezimalni parametri. Skalarno polje je nepromenjeno pri translacijama, ¢'(z+¢) =
¢(x). Totalna varijacija skalarnog polja je d¢ = 0, pa je varijacija forme dy¢ = —€"0,¢. Dejstvo
slobodnog skalarnog polje je invarijantno na translacije. Neterina gustina struje je

Ju = (=0,00,0 + LG )" = —=Te” . (1.2.80)
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Ocuvana veli¢ina je cetvoroimpuls skalarnog polja
P" = /d%TOV : (1.2.81)
Nulta komponenta impulsa je Hamiltonijan

H=P" = / 4’21
2

— [ E[g@ner + 5(vor + o]

= /deH. (1.2.82)

Vidimo da 00 komponenta tenzora energije impulsa predstavlja gustinu energija polja. Impuls
slobodnog skalarnog polja je

Pl = —/d3a:80¢8i¢. (1.2.83)

Tenzor energije impulsa skalarnog polja je simetrican tenzor. U opStem sluc¢aju, za proizvoljno
polje ovaj tenzor nije simetrican. Procedura simetrizacije tenzora energije impulsa je data u
zadatku 5.18.

U ovom poglavlju smo odredili energiju i impuls slobodnog skalarnog polja. Te veli¢ine su
ocuvane veli¢ine, odnosno generatori vremenske odnosno prostorne tranlacije.

1.2.3 Lorencova simetrija i uglovni moment
Pri infinitezimalnim Lorencovim transformacijama koordinate se menjaju prema

ot =AY~ (0 + Wt

gde su wy, = —w,, antisimetri¢ni parametri Lorencovih transformacija, tj. bustova i rotacija.
Dakle 0x# = w*x,. Polja ¢,.(z) se pri Lorencovim transformacijama menjaju po
¢ (2 = Az) = Syo(w)ds(z) = (e—%w“”%) s () (1.2.84)

gde su ¥, generatori Lorencove grupe u prostoru komponenti polja*. Totalna varijacija polja
je

500(r) = — 2 (Sy)_61(2) (1.2.85)

40vo su generatori u sistemu mirovanja. U zadatku 8.5 pokazano je da je generator spinorskog polja
. 1
(2,0, — x,0,) + 30w -

Prva dva sabirka su orbitalni moment, dok je

spinski deo uglovnog momenta.
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pa je Neterina gustina struje

oL

J = —— ¢, — TH, 02
5 ir)
i 0oL
= VP T vp
28(8u¢r)w (Xup)rsts(x) = TH WPz, .

Parametri Lorencovih transformacija su antisimetricni, tako da ¢lan z,7% moramo antisimetri-
zovati po indeksima v i p. Tako dobijamo

1, . oL
J# - 5&) Pl — Za(aMQDr) (Zup>rs¢s<x) + (xVTMp - xpT#l/)
1
= §w"pM“Vp , (1.2.86)
gde je
M = —zi(z )rsts(z) + (2, T", — x,T",) . (1.2.87)
vp a(au¢r) vp)rs¥s v p P v
Ocuvana veli¢ina je integral nulte komponente gustine struje, t;j.
M,, = /d?’xMOl,p
. oL
_ / @ - ) (Svebratala) & (0T = 2, T%)] (1.2.88)

Prvi sabirak je spinski, a drugi orbitalni angularni moment. Veli¢ine My; su generatori bustova,
a M;; generatori rotacija. Velicine M, nazivamo generalisanim momentom impulsa polja.



Glava 2

Kvantovanje slobodnog skalarnog polja

Relativisticka kvantna mehanika je jednocestiéna teorija. U ovoj teoriji Klajn-Gordonova jednacina
(O + m?)¢ = 0 je talasna jednacina cestice spina 0, gde se ¢ interpretira kao talasna funkcija
¢estice. Nulta komponenta Neterine struje (1.2.75):

I = i(6'00¢ — ¢Dh0")

je gustina verovatnoce u ovoj teoriji. 1z ovog izraza je jasno da gustina verovatnoce nije pozitivno
definitna veli¢ina. To predstavlja ozbiljan problem u interpretaciji talasne funkcije ¢(z). Pored
toga ova teorija ima problem sa interpretacijom negativno-energetskih resenja. U ovoj glavi
videéemo kako se ovi problemi prevazilaze u kvantnoj teoriji polja. Cesto se jednocesti¢na teorija,
zasnovana na pojmu talasne funkcije, naziva prvom kvantizacijom. U tom smislu se kvantizacija
skalarnog polja koju ¢emo izloziti u ovoj glavi naziva drugom kvantizacijom. Medjutim, za
kvantizaciju polja dovoljno je poznavati kalsi¢nu teoriju. Medjukorak, tj. prva kvantizacija, je u
tom smislu nepotreban.

2.1 Realno skalarno polje

U klasi¢noj teoriji polja gustina lagranzijana skalaranog realnog polja je

2

1
L= -0,00"¢ — —g? . (2.1.1)
2 2
Jednacina kretanja za skalarno polje je Klaln-Gordonova jednacina:
(O+m?)¢ = 0. (2.1.2)

Recimo jos jednom da u klasi¢noj teoriji ¢ je obi¢na funkcija prostorno-vremenskih koordi-
nata. Partikularna resenja Klajn Gordonove jednacine su ravni talasi e?&8t—K%) ode je E) =

vk? +m?2. Opste resenje je

1 &3k
o(w) = 2rp2 | Rk,
23

(a(k)e™ ™7 4+ a* (k)e* ™) | (2.1.3)
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gde su a(k) i a*(k) koeficijenti. Generalisani impuls, konjugovan polju ¢ je m = ¢.
U kvantnoj teoriji polja ¢(x) i m(z) su operatori. Koeficijenti u razvoju polja po ravnim
talasima a(k) i a*(k) postaju operatori, tj. kvantno skalarno polje ima oblik
1 d3k , .
xr) = a(k)e ™ * % 4 qf(k)e*®) 2.1.4
o) = s [ et (1)) (214

Ovo polje je hermitsko, §to je analogon realnog polja u klasi¢noj teoriji polja. Operatori a'(k)
su hermitski odjungovani operatori od operatora a(k). Cetvorovektor k* nije proizvoljan, veé
zadovoljava uslov? k,k* = m?. On je dat sa k* = (Ej, k). Generalisani impuls je

. 1 3 Ek; —ik-x ik-x
W(x)—Z(QW)3/2/d k\/;(—a(k)e + at(k)e) . (2.1.5)

Operatori ¢(z) 1 (x) su operatori polja, odnosno generalisanog impulsa u Hajzenbergovoj slici.
Skalarno polje u Sredingerovoj slici je ¢(x,0), a generalisani impuls je 7(x,0). Za referentnu
tacku u kojoj se obe slike poklapaju uzeli smo t; = 0. Veza izmedju ove dve slike je?

sa) = eti(x,0)e !
m(x) = eHl'r(x,0)e H (2.1.6)

gde je H hamiltonijan.

Recept za kvantovanje znamo iz kvantne mehanike®. Generalisane koordinate i impulsi
klasi¢ne teorije postaju operatori. Uvodjenje operatora polja umesto odgovarajuc¢ih klasi¢nih
funkcija je samo pocetak kvantizacije. Operatori, za razliku od obi¢nih funkcija su nekomuti-
rajuce velicine. Za potpuni opis fizickih sistema moramo odrediti komutacione relacije izmedju
operatora. Poasonova zagrada pri kvantizaciji prelazi u komutator po slede¢em "pravilu’

{7}_>E[v] (2.1.7)

Konkretno, ako klasi¢ne varijable A, B i C' zadovoljavaju Poasonovu zagradu {A, B} = C, onda
odgovarajuci operatori A B,C zadovoljavaju [121, B] — ihC. Ova relacija je tacna u prvom redu
po Plankovoj konstanti. Ovaj ‘recept’ potice od Pola Diraka. Komutacione relacije izmedju
operatora koordinate i impulsa su

Gi, pj] = ihdij, [@i, 5] = [pips] =0, (2.1.8)

gde smo sa latinskim indeksima obelezili Dekartove koordinate.
Koordinate i generalisani impusli u nasem sluc¢aju su polja ¢(x), odnosno 7(x). Komutacione
relacije izmedju njih su analogne sa komutacionim relacijama (2.1.8) i one imaju oblik:

[6(x), 7(y)] = 0¥ (x = y), [6(x), é(y)] = [r(x), 7(y)] = 0. (2.1.9)

LOvaj uslov se ¢esto naliva ‘on-shell’ uslovom, tj. ¢etvorovektor impulsa je na masenoj povrsi.
2Indeks H koji ukazuje da su polja u Hazenbergovoj slici éesto se izostavlja.
3Mnogi ga nazivaju aksiomom kvantizacije.
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U (2.1.9) operatori ¢(x) i 7(x) su u Sredingerovoj slici. Iz (2.1.9) slede istovremene komutacione
relacije

(60, 1), 7y, )] = 6P (x — y), [9(x,8), (. )] = [w(x, ), w(y, £)] = 0 (2.1.10)

za polja u Hajzenbergovoj slici. Relacije (2.1.4) i (2.1.5) se mogu invertovati, tj. operatori a(k)
i a(k) se mogu izraziti preko polja i impulsa. Rezultat je (zadatak 7.1)

ak) = (27T1>3/2\/ﬁ/d3:ceik'x [Ekgb(:c)—i—z(b(a:)] : (2.1.11)
al(k) = (2;)3/2 NN / dPpe= e [Ek¢(x)—i<;5(x)] : (2.1.12)

Primenom (2.1.11) i (2.1.12) nalazimo:
l

la(k), a'(K)] = Tt m / ABadPyei®o- ky)( Ep[o(20, %), d(z0,y)] +
+By[d(x0,%), 60, y)])

1
— d3x€ (Ex— Ek/)t-l-z(k —k)-x (Ek+Ek’)
2(2m)? \/EkEk:’/
= Ok -K). (2.1.13)

Operatori a(k), a'(q) su anihilacioni, odnosno kreacioni operatori. Njihov smisao ¢e biti jasan
uskoro. U prethodnom racunu uzeli smo da je xo = yo, jer kreacioni i anihilacioni operatori ne
zavise od vremena. Slicno se nalaze i preostala dva komutatora. Dakle, komutacione relacije
koje zadovoljavaju kreacioni i anihilacioni operatori slobodnog skalarnog polja su:

la(k),a'(@)] = 0k —q)
la(k),a(@)] = 0
[af (k),a'(q)] = 0. (2.1.14)

Operatori a(k), a'(q) zadovoljavaju bozonske komutacione relacije.
Hamiltonijan realnog skalarnog polja je integral gustine hamiltonijana ili integral 00 komponente
tenzora energije-impulsa:

, , s (1 1 2
H= /d%TOO = /d%m = /d%(;# - 5(v¢)2 + %&) : (2.1.15)
Zamenom (2.1.4) u izraz za hamiltonijan dobijamo

=5 [ @B, ap)a’(p) + a'(Plap)] (2.1.16)

Iz (2.1.14) je
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pa dobijamo
1
H= / d3pE, [aT (p)alp) + 55<3>(0)] . (2.1.17)

Vidimo da je hamiltonijan slobodnog skalarnog polja suma beskona¢no puno energija dekuplo-
vanih harmonijskih oscilatora. Drugi sabirak u izrazu za hamiltonijan je beskona¢na konstanta,
koja potice od integracije po modovima osnovnih stanja oscilatora. Ovo je prva beskonacnost
sa kojom se susreéemo u teoriji polja. Cesto je potrebno odrediti razliku energija izmedju dva
stanja tako da je ova beskonac¢na konstanta nevazna i mozemo je ignorisati. Mi smo prvo hamil-
tonijan odredili u klasi¢noj teoriji. Zatim na osnovu klasi¢nog izraza za hamiltonian odredjujemo
hamiltonijan u kvantnoj teoriji. Medjutim ova procedura nije jednozna¢na. Klasi¢ne funkcije su
komutativne veli¢ine, a odgovarajuci operatori nisu. Sasvim generalno, pri prelasku sa klasicne
na kvantnu teoriju susre¢emo se sa problemom uredjenje operatora, tj. redosledom pisanja op-
eratora. Npr. klasiénoj varijabli 2%p odgovaraju operatori #%p, #p2 i p2%. Ovi operatori se
razlikuju za clanove reda h i svi imaju dobar klasican limes.

Jedan nacin da uklonimo beskona¢nu konstantu koja se pojavila u hamiltonijanu, je da
uvedemo tzv. normalno uredjenje operatora, koje ¢emo obeleziti sa : :. Normalno uredjenje
podrazumeva da se kreacioni operatori pomeraju na levo, a anihilacioni na desno. Na primer

. a1a2a£a4ag = agaga1a2a4 .

Realno skalarno polje je zbir pozitivno-frekventnih, ¢ (z) i negativno-frekventnih modova, ¢~ (z),
tj.

¢(z) = ¢"(z) + ¢ (z) .
Pozitivno-frekventni deo sadrzi anihilacione, a negativno-frekventni deo kreacione operatore.
Normalno uredjenje proizvoda dva skalarna polja je

L o(x1)P(x2) = ¢ b3 + ¢3 OF + d1 b3 + b1 ¢ (2.1.18)

Hamiltonijan (2.1.16) posle normalnog uredjenja postaje

cH: = %/d3pEp[ ca(p)a'(p) : + : a’(p)a(p) :
— / d*pE,a’(p)a(p) - (2.1.19)

Normalnim uredjenjem hamiltonijana uklonili smo vakumsku o¢ekivanu vrednost (0| H|0), t;.
:H:=H— (0|H|0) . (2.1.20)
Vakuum, tj. osnovno stanje je definisan sa uslovima
a(p)|0) =0, za svako p .

Drugim rec¢ima vakuum je stanje na koje kada deluju anihilacioni operatori dobijamo nulu.
Energija ovog stanja je

cH:|0) = /d?’pEpaT(p)a(p)m) =0, (2.1.21)
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ako smo hamiltonijan definisali sa normalnim uredjenjem. Ako ne koristimo normalno uredjenje
pri definisanju hamiltonijana onda je energija osnovnog stanja odredjena sa

(0|H|0) = % / d*pE,6®(0) . (2.1.22)

Ona je proizvod dva beskonacna ¢lana. Jedan je delta funkcija (tzv. infracrvena divergencija
koja odgovara velikim rastojanjima, tj. malim energijama)
Vv

63)(0) = @ (2.1.23)

Beskona¢nost koja potice od trodimenzione delta funkcije izrazili smo preko zapremine prostora
V. Drugi ¢inilac je integral od E,. Gustina energije vakuuma je

Ey | ,
SR . E
v 2(271')3/dp P

1 o
= — dpp®\/p? + m? . (2.1.24)

2
A2 ),

Zbog ponasanja podintegralne funkcije u gornjoj granici integracije, tj. na visokim energijama
(malim rastojanjima) ovaj integral je divergentan. Zato se ova divergencija naziva ultraviolet-
nom divergencijom. Ako sa E,.. oznacimo maksimalnu energiju primenljivosti teorije onda je
vakuumska gustina energije

EO Emax 5 5 2 4
T JE2 —m?EXdE, ~ B, (2.1.25)
0

Ako izaberemo da je Epn.. granica vazenja standardnog modela, tj. Fn.. ~ 103GeV, tada je
vakuumska gustna energije reda 10*%eV*. Ako bismo uzeli da je maksimalna energija reda veli¢ine
Plankove energije, Fnax = 10'%GeV gustina energije je 10''2eV*. Dakle, teorijski gustina energije
vakuuma je u oblasti od 10%eV? do 10''2eV*. Vakuumska gustina energije je eksperimentalno
merljiva veli¢ina, i naziva se kosmoloskom konstantom. Kosmoloska konstanta je dobar kandidat
za tzv. tamnu energiju. Njena eksperimentalna vrednost je

A =10""2eV* .

Ova ogromna razlika izmedju teorijske i eksperimentalne vrednosti za kosmolosku konstantu
naziva se problemom kosmoloske konstante. Konstantni ¢lan u dejstvu

/ d*zA

ne utice na jednacine kretanja i takav clan se moze ignorisati. Ovaj ¢lan samo hamiltonijanu
dodaje konstantu i pomera ¢itav spektar za fiksirani iznos. Deluje nebitno. Medjutim situacija iz-
gleda potpuno drugacije u prisustvu gravitacionog polja. Gravitaciono polje se opisuje metrickim
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tenzorom, g,, = ¢, (x). U prisustvu gravitacione interakcije konstantan ¢lan u lagranzijanu
postaje

/ Ao /=gA .

Sa g smo obelezili determinatnu metrickog tenzora g = det(g,,). Konstanta A je kuplovana
za gravitacionim poljem i utice na jednacine kretanja gravitaciong polja. Stoga se u prisustvu
gravitacije ona ne moze ignorisati. Dakle, u inercijalnim sistemima, tj. u specijalnoj relativnosti
konstantni ¢lan u hamiltonijanu, odnosno lagranzijanu je nebitan. Sad druge strane gravitaciona
interakcija vidi’ ovu konstanu, Sto znaci da se ona u prisustvu gravitacije ne moze ignorisati.
Rekli smo da je osnovno stanje slobodne teorije |0). Jednocesticna stanje se dobijaju de-
lovanjem sa kreacionim operatorima na vakuum, tj. a'(p)|0). Dvocesti¢na stanja se dobijaju
delovanjem sa dva kreaciona opertora, af(p)a’(k)|0) , itd. Hilbertov prostor stanja je Fokoov

prostor
H=HO +HY +HO + | (2.1.26)

gde je H® vakuumsko stanje, HY podprostor jednocesticnih stanja, itd.
Impuls skalarnog polja odrednjen je primenom Neterine teoreme. Zamenom (2.1.4) u izraz
(1.2.83) dobijamo impulsa slobodnog skalarnog polja

P = /dgppaT(p)a(p) . (2.1.27)

Delovanjem operatora impulsa na jednocesti¢no stanje |k) = af(k)|0) dobijamo

Plk) = / d*ppa’(p)a(p)a’(k)[0) . (2.1.28)
Primenom komutacione relacije
a(p)a' (k) = 6% (p — k) + a' (k)a(p) ,

imamo

P|k) = k[k) . (2.1.29)
Dakle impuls stanja a'(k)|0) = |k) je k. Energija ovog stanja je Ej.
Energija dvocesti¢nog stanja |p,k) = a'(p)a'(k)|0) je E, + Ej, a impuls p + k. Vidimo da je
Ip,k) = |k,p), tj. ovo stanje je simetri¢no na zamenu cestica k «— p, sto je karakteristika

bozonskih stanja. Zapravo Fokov prostor stanja Cine simetrizovana stanja, jer su skalarne ¢estice
bozoni. Proizvoljno visecesticno stanje je

looniky), .. ) = ——=(aT(k;))™ ... |0) (2.1.30)

gde je n; broj ¢estica impulsa k;. Operator broja cestica je

N = [ @pN() = [ dpal palp) (2.1.31)
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Pokazati da vazi [H, N] = 0, tj. u slobodnoj teoriji polja broj ¢estica je konstantan. Ako je

prisutna interakcija ovo vise nece vaziti, jer se Cestice mogu kreirati odnosno anihilirati.

Ukupni angularni moment skalarnog polja je

1 1
Ji = §€2jkM]k = §€ijk/d2x($jTok — «kaoj) .

Spin ¢estice se definiSe u sistemu mirovanja. Racun daje
Jp=0,p"=m)=0,

tj. spin skalarne cestice je jednak nuli.

2.2 Kompleksno skalarno polje

Gustina lagranzijana slobodnog kompleksnog skalarnog polja je
L= (0,0")(0"¢) —m*¢'0 ,

gde je
01 + i _ O1 — 1
V2 V2

Sa ¢1 1 ¢o obelezili smo realna polja. Jednacine kretanja su

¢ = ¢!

(O4+mPep=0 (O+m?)e! =0.

Operatori polja se kao i u slucaju realnog polja mogu razviti po ravnim talasima

1 d3k —ik-x ik-x
60) = s [ g 010
o1(@) = —— [ LE pageir 1ol |

(271' )3/ 2 vV 2Ek
gde su a(k) i b(k) anihilacioni, a a'(k) i b(k) kreacioni operatori.
Generalisani impulsi konjugovani poljima ¢ and ¢' su

= 2 = == =
s 99 o', m pys o .

Istovremene komutacione relacije koje zadovoljavaju polja i/ili impulsi su

[¢(X7 t), W(Y: t)] = [¢T<X7 t)v 7TT<y7 t)] = ig® (X - Y) )

[¢(X’ t):¢(3’>t)] = [¢(X7 t)>¢T(Y7t)] = [W(X7 t)ﬂﬂ(}’>t)] =0,
[W(X, t)77TT(Y7t)] = [QS(X? t)7 ﬂ-T(y’ t)] =0.

(2.1.32)

(2.1.33)

(2.2.34)

(2.2.35)

(2.2.36)

(2.2.37)

(2.2.38)

(2.2.39)

(2.2.40)
(2.2.41)
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Odavde dobijamo bozonske komutacione relacije:

[a(k), a(a)] = [b(k), b (q)] = 6P (k —a) , (2.2.42)
la(k), a(q)] = [a' (k), al (@)] = [a(k), b (a)] = [a'(k),b"(@)] = 0, (2.2.43)
[b(k), b(a)] = [b'(k), b ()] = [a(k), b(a)] = [a' (k). b(q)] =0 . (2.2.44)

Tenzor energije impulsa slobodnog kompleksnog polja se dobija primenom formule (1.2.67).
Rezultat je

T = 34010, + 0,60,0" — Loy - (2.2.45)
Hamiltonijan skalarnog kompleksnog polja je
H = [ Byl (p)a(p) + H (p)b(P) (2.2.46)
Impuls skalarnog polja je
P [ @ppla(plalp) + ()P (2:2.47)

Lagranzijan kompleksnog skalarnog polja je U(1) invarijantan. Naelektrisanje je dato sa (1.2.76).
Primenom (2.2.37) i (2.2.38) dobijamo

:@:q/&md@mmeNmmmy (2.2.48)

Vakuum |0) je definisan sa a(k)|0) =0, b(k)|0) = 0, za svako k. Jednocesti¢no stanje a'(k)|0)
ima impuls k, energiju E} i naelektrisanje ¢. Stanje b'(k)|0) ima impuls k, energiju Ej i naelek-
trisanje —¢. Prema tome kreacioni operatori a'(p), odnosno bf(p) kreiraju ¢esticu, odnosno
anticesticu. Cestica i anticestica imaju pozitivne energije, a razlikuju se po znaku naelektrisanja.
U kvantnoj teoriji polja i Cestice i anticestice imaju pozitivne energije. VisSeCesticna stanja se
dobijaju uzastopnom primenom kreacionih operatora.

2.3 Kovarijantne komutacione relacije. Mikrokauzalnost

Evolucija fizickih sistema je jednoznacno odredjena pocetnim uslovima i zakonima kretanja.
Dinamicki zakoni moraju zadovoljavati ovaj uslov, poznat pod imenom kauzalnost. Medjutim,
u ovom paragrafu govorimo o mikroskopskoj kauzalnosti, tj. mikrokauzalnost. Signal ne moze
putovati brzinom koja je ve¢a od brzine svetlosti. Stoga merenje u tacki x ne moze da utice na
merenje u tacki y, ako su ove dve tacke razdvojene intervalom prostornog tipa. Prema tome,
lokalne opservable O;(z) i Oy(y) moraju zadovoljavati uslov

[O1(2),05(y)] =0, za (z —y)> <0 . (2.3.49)

Ovaj uslov se naziva uslovom mikrokauzalnosti. Dakle opservable O;(z) i O2(y) komutiraju ako
je (z —y)? <.
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Definisimo iA(z — y) sa
iAz —y) = [o(2),0(y)] = [¢7(2), ¢~ (¥)] + [¢"(2), 6" (y)] - (2.3.50)

Ova veli¢ina je komutator dva skalarna polja i naziva se Pauli-Jordanovom funkcijom. Uvedimo
pomoc¢ne funkcije:

iz —y) = [¢F(2), 07 (y)] - (2.3.51)
Lako se vidi da je o
ZA+<£U — y) = /meik-(xy) (2.3.52)
1
3
iIAN (x—y) = — _ Ak ke —iAT(y — ) (2.3.53)
Y (27 )32E; y—a), 3.

pa je

. d*k ik (o ik (a—

Komutator dva slobodna skalarna polja je funkcija. U teoriji u kojoj je prisutna interakcija ko-
mutator dva polja nije funkcija veé¢ je operator. Mi ¢emo ovde razmatrati samo slucaj slobodnog
polja. Jasno je da vazi

iA(x —y) = (0l[¢(x), ¢()]0) = (Old(x)d(y)|0) — (0ld(y)d(2)|0) - (2.3.55)

Ako je 2° > oY velicina (0|¢(x)p(y)|0) predstavlja amplitudu da Cestica propagira od tacke y do
tacke x. Funkciju Pauli-Jordana mozemo prepisati u obliku

d*k .
iA(z) = / (27T>35(4)(k2 —m?)e *2e(k0) | (2.3.56)
gde je
1 za k>0
EOY =<7 2.3.57
(k") {—1, za k0 <0 . ( )

Na osnovu oblika (2.3.56) zaklju¢ujemo da je Pauli-Jordanova funkcija invarijantna na prave
ortohrone Lorencove transformacije. Ako je (z —y)? > 0, tacke x i y su razdvojene intervalom
vremenskog tipa (time-like separation) i tada mozemo preéi u sistem reference gde su ova dva
dogadjaja na istom mestu, tj. gde je x —y = (¢,0,0,0). Funkcija iAT(x — y) je

iANT(z—y) = ! / dwvw? — m2e™ ™" (2.3.58)

T 4n? ),
Za veliko vreme ¢, tj. za — oo izraz (2.3.58) postaje
iAT(z —y) — e ™ (2.3.59)

Sliéno je i .
iA (x —y) = ™. (2.3.60)
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"y

Slika 2.1: Tacke z i y su razdvojene intervalom prostornog tipa.

Dakle, za veliko vreme ¢, Pauli— Jordanova funkcija se ponasa kao
iA(x —y) — e MMt (2.3.61)

Zaklju¢ujemo da je ona razlic¢ita od nule. Dakle, komutator [¢(x), #(y)] ne iscezava za (z —y)* >
0. Odredimo sada ponasanje Pauli-Jordanove funkcije ako je vektor x — y prostornog tipa, tj.
ako je (z —y)? < 0. Tada je moguée preéi u sistem gde je z —y = (0,r). U ovom sistemu, a i u
svakom drugom koji je sa njim povezan ortohronom Lorencovom transformacijom, je

iNz —y) = / (QS))TZE,C (é‘” - e—i‘”) ~0. (2.3.62)

Dakle, za (r — y)? < 0, zbog invarijantnosti Pauli-Jordanove funkcije, je

[¢(2), ¢(y)] =0 (2.3.63)
Specijalno za 2° = y° dobijamo istovremenu komutacionu relaciju
(2", %), p(a”, y)] = 0 . (2.3.64)

Osobina da operatori ¢(z) i ¢(y) komutiraju ako je vektor z — y prostornog tipa naziva se
mikrokauzalnost. Drugim rec¢ima polja u tackama x i y ne utic¢u jedno na drugo ako su razdvojeni
intervalom prostornog tipa.

Za kompleksno skalarno polje Pauli-Jordanova funkcija je definisana sa

iA(x —y) = [o(2), 0" ()] = (0l[¢(=), 6" ()]]0) - (2.3.65)
Ona je data sa
Az —y) = (0[o(x)e!(y)]0) — (016! (y)o(x)[0)
i (z—y) —iA (z—y) . (2.3.66)

Funkcije iA(z —y), iAT(x—y) i iA™(z —y) su iste kao u slucaju realnog sklarnog polja. Ako je
2% > 30 propagator (0|¢(x)¢f(y)|0) je amplituda za propagaciju ¢estice od tacke y do tacke x.
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Sa druge strane, ako je 2° > 4/°, izraz (0|¢'(y)¢(z)|0) je amplituda propagiranja anticestice od
tacke = do tacke y. Obe funkcije iA*(z —y) 1 tA™ (2 —y) su nenulte van svetlosnog konusa, tj. u
oblasti gde je (x — y)? < 0. Drugim recima propagiranje cestice i anticestice curi van svetlosnog
konusa i preti da narusi princip mikrokauzalnosti. Medjutim, ova dva doprinosa se egzaktno
ponistavaju, Sto se vidi iz relacije (2.3.66). U kvantnoj mehanici propagator slobodne cestice od
X do x; za vreme t je

—ip2t/2m _ ﬂ)g/Q im(x2—x1)2/2t
(xae Ix1) (2@5 e . (2.3.67)
Ovaj izraz je nenulti za sve vrednosti polozaja i vremena. Mikrokauzalnost u kvantnoj mehanici
je narusena jer propagator curi van svetlosnog konusa. Narusenje mikrokauzalnosti u kvantnoj
mehanicije je ocekivano jer kvantna mehanika nije relativisticka teorija. U Kvantnoj teoriji
polja ovaj problem, kao sto smo videli, reSen je ponistavanjem propagacije Cestice i anticestice
van svetlosnog konusa.

Zadatak: Pokazati da je

1 0
472y Or

iAN (2" =y,x—y=1)= Ko(mr) (2.3.68)

kao i1 da za veliko r vazi
IAT — e (2.3.69)

Resenje: Prelaskom na sferne koordinate u k prostoru imamo

1 e k . .
- dk._( ikr —zkr>
8721 J, VE2 +m?2 c ¢
k

/l: o0
= —— dk—
82y /_Oo \/k2+m26

Komleksna funkeija 1/z ima zasek (cut) koji pocinje u tacki z = 0. Zasek éemo u kompleksnoj z
ravni usmeriti duz negativnog dela realne ose. Zbog postojanja zaseka imamo dve grane funkcije
Vz. Jedna je \/pe/?, a druga ,/pe'?/?*™) gde je z = pe®. Za malo pozitivno € je

V=X tic=+ivVX , (2.3.70)

za X > 0. Ovu analizu ¢emo primeniti na funkciju v/k? + m?2. Ona ima dva tacke zaseka +im.
Na slici 2.2 smo nacrtali zasek koji pocinje u tacki im kompleksne k ravni. Primeni¢emo Kosijevu
teoremu na konturu prikazanu na slici 2.2.

Za veliko R je

iIAT =

ikr

- dkke—lkr = " dy(ly + 6) e(iefy)r — 3 e dy('Ly - 6) e(*k*y)?’
e VK24 m2 00 \/—y2—|—m2+ie m \/—y2+m2—ie ’
odakle je

> k ikr __ . " ydy —yr
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Cr

—R R
Slika 2.2: Kontura integracije.

Prema tome

) 1 & ydy _
+ _ r
1 90 [~ dy —y
= — —2 e Y, 2.3.72
4m2r or J, \/y? —m?2 ‘ ( )

1 0
. + o .
iAT(0,7) = o aTKO(mr) . (2.3.73)
Za veliko r se dobija
iAT(0,r) = e ™. (2.3.74)

2.4 Feynman-ov propagator

Vremensko uredjenje dva operatora skalarnog polja je definisano sa

P(2)¢'(y), za 2° >y’

S ()o), 7 20 <y . (24.75)

T(¢(x)9'(y)) = {

Vremensko uredjenje postavlja polja po opadaju¢em vremenu gledano sa leva na desno. Ova
definicija se lako generalizuje za slucaj proizvoda vise polja, npr.

TA(x)B(y)C(2) = B(y)A(z)C(2) ,

ako je y° > 2% > 2. Fajnmanov propagator za skalarno polje je vakuumska ocekivana vrednost
vremenskog uredjenja dva operatora polja, tj.

iAp(z —y) = (0|T¢(z)¢! (y)|0)
= 0(z0 — y0) (0l¢()" ()[0) + O(yo — 0)(0l' (y)p()|0) . (2.4.76)

Iz ovog izraza je jasno da ako je 2° > y° Cestica kreirana u tacki y u trenutku y° propagira

do tacke x u trenutku z° gde se anihilira. To je prikazano na slici 2.3. Takodje, ako je z° <
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/,x
/’//
.
Slika 2.3:
t »
/// y
///
l(//
xr
Slika 2.4:

y" anticestica kreirana u tacki x u trenutku z° propagira do tacke y u trenutku y° gde se
anihilira. Ova situacija prikazana je na slici 2.4. Cestica propagira unapred, a anticestica
unazad u vremenu. Strelica na Fajnmanovom propagatoru je u oba slucaja usmerena od tacke
y ka tacki . Fajnmanov propagator za skalarno polje prikazan je na slici 2.5.

Vremenski redosled dogadjaja zavisi od sistema reference. Zbog prisustva vremenskog ure-
djenja u definiciji Fajnmanovog propagatora (2.4.76) postavlja se pitanje da li je Fejnmanov
propagator definisan kovarijantno. Ako je (z —y)? > 0 onda je vremenski sled dogadjaja isti u
svim inercijalnim sistemima koji su povezani pravim ortohronim Lorencovim transformacijama.
Ako je (z—y)? < 0, vremenski redosled dogadjaja zavisi od sistema reference. Medjutim u ovom
slucaju to nije bitno, jer operatori ¢(z) i ¢'(y) komutiraju. Dakle, Fajnmanov propagator je
definisan kovarijantno.

Koriste¢i izraze za funkcije iA*(z — y) dobijamo

iAp(z —y) = 0(2° —y°)iA" (z —y) + 0y — 20)iAT (y — z)

d3k , .
_ 0 0 _ .0\, —ik(z—y) 0 0o_ .0 zk~(x—y)> (2.4.77
| s (06 =41 o =)t (e

Fajnmanov propagator se moze prepisati kao integral po ¢etvoroimpulsu:

d*k 1 .
Ap(r —y) = —ih(e=y) 2.4.78
B —y) / (2m)4 kz—m2+iee ( )
e . z
e ’/ ’
)

Slika 2.5: Fajnmanov propagator za skalarno polje.
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Im ko | o Tm ko | ko

* RGEO
Slika 2.6: Fajnmanova kontura.

Primenom Kosijeve teoreme u (2.4.78) dobija se rezultat (2.4.77). U formuli (2.4.78) integrali
se po realnoj osi u kompleksnoj k° ravni, a ie preskripcija pomera polove sa realne ose. Ek-
vivalentno, mozemo integraliti po konturi koja je deformisana. Ove dve ekvivalentne konture
integracije prikazane su na slikama 2.6. Pokazimo sada da se iz (2.4.78) dobija (2.4.77). Polovi
podintegralne funkcije integrala (2.4.78) su u tatkama +Ej, Fie. Za 2° > y° konturu integracije
zatvaramo u donjoj poluravni jer se podintegralna funkcija ponasa kao e~ ~¥S*")  pa je po
Kosijevoj teoremi

. - . dSk i efiko(xofy())
iAp(z—y) = z(—27rz)/(27r)4e ( y)ReSEkm
3
™ k

U drugom slucéaju 2° < y° konturu integracije dopunjujemo u gornjoj poluravni. Tada pol
g J Y

—FE), + ie daje doprinos integraciji. Rezultat se dobija analogno prethodnom sluc¢aju. Ova dva
slucaja daju rezultat (2.4.77).

Lako se vidi da je Fajnmanov propagator Grinova funkcija za Klajn—-Gordonovu jednacinu
uz odgovarajuce granicne uslove, tj.

(O, + m*)Ap(z —y) = —0W(x —y) . (2.4.80)
Pokazati da su retardovana i advansirana Grinova funkcija date sa
iAp(z —y) = 0(z" — y")(0l[¢(2), &(y)]|0) . (2.4.81)

iDNa(z—y) =0(y° — 2°)(0[p(x), p(y)]]0) . (2.4.82)

2.5 Poenkareova simetrija kvantnih polja i stanja

Poenkareove transformacije se sastoje od Lorencovih transformacija i translacija u prostoru
Minkovskog. One su prostorno—vremenska simetrija relativisticke teorije polja. Transformacija
koordinata je data sa

ot — ™ = A ¥ 4 € (2.5.83)
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odnosno infinitezimalno

=t =Wt 4 e (2.5.84)
Parametri Lorencovih transformacija su antisimetri¢ni, w,, = —w,,,. Zakon transformacije klasicnih
polja pri Poenkareovim transformacijama je
r(2) = p(z) = Srs(A)ps (A (z —€)) . (2.5.85)

U (2.5.83) Poenkareove transformacije deluju aktivno na polja. Matrice S,s(A) ¢ine kona¢nodi-
menzionu reprezentaciju Lorencove grupe. Transformacije polja u klasi¢noj teoriji su kanonske
transformacije. U kvantnoj teoriji njima odgovaraju unitarne reprezentacije.

Sada ¢emo da odredimo kako se kvantna polja i stanja transformisu pri Poenkareovim trans-
formacijama. Matri¢ni elementi operatora polja (¥|é,.(x)|x), gde su |x) i [¢) stanja, treba da
se transformisu na isti nacin kao i klasi¢na polja ¢,.(z). Pri koordinatnim transformacijama
(2.5.83) u izrazu (Y|¢,(x)|x) transformisu se ili stanja ili polja. U zavisnosti od toga Sta smo
transformisali govorimo o aktivnoj ili pasivnoj transformaciji. Kod aktivne interpretacije trans-
formacije transformisu se stanja, a kod pasivne operatori. Analizirajmo prvo aktivne Poenkare-
ove transformacije. Stanja se transformisu po unitarnim reprezentacijama Poenkareove grupe

) = [¥) = Ulw, )|) , (2.5.86)

tj. U(w,€e)UT(w,€) = Ul(w, €)U(w,€) = I. Transformacije su unitarne zbog o¢uvanja verovatnocée
u kvantnoj teoriji. Unitarni operator Poenkareove transformacije mozemo predstaviti u obliku

Ulw, €) = eF"en= s M (2.5.87)

gde su P* generatori translacija, tj. impulsi, a M, generatori Lorencovih transformacija. Ovi
operatori Cine reprezentaciju Poenkareove algebre. Zakon transformacije matri¢nih elemenata je

@lor(@)x) = Wlon(@)X)
(U (w, ) (2)U(w, €)Ix)
= Sn(Wps(A(z —¢))

= Sp(W)(@]os(A™ (z —€))lx) - (2.5.88)
Zakljucujemo da kvantna polja zadovoljavaju sledeée transformaciono pravilo
$r(2) = U (w, €)0(2)U(w, €) = Sps(w)gs (A (z — ) - (2.5.89)

Desna strana zakona transformacije kvantnih polja (2.5.89) je ista kao desna strana (2.5.85), $to
je u skladu sa principom korespondencije.

Ako Poenkareove transformacije interpretiramo pasivno tada se klasi¢na polja transformisu
prema

pr(x) = i(a’) = Sps(A)pa() - (2.5.90)

Matricni elementi operatora polja treba da zadovoljavaju

(@l (@) Ix) = Srs(A) (W[5 () [X) (2.5.91)
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odnosno

& (Az + €) = Sys(A) s () - (2.5.92)

Gornju jednacinu mozemo prepisati u obliku

¢;(£L‘) - STS<A)¢5(A_1(33 - 6)) ) (2.5.93)

sto je ekvivaletno sa (2.5.89).
Analizirajmo prvo translacije. 1z (2.5.89) za skalarno polje imamo

U He)p(x)U(e) = p(z —¢) , (2.5.94)

gde je U(e) = e+ Impuls realnog skalarnog polja je

Pt = /d?’pp“aT(p)a(p) : (2.5.95)

Iz (2.5.94) za infinitezimalne translacije je

(1—ie'P)o(x)(1+ie"P,) = ¢(z) — '0,0(x) , (2.5.96)
odakle je
[P ()] =~ (2.5.97)

Varijacija forme kvantnog polja je

Sod(1) = ¢/ () — d(a) = —"D6(x) | (2.5.98)

odnosno
Sop(z) = —i[e" P, ()] . (2.5.99)

Za p = 0 jednacina (2.5.97) je Hamiltonova jednacina kretanja. Ako u izrazu
e p(x)e T = ¢z +€) (2.5.100)

izaberemo z* = (0,x) i ¢ = (¢,0) dobijamo vezu izmedju operatora polja u Sredingerovoj i
Hajzenbergovoj slici.
Pri Lorencovim transormacijama kvantno skalarno polje transformise se prema

U Hw)p(z)U(w) = (A ) | (2.5.101)
gde je U(w) = e~ 3% My reprezentacija Lorencove transformacije. Gornja jednacina je prema
tome _ _

2" Muv o) 3" Muv — (g — W 2V | (2.5.102)
odakle je

(M, ¢(2)] = —i(2,0, — 2,0,)¢(x) . (2.5.103)
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Generatori M, i P, zadovoljavaju tenzorski zakon transformacija

U YA)P*U(N) = A" PY

—1 v _ v o
U (AM)M™UN) = AN, MP7 (2.5.104)
odakle slede komutacione relacije Poenkareove algebre:
[P/H PV] =0
(Mo, Pl = i (GuoPp — GupFs)
(M, Mool = i (gouMup+ 9o Mus — 9puMoe — go M) (2.5.105)

Iz zakona transformacije kvantnih polja pri Lorencovim transformacijama slede zakoni trans-
formacija kreacionih i anihilacionih operatora. Odavde se nalazi kako se stanja transformisu u
odnosu na Lorencove transformacije. Rezultat je

[Ey ... By
UN)kr,. .. k) = U(N)al(ky) ... al(k,)]0) = H]Akl, Ak (2.5.106)

Detalji ovog racuna su dati u zadatku 7.20. Mnogo vise detalja o Poenkareovoj simetriji dato je
na kursu Teorije elementarnih cestica.

2.6 Kazimirov efekat

Razmatrajmo bezmaseno skalarno polje izmedju dve paralelne ploc¢e koje su na medjusobnom
rastojanju a. Neka su ploce kvadratne, ivica L i neka je L > a. Uzmimo da je polje na ove dve
granicne ravni jednako nuli. Ako z osu orjentiSemo normalno na ravni, onda su granic¢ni uslovi

p(z=0)=¢(z=a)=0. (2.6.107)

Ispitacemo kako ovi netrivijalni grani¢ni uslovu uticu na vakuum. Partikularna resenja Klajn—

Gordonove jednacine
2
(8_ _ A) ¢ =0

ot?
su ni
eilwt+lk1$+lk2y Sil’l < Z) ]
a

Iz jednacine sledi disperziona relacija

2
Wi = \/kf Iy (%) . (2.6.108)

Impuls duz z-ose je diskretizovan kvantnim brojem n, dok je impuls u xOy ravni kontinualan.
Opste resenje Klajn—Gordonove jednacine koje zadovoljava zadate grani¢ne uslove je

0w [k 1 ~ Gl o ~ G o nmz
= — — k —iwgpt+ik  T+ik%y t k iwgpt—ik  x—ik y) . < ) ‘
? \/;nz:l/ 27 v/ 2Wien <a( n)e +al(k,nje ST,
(2.6.100)
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Komutacione relacije koje zadovoljavaju kreacioni i anihilacioni operatori su

la(k, n),al(q,m)] = 6% (k = q)dum
[a(k,n),aT(q,m)] =
[a¥(k, n),a%(q,m)] = 0. (2.6.110)

Energija osnovnog stanja je

Ey = (01H]0)

= %<0| ;/dzkwlm (aT(k, n)a(k,n)) + a(k,n)a’(k, n))|0>

Z/d%wkn5<2>(0) : (2.6.111)
n=1

(NN

Kako je
L2
(2m)?

to je vakuumska energija po jedinici povrsine ploca data sa

E, 1] & nm\ 2
= = @;/dkldkg\/k% + k2 + (7) : (2.6.112)

Integral po impulsima u Oxy ravni je divergentan. Regularizova¢emo ga dimenzionom regu-
larizacijom. Sa dvodimenzionog prostora precicemo na prostor ¢ija je dimenzija D = 2 — e.
Dimenzija prostora u kojem ra¢unamo integral je manja od 2 i postoji € za koje je integral
konac¢an. Prema tome integral ¢emo izrac¢unati u D = 2 — ¢, a zatim ¢emo dobijeni rezultat
analiticki produziti u dve dimenzije. Dakle

Ey 1 — o . ) NN 2
B e T ()
n=1
1 5 & e g 2 ni 2
- m 2—e¢ Z Lh1 € + <?> ) (26113)
()
gde smo primenili slede¢u formulu za povrsinu jedini¢ne sfere u D dimenzionom prostoru

2D/2
/dQD:L.

(%)

Integral u (2.6.113) je tabli¢ni i jednak je beta funkciji:

/OOO 2?(2® + M) = F<?J\2F<jr(f> : (2.6.114)

§3(0) =
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Primenom ove formule dobijamo

Ey = 1
n=1

i on je oc¢igledno divergentan, jer suma koja se u njemu pojavljuje je beskona¢na. Suma

C(s) = ni (2.6.116)
n=1

je Rimanova zeta funkcija. Ona je definisana ako je ispunjeno Re(s) > 1. Rimanova (— funkcija
se moze analiticki produziti na celu kompleksnoj ravni. Tako se dobija sledeé¢i rezultat

1

((=3) = 20

Prema tome energija osnovnog stanja po jedinici povrsine je

EO 7T2

Diferenciranjem izraza za energiju po rastojanju izmedju ploca dobijamo silu po jedinici povrsine

2

. 0 Eo o ™
f= —%(ﬁ> = (2.6.118)

Sila izmedju ploca je privlacna. U naSem svetu dominira elektromagnetna interakcija. Za elek-
tromagnetno polje rezultat je duplo veé¢i od rezultata koji smo mi ovde nasli, jer foton ima
dva stepena slobode. FEvaj efekat je predvideo Kazimir 1984 godine. Desetak godina kas-
nije to je i eksperimentalno potvrdjeno. Privla¢na sila izmedju ploca je mala. Konkretno za
a~ lpum, L =~ lem ona iznosi F ~ 1078 N.
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Glava 3

Kvantovanje slobodnog spinorskog polja

U ovoj glavi kvantova¢emo slobodno Dirakovo polje. Pre toga ¢emo se podsetiti osobina gama
matrica ('gama gimnastika’) i Dirakove jednacine. Poslednje poglavlje posveéeno je diskretnim
simetrijama Dirakovog polja.

3.1 Dirakove y—matrice

U ovom poglavlju da¢emo definiciju i osobine y— matrica. y—matrice u D-dimenzionom prostoru
zadovoljavaju antikomutacione relacije

{77} =29"". (3.1.1)

U D dimenzionom prostoru matrice formata 2°/2 x 2[P/2 ode je uglasta zagrada oznaka za
najveci ceo broj ¢ine najnize dimenzionalnu reprezentaciju ovih matrica. U ¢etvorodimenzionom
prostoru to su 4 x 4 matrice. Lako se vidi da ako matrice v* zadovoljavaju antikomutacione
relacije (3.1.1) onda i skup matrica y* = Svy*S~!, gde je S nesingularna matrica takodje zadovol-
javaju (3.1.1). Drugim re¢ima postoji ¢itava klasa y—matrica. Najcesée se koristi tzv. Vajlova
ili kiralna reprezentacija u kojoj su gama matrice date sa:

(0 I (0 o
Yo = I 0/’ Y= —o 0 .
U Dirakovoj reprezentaciji gama matrice su
(I 0 (0 o
Yo = 0 -1/’ Y= —oc 0 .

Takodje na gama matrice éemo nametnuti uslov 747 = 4%+4#~% Ovaj uslov daje 1T =10, ~/f =
—~%. Drugim re¢ima matrica 7° je hermitska, dok su matrice 4* antihermitske. Ovaj uslov je
vezan za ¢injenicu da je Dirakov hamiltonijan hermitski. Matrica 5 je data sa

, -1 0
v =170y = ( 0 I) : (3.1.2)

43
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Ona antikomutira sa gamma matricama, tj. {7°,7*} = 0. Antikomutator dve gama matrice je

tzv. sigma matrica, tj. .
?

Oy = 9 [7#7 %/] . (313}
Lako se proverava da matrice M, = %U,W zadovoljavaju Lorencovu algebru
[MMW MPU] =1 (gUMMVp + gpl/Mua - gpuMuo - gauMup) . (314)

Generatori 0, /2 su spinorska reprezentacija Lorencove grupe. U Dirakovoj reprezentaciji y—matrica
0, matrice su

g o (oot — ool
O_zj — %[,}/Z,,}/J]:%(O—O— 000 O )Z‘Eijk (Ok 0) . (315)

oglo* — oo’ 0 o

Postoje mnogi identiteti sa gama matricama. Naves¢emo samo neke od njih. Kao prvo nekoliko
identiteta sa kontrakcijama:

Wt = 4,
1Y = =297,
anfap 0B
Yy 9,
WA = =2y (3.1.6)
Identiteti sa tragovima gama matrica:
try, = 0,

tr(vw) = 49w,
(7% %) = HGuwpo = GupGve + Guoup) 5

tr75 =0 )
tr(vs7) = 0,
tr('yS'y,u/}/V/yp’ya) = _4i€;LVpU . (317)

Trag neparnog broja gama matrica je jednak nuli. Svi ovi identiteti su pokazani u Zbirci (treca
glava).

Fajnmanov sles (slash) je definisan sa ¢ = a*v,.

Gama matrice, v* generisu tzv. Klifordovu algebru. Proizvoljna 4 x 4 matrica moze biti
razvijena po bazisu koji ¢ine Sesnaest matrica: jedini¢na matrica, gama matrice, sigma matrice,
~s matrica i matrice v#v5. Dokaz je dat u zadatku 3.12.

3.2 Lagranzijan i hamiltonijan

Gustina lagranzijana slobodnog Dirakovog polja je

£ = P(ir" 9 — m)) (3.2.8)
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gde je 1 = 1140 tzv. Dirakov adjoint. Iz lagranzijana dobijamo Dirakovu jednacinu

(iv'0, —m)yp =0 . (3.2.9)
Generalisani impulsi su
Ty = % = wl )
Oa
Ty = % =0. (3.2.10)
Oq

Crta (bar) na generalisanom impulsu je samo oznaka. Generalisani impuls konjugovan polju W
jednak je nuli, pa je v = 0 veza u teoriji. Kanonska gustina hamiltonijana je

H = 7ra¢a + 7?aqua - L
= — (i7" —m) . (3.2.11)

3.3 Tenzor energije-impulsa

Dirakov lagranzijan je invarijantan na translacije:

r = 2t +at
V(x+a) = (). (3.3.12)
Ocuvana struja je tenzor energije-impulsa
oL - 0L
Tw = 57200 +00—r= —gul
T G M gy
= Zw’}/uauw - guﬂ/}(i’yﬂ@p - m)¢ . (3313)

Tenzor energije-impulsa (3.3.13) nije simetrican. U zadatku 5.18 data je procedura simetrizacije
tenzora energije-impulsa. Hamiltonijan Dirakovog polja je

H= / d*2T™ = — / d*z9)(iv;0" — m)y (3.3.14)

a impuls

P = / PrT" =i / dBPaptop . (3.3.15)

3.4 Lorencova simetrija

Dejstvo slobodnog Dirakovog polja je invarijantno na Lorencove transformacije. Pri Lorencovim
transformacijama, ©’ = A* z¥ ~ z# + w* z¥ Dirakovo (’klasi¢no’) polje se transformise prema

A

U(@) = P)) = e i () (3.4.16)
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gde je
L, 1
ot = 4_1[7#771’] .
Parametri wy,;, odnosno w;; su parametri bustova, odnosno rotacija. Konkretno wy; = — arctanv;,
gde je v; brzina kojom se primovan sistem kreé¢ duz ¢—te ose. Ugao rotacije oko i—te ose je
0; = —%eijkwjk. Matrica rotacije za ugao # oko z—ose je
coS (g) + 7 sin (g) 0
S = . (3.4.17)

B 0 co (0
0 CcoS <§> + 2sin (5)

Iz prethodnog izraza vidimo da Dirakov spinor ¢ pri rotaciji za 27 postaje —t. Pri rotacijama
za 27 tenzori se ne menjaju. Dirakov spinor se ne transformise po tenzorskoj ve¢ po spinorskoj
reprezentacija Lorencove grupe.

Varijacija forme Dirakovog polja pri Lorencovim transformacijama je

b = () — () = 2 (i(,D — 20,) + 2o (3.415)

Iz ovog izraza vidimo da su

1
M,, =i(z,0, — ©,0,) + 50w

generatori Lorencovih transformacija u reprezentaciji klasicnog Dirakovog polja. Matrice o /2
su Lorencovi generatori u sistemu mirovanja. Generatori o;;/2 su generatori rotacione podgrupe
Lorencove grupe, a 0g;/2 su generatori bustova. Generatori rotacija su hermitski, dok generatori
bustova nisu. To je posledica ¢injenice da nekompaktne grupe nemaju konac¢no-dimenzione
unitarne reprezentacije. Od generatora ¢ /2 mozemo formirati vektor

1 o .
IS §€ijk‘7]k - fijkWﬁk] ; (3.4.19)
odnosno
S =ty xy. (3.4.20)

2

U Dirakovoj reprezentaciji y—matrica ovaj vektor je

5 (0 0) _ (3.4.21)

0 o

Primenom Neterine teoreme angularni moment Dirakovog polja je

1.
M,, — / @ (2,0, — 2,10, + ém%,wzp) . (3.4.22)
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3.5 Dirakova jednacina

Mnoge osobine Dirakove jednacine su vam poznate iz kursa Relativisticke kvantne mehanike.
Ovde ¢emo se ukratko podsetiti najbitnijih. Kao prvo Dirakova jednacina

(iv"0, —m)yy =0, (3.5.23)

je relativisticka talasna jednac¢ina masene Cestice spina 1/2, kao $to je npr. elektron. Partikularna
reSenja ove jednacine podelicemo u dve klase: pozitivno i negativno frekventna resenja. Pozitivno
frekventna reSenja su u,(p)e %, a negativno frekventna v,(p)e®?. Zamenom ovih resenja u
Dirakovu jednacinu dobijamo da Dirakovi spinori u,.(p) i v,.(p) zadovoljavaju

#—mu,(p) = 0
(p+m)v.(p) = 0. (3.5.24)
Indeks r prebrojava spinske stepene slobode. Obicno se uzima ili r = 1,2 ili r = 4+, —. Neka jen

ort. Operator projekcije spina na pravac odredjen ovim ortom, %Zn komutira sa hamiltonijanom
u sistemu mirovanja, i sluzi nam za klasifikaciju stanja. U Dirakovoj reprezentaciji gama matrica,

matrica ¥ - n je
S.on— <"(')“ 0 ) | (3.5.25)

g-n

Bazisni spinori u sistemu mirovanja su
0 ® 0 ¥
- (5) - (5)
(0) 0 ©_ (0
v = , Uy = . 3.5.26
0= ()= (]) (3.5.26)

Nerelativisticki spinori ¢ zadovoljavaju svojstvenu jednacinu
o -np, =(—1)""p, . (3.5.27)

Indeks 1, odnosno 2 oznacava pozitivnu, odnosno negativnu projekciju spina na pravac n. Iz tog
razloga se ovi indeksi ¢esto zamenjuju sa znakom +, odnosno —. Spinori koje smo obelezili sa
Y su jednaki spinorima ¢, samo §to smo ih obrnuli: x; = s, Y2 = ¢1!. Drugim reéima y; ima
negativnu projekciju spina, a ys pozitivnu. Prema tome, u sistemu mirovanja Dirakovi spinori
zadovoljavaju svojstvene jednacine

Y nu,(p=0)=(—1)"""u.(p=0)
Y -nu(p=0)=(-1)v(p=0). (3.5.28)

Ako je n = (sinf cos ¢, sinfsinyp, cosf) tada je

() ),

Y1 = X2 = o . (o y P2 = X1 = 0
¥ sin <§> COS <§>

LU literaturi se ¢esto za spinore x uzima x = ioad*.
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Specijalno, ako je n = e3 ovi spinori su

p1=X2 = ((1]) ;o P2=X1 = ((1]) : (3.5.30)

Dirakovi spinori u sistemu u kome je impuls cCestice jednak p dobijaju se primenom odgo-
varajuc¢eg busta. Tako dobijamo

Or &XT
u(p) = N, ( op ) . u(p) =N, (EW" ) : (3.5.31)
Ep+m*TT Xr
gde je normalizacioni faktor dat sa N, = Eg% Spinori u i v zadovoljavaju relacije ortogo-
nalnosti
i i Ep
ur(p)us(p) = UT(P>Us(p> = Edrs )
ul(p)vs(—p) = vl (P)us(~p) =0,
. (p)us(p) = —0-(pP)vs(P) = drs
Ur(P)us(p) = 0. (3.5.32)
Relacije kompletnosti su
2
_ +m
> ) = L = A

- > u@vp) =—5—=A(p). (3.5.33)

Velicine A, (p) i A_(p) su projektori na pozitivno, odnosno negativne energetska resenja.
Generalizacija operatora projekcije spina u sistemu mirovanja na ort n, 3 - n na proizvoljan
sistem je W¥s,/m, gde je

1 vV po
WH =~ M, P, (3.5.34)

vektor Pauli-Lubanskog. Vektor polarizacije s* se dobija primenom odgovaraju¢eg busta na
vektor s#(*) = (0,n) iz sistema mirovanja. Konkretno polarizacioni vektor u sistemu u kome je

impuls cestice p je
n-p
st = (n-p)p :
<n T (Eptm)

U zadatku 4.11 pokazano je da na pozitivno, odnosno negativno energetskim resenjima Dirakove
jednacine vazi

1 1
Whs,/m = :|:§75;475 = 575;5‘ .
Operator 754 ja dat sa (zadaci 4.12, 4.13)

(n-p)(c-p) n-p
o N+ B m) “m
Vs p = ( H( ptm) B (n.p)(a.p)> . (3.5.35)

m —o-n m(Ep+m)
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Primetite da se ovaj operator u sistemu mirovanja ne svodi na (3.5), veé¢ na

o-n 0
0 —o-nj)

Medjutim, na pozitivno energetskim reSenjima u sistemu mirovanja ovaj operator se poklapa sa
Y - n. Za negativno energetska reSenja on se poklapa sa — - n.
Spinori (3.5.31) zadovoljavaju sledece svojstvene jednacine

75;5§ur(p) = (_1>T+1ur(p)
B (P) = (=1) v (p) . (3.5.36)

Spinori u;(p), odnosno uy(p) opisuju pozitivno energetska resenja, sa projekcijom spina na
n osu jednakom +1/2, odnosno —1/2. Sa druge strane spinori v;(p) i v2(p) su negativno
energetska resenja sa projekcijom spina —1/2; odnosno 1/2. Ovi spinori ¢ine tzv. spinorski bazis.
Saglasno teoriji Supljina odsustvo negativno-frekventnog elektrona impulsa —p i projekcije spina
i% ekvivalentno je prisustvu pozitrona pozitivne energije, impulsa p i projekcije spina :F%.
Lako se vidi da je
1t wfp+tm

u(p, s)u(p,s) = 5 syl (3.5.37)

Sa u(p, s) = ui(p) obelezili smo Dirakov spinor pozitivno energetskog elektrona polarizovanog
duz praveca s. Ako dalje sa v(p, s) = v1(p) obelezimo negativno energetski elektron polarizovan
duz pravca —s onda je

o(p, 5)5(p, 5) = +2”5$ ’b;—mm | (3.5.38)

Ako specijalno izaberemo da je n = ﬁ tada operator 75# postaje (zadatak 4.12)

X-pp
.

Jednacine (3.5.36) postaju

X-p — (—1) 1y
W“r(P) =(-1)"u(p),
=p

|p| UT(p) = <_1)TUT(p> :

Uoc¢imo promenu znaka u jednacini za v spinore. Operator % je operator heliciteta, tj. pro-
jekcije spina na pravac kretanja. Ako je n = p/|p| spinori u,(p) i v.(p) predstavljaju svojst-
vana stanja operatora heliciteta i ¢ine helicitetni bazis. Konkretan oblik spinora sa definisanim
helicitetom nadjen je u zadatku 4.2. Rezultat je dat sa (3.5.31), ali nerelativisticki spinori
zadovoljavaju svojstvenu jednacinu

(o IA)(;OT = (_1)T+1907" )
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1 dati su sa
1 p3+1 ) 1 (—ﬁl + iﬁQ)
= | ! . , = — i ) 3.5.39
! 2(1 + ps) (pl +1p2 i 2(1+p3) \ Pst1 ( )

Sa p smo obelezili jedini¢ni vektor p = p/|p|. Spinori u;(p), odnosno uy(p) opisuju pozitivno
energetska resenja, sa helicitetom jednakim +1/2, odnosno —1/2. Sa druge strane spinori vy (p) i
v9(p) su negativno energetska resenja sa helicitetom 1/2, odnosno —1/2. Saglasno teoriji Supljina
odsustvo negativno frekventnog elektrona impulsa —p i heliciteta :I:% ekvivalentno je prisustvu
pozitrona energije F,, impulsa p i heliciteta :i:%.

Opste resenje Dirakove jednacine je

v = Z/ [ (4P e @ E)) @50
i) = Z [ o B (e s n @) @

3.6 Kvantovanje Dirakovog polja

U kvantnoj teoriji polja 1 (z), ¥ (z) kao i ¢,(p), cl.(p), d.(p) i di(p) su operatori. Preciznije, c.(p)
i d.(p) su anihilacioni, a c[(p) i dl(p) su kreacioni operatori.

Proba¢emo da kvantujemo Dirakovo polje pomocu istovremenih komutacionih relacija. Vec
smo pokazali da su generalisani impulsi konjigovani poljima 1, odnosno v redom 7", odnosno
0. Istovremene komutacione relacije su onda

[Wa(x,1), 0 (y,t)] = 6¥(x —y)du
[Q/}a(X?t):wb(y? )] = O
Wi t), iy, 0] = 0. (3.6.42)

[zrazimo krecione i anihilacione operatore preko operatora polja. Pomnozimo (3.5.40) sa uf(q)e %
i integralimo po x. Tako dolazimo do

1 m 3 —1iq X
cs(q) = W\/;q/d zul(q)Y(0,x)e : (3.6.43)

Slicnim postupkom dobijamo

di(q 7 /2 ‘/ / d*xvl(q) (0, x)e ™ . (3.6.44)

Nadjimo komutator izmedju ¢ i ¢'. Primenom (3.6.43) imamo

~+

e (p), cl(q)] = /dgxdg’yula(p)usb(q) [10a(0,%), ] (0, y)]e P>Hay  (3.6.45)

(2m)3\/ Epy
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Primenom istovremenih komutacionih relacija i relacija ortogonalnosti dobijamo

[er(p), cla)] = 6,:0®(p — q) . (3.6.46)
Na slican nac¢in se dobija
[d,(p), di(q)] = 6,0 (p — q) , (3.6.47)

dok su svi preostali komutatori jednaki nuli. Znak minus u komutatoru (3.6.47) je neobican.
Odredimo normu stanja df.(p)|0):

1dE()|0)|I* = {0ld, (p)d] (p)|0) = —6©(0) . (3.6.48)

Primenom (3.6.47) dobili smo da je norma stanja df(p)|0) negativna, §to narusava unitarnost
teorije. Stanja negativne norme se nazivaju duhovima?®. Realisti¢ne teorije polja ne treba da
sadrze stanja negativne norme. .

Hamiltonijan Dirakovoog polja je dat izrazom (3.3.14). Primenom Dirakove jednacine i
razvoja po ravnim talasima imamo

H =i / A3z o)

= =X [ oty 52 ( - et oo

+ d(p)di(—p)ul(p)vs(—p)e*™!
- dr(p)cs(—p)vi(p)us(—p)e‘w’t+dr(p)di(p)vl(p)vs(p)) . (3.6.49)

Ako dalje primenimo relacije ortogonalnosti (3.5.32) dolazimo do

H= [ B, (cpenp) ~ dr(p)ap)) (3.6.50)

Primenom (3.6.47) dobijamo

H= 2 / d’pE, (Ci(p)cr(p) — d{(p)d.(p) +5(3)(0)5M) . (3.6.51)

Beskona¢nu konstantu u izrazu za hamiltonijan (3.6.51) mozemo da ignorisemo. Problem sa
hamiltonijanom (3.6.51) je taj $to nije ogranicen sa donje strane. Dakle, kvantizacija Dirakovog
polja pomoéu komutacionoh relacija (3.6.42) daje fizicki neprihvatljive rezultate. Spektar hamil-
tonijana nije ograni¢en odozdo i teorija nije unitarna.

Dirakovo polje je fermionsko polje i treba ga kvantovati istovremenim antikomutacionim, a
ne komutacionim relacijama. One su date sa

{Va(x, 1), 9}y, 1)} = 69 (x —y)das
{¢a(x7t)v¢b(Y7t)} = 0
{ix. 1), ¥l(y,0)} = 0. (3.6.52)

2Engleski termin je ghost.
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Iz (3.6.52) se dobijaju fermionske komutacione relacije

{c:(p),cl(@)} = 6,:69(p—a),
{d.(p),di(q)} = 6,:0%(p—q),
{ee(p),cs(@)} = -+~ =0 (3.6.53)
Iz izraza za Hamiltonijan (3.6.50), primenom (3.6.53) dobija se
H=Y" [ @, (cp)ee) + di(p)a(p) ~ 59(0)5,) (3.6.54)

Poredjenjem (3.6.54) sa (3.6.51) vidimo da zadnja dva clana imaju suprotne znake. Hamiltonijan
je ogranicen odozdo, tako da je model stabilan. Drugo, beskonac¢na konstanta u izrazu za hamil-
tonijan je negativna. Podsetimo se da je odgovarajuci clan u izrazu za hamiltonijan skalarnog
polja pozitivan. Pazljivim odnosom izmedju ferminskih i bozonskih stepeni slobode beskonaéne
konstante se mogu skratiti. Ovo se desava kod supersimetricnih teorija polja.

Beskonacna konstanta koja se pojavljuje u izrazu (3.6.54) se moze ukloniti primenom nor-
malnog uredjenja. Pod tim se podrazumeva da se kreacioni operatori pomeraju desno, a anihi-
lacioni levo, samo $to mora da se vodi racuna o antikomutacionim relacijama. Npr.

s e(q)ct(p) == —c'(p)e(q) |

Analogno je

o (@) (y) = O (@) (y) + ¥ (@) (y) — ¥y (WUd (@) + &y (2)Y, (y) (3.6.55)

gde su ¢ (z), odnosno ¥~ (z) pozitivno, odnosno negativno frekventna resenja.
Dirakov lagranzijan je invarijantan na U(1) transformacije. Oc¢uvana veli¢ina je naelelek-
trisanje Dirakovog polja

Q=g [Ezivtvs.

Nakon zamene izraza za Dirakovo polje, (3.5.40) dobijamo
Q= q/d?’pz (Ci(p)cr(p) - di(p)dr(p)> : (3.6.56)
r=1
Za elektronsko polje je ¢ = —e. Impuls Dirakovog polja je
P = /d%:W}%VW:
= [ @Y p(d@letp) + di ) (p)) (3.6.57)
r=1
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Osnovno stanje slobodnog Dirakovog polja, |0) je definisano uslovima

¢ (p)|0) = d.(p)[0) =0 .

Jednocesti¢na stanja su ¢l (p)[0) i dl(p)|0). Energija i impuls ovih stanja se odredjuju delovanjem
sa Hamiltonijanom odnosno impulsom polja na njih. Rezultati su:

Hl(p)|0) = E,cl(p)|0)
Hcﬂ(p)\o = E,dl(p)|0)

Pc(
Pdi(p

)
p)l0) = pcl(p)[0)
)

)[0 pd!(p)|0) . (3.6.58)

Naelektrisanja stanja cl(p)|0), odnosno d(p)|0) su odredjeni sa
Qcl(p)|0) = qc(p)|0)
Qdi(p)|0) = —qdi(p)|0) . (3.6.59)

Prema tome naelektrisanja stanja cf.(p)|0), odnosno di(p)|0) su ¢, odnosno —q. Ova dva stanja
se razlikuju po znaku naelektrisanja. Stanje |p,e~) = ¢/(p)|0) je fermion (elektron) impulsa p i
energije E,, a |p,e™) = dl(p)|0) je antifermion (pozitron) impulsa p i energije E,. Dakle, c.(p)
i d.(p) su anihilacioni elektronski, odnosno pozitronski operatori, a ci(p) i dl(p) su kreacioni
operator elektrona, odnosno pozitrona. Spinski stepeni slobode ovih stanja bi¢e analizirani kas-
nije. Dvocesticna stanja se dobijaju uzastopnom primenom dva kreaciona operatora na vakuum.

Npr.
p.e” q.e7) = cl(p)cl(a)]0)
je dvoelektronsko stanje. Iz antikomutacih relacija sledi
ch(p)el(a) = —cl(a)cl(p) ,
tj. dvocesticno stanje je antisimetri¢no
|p7 e ,q, €_> = _|q7 e ,p, €_> :

Dirakove ¢estice su fermioni i zadovoljavaju Fermi-Dirakovu statistiku. Vidimo da je |p,e™,p,e”) =
0, u skladu sa Paulijevim principom.

3.7 Lorencova simetrija i spin
Na osnovu Neterine teoreme angularni moment Dirakovog polja je
1-
M, = / & (0, T, - 2,10, + 51#70%1/1) .

U ovom izrazu Dirakova polja su operatori. Generatori M, u ovoj reprezentaciji su hermitski i
vazi M, = —M,,. Na osnovu opsteg zakona transformacije polja pri Lorencovim transformaci-
jama (2.5.89) je

“L(A)ba(2)U(A) = (eﬁ'awwwLb b1 (3.7.60)
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odnosno

eiwuuM‘“’w(.T)e 4w YMuv _ —e 40uuw”‘ 1/}<A71$> (3761)

Iz zadnjeg izraza, za infinitezimalne transformacije, dobijamo

(M, ()] = — (i(muﬁu —2,0,) + %O’,W> acwc(x) . (3.7.62)

Adjungovanjem izraza (3.7.61) dobijamo

AU = ()l (ate) (3.7.63)
Primenom
((0")ap)* = ((U#V)T)ba = ('VOUW'VO)ba
dobijamo
W)U ) = gy (A ) (et ) (3.7.64)
Iz zadnje relacije dobijamo
My 910 = =i(2,0, = 2,0,)61(2) + 30 (210070 - (37.65)

Generatori rotacija, odnosno komponente angularnog momenta Dirakovog polja su
1

Koordinatno zavisni deo je orbitalni uglovni moment, dok je deo u kome se pojavljuju o;; matrice
tzv. spinski deo uglovnog momenta. Definisimo

1
Jp = §€ijijk )

tj. J = (Mag, M3y, Mis). Generatori J; zadovoljavaju su(2) komutacione relacije. Primenom
(3.6.43) 1 (3.7.65) je

[M,],CT - 3/2 \/7/d3xum pr((l"]p,— zp])¢T( ) + ¢b( )(Uzj)b) - (3.7.67)

Odredi¢emo kako operator projekcije spina na pravac deluje na jednocesténa stanja. Imamo
Myyel(p)]0) = [Miy, e (p)10) + ¢ (p) My 0) - (3.7.68)

Poslednji ¢lan je jednak nuli, jer je vakuum invarijantnan na rotacije. Dakle

Miych (p)]0) = W\/g / @ () (201 — 2,01 (x) + %wg(x)(amba) 0) . (3.7.69)
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Spin cestice je definisan u sistemu mirovanja. Zato uzimamo da je impuls cestice jednak nuli,
pa je

1
J-np=0,re’) = 2e;WM ngC) T(p|0)
1
= ZEkz’j(Uij)bankUm(P:0)/d3QZCT(q7 S)UZ((L 3)5(3)(Q)|0>
1 oc-n 0
_ o0
= > 5u(0:9) ( N n) ua(0,7)cl (p)]0) - (3.7.70)
Konacno dobijamo
1
J-np=0,re)= 5(_1)(r+1)|p =0,7,e7) . (3.7.71)

Dakle, projekcija spina na pravac n elektronskog stanja [p = 0,7 = 1,e7) je +1/2,a |p=0,r =
2,e7) je —1/2. Analogno se dobija izraz za pozitronska stanja

1
J . n|p e O’ rr»’ €+> — é(_l)(7+1)|p — 0,T7 6+> . (3772)

Npr. stanje |p,1,et) opisuje pozitron impulsa p, energije E, i polarizacije —i—%. U slucaju
helicitetnog bazisa rezultat je analogan prethodnom. Indek » = 1 se odnosi na pozitivan, a 2 na
negativan helicitet.

Da zaklju¢imo spin elektrona, odnosno pozitrona je 1/2.

3.8 Veza izmedju spina i statistike. Mikrokauzalnost.

Definisimo funkciju B
iSap(z — y) = {tha(z), V(y)} - (3.8.73)
Dalje je

e W K R

X (ua(p, r)iip(q, s)e' TV
v, ), s)e )

Primenom (3.5.33) je

; 1 d3 —ip-(z— ip-(z—
iSap(x —y) = ok / 2E, [(ﬁ +m)ape” PEY) 4 (h—m) e y)] : (3.8.74)
Poslednji izraz mozemo lako transformisati u:
- . - 1 dgp —ip-(x— ip-(z—
ule). )} = (9905 + g [ G [ e ] (35.75)
P
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Ako je interval izmedju tacaka x i y prostornog tipa, tj. (z —y)? < 0 moZemo preéi u sistem gde
jex —y=(0,x—y #0). Tada je

(), 0 e = 0Pl [ e (OO —y) . (3876)
Kako je x — y # 0 to zakljuéujemo da je
Sy, =0 (3.8.77)
Takodje je i -
(Wala) vola)} = £ (2), Bo(0)} =0 3.879)

Ve¢ smo ranije rekli da lokalne opservable O; () i Oy(y) moraju zadovoljavati princip mikrokauzal-
nosti. Ako su tacke x iy razdvojene intervalom prostornog tipa opservable Oy (z) i Os(y) moraju
da komutiraju. Pokazali smo da su antikomutatori (3.8.77) i (3.8.78) jednaki nuli. Da li ovo
moze narusiti princip mikrokauzalnosti? Zapravo, ne. Opertori ¢ i 1) nisu opservable. Opservable
(hamiltonijan, impuls, naelektrisanje, itd.) su bilinearne po poljima. Komutator dve bilinearne
veli¢ine mozemo razloziti pomoc¢u komutatora, odnosno antikomutatora:

[AB,CD] = A[B,C]|D + AC[B,D] + [A,C]DB + C[A, D|B
— A{B,C}D — AC{B,D}+{A,C}DB — C{A,D}B . (3.8.79)

Zakljuéujemo da ako su komutatori ili antikomutatori jednaki nuli, onda ¢e komutator [AB, C'D]
biti jednak nuli. Dakle, zbog mikrokauzalnost mora biti ili komutator ili antikomutator izmedju
polja jednak nuli ako je (z — y)? < 0, tj.

ili [p(x), p(y)] = 0, ili {$(x), d(y)} =0 .

Za Cestice sa polucelim spinom (fermioni) antikomutatori izmedju polja, za (x —y)? < 0 moraju
biti jednaki nuli. U sluc¢aju bozona uslov mikrokauzalnosti je obezbedjen zahtevom da su komu-
tatori izmedju polja jednaki nuli u slucaju (z — y)? < 0. Izrazi (3.8.77) i (3.8.78) garantuju da
Dirakovo polje ne narusava princip mikrokauzalnosti.

3.9 Feynmanov propagator

Vremensko uredjenje dva fermionska operatora je definisano sa

Toa(x)e(y) = 0(x0 — yo)ha(2)hs(y) — O(yo — 20)Ve(y) () -

Primetimo znak minus u drugom c¢lanu. On je u saglasnosti sa antikomutiraju¢om prirodom
fermionskih polja. Feynmanov propagator za Dirakovo polje definisan je kao vakuumska ocekivana

vrednost vremenskog uredjenja operatora ¢ (z) i ¥(y), tj.

iSrap(T —y) = <0|T¢a(372¢b(y)’0> )
= (Oltba ()b ()10)0(2" — y°) = (0]t (y) e (2)]0)0(y° — 2°) . (3.9.80)
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X

Slika 3.1: Propagiranje elektrona od y ka z (desna slika) i propagiranje pozitrona od x do y (leva
slika.

Lako se vidi da je

Seale =) = [ G 7 & (0B @b Pl a(ae 420 =)

- <0ldr(p)ds(q)|0>@rb(p)vsa(q)eﬂp'y“q“e(yo — :UO)> : (3.9.81)
Primenom
(0lc-(p)ct(q)|0) = (0|d.(p)di(q)|0) = 6,:6® (p — q)
i (3.5.33) je
iSFab(m — y) = / (27:;—3];Ep <(¢ + m)abe—iz%(z—y)e(xo _ y0> _ (ﬁ - m)abeip(r—y)e(yo _ xo)) g .
(3.9.82)

Fejnmanov propagator se sastoji od dva sabirka. Ako je 2° > 4/° onda je

iSp(z —y) = (0l (2)d(y)[0) - (3.9.83)

Ovaj clan je propagator za kreiranje elektrona u tacki y, njegove propagacije do tacke x gde je
anihiliran. Sa druge strane, ako je 2° < ¢ onda je

iSp(z —y) = (01 (y)y(2)[0) , (3.9.84)

Sto odgovara kreiranju pozitrona u tacki z, propagaciju do tacke y u kojoj je pozitron anihiliran.
Obe situacije su prikazane na slici 3.1. Oba slucaja sa slike 3.1 se prikazuju kao linija usmerena
od y ka . Fajnmanov propagator u koordinatnom prostoru za Dirakovo polje je dat na slici 3.2.
Primenom Kosgijeve teoreme se moze pokazati da se (3.9.82) moze napisati u obliku integrala po
¢etvoroimpulsu (zadatak 6.13)

. d4p Z(¢ + m) —ip-(x—
iSp(r —y) = / )i —m? & e p(E=y) (3.9.85)

Fajnmanov propagator u impulsnom prostoru je
?

iSep) = S (3.9.86)

Na slici 3.3 nacrtali smo Fejnmanov proagator u impulsnom prostoru.
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Y

Slika 3.2: Fejnmanov propagator u koordinatnom prostoru.

i

Slika 3.3: Fajnmanov propagator u impulsnom prostoru.

3.10 Diskretne transformacije

U ovom poglavlju analizira¢emo inverziju prostora, vremena i konjugaciju naboja. Vide¢emo
kako ove transformacije deluju na polja i stanja cestica.

3.10.1 Prostorna inverzija

Prostorna inverzija je diskretana transformacija pri kojoj t' = t i r’ = —r. Na kursu Rel-
ativisticke kvantne mehanike pokazano je da je Dirakova jednacina invarijantna na prostornu
inverziju. Pri prostornoj inverziji Dirakov spinor transformise se prema

P(t,r) = 4%P(t, —r) . (3.10.87)
U Kvantnoj teoriji polja inverzija prostora je reprezentovana unitarnim operatorom P prema
Py(t,x) Pt = npy"(t, —x) , (3.10.88)

gde je np fazni faktor. Podsetimo se transformacionog zakona Dirakovog spinorskog polja pri
pravim ortohronim Lorencovim transformacijam

U(AN)y(z)UHA) = S(A1)y(Ax) . (3.10.89)

Transformacioni zakon (3.10.88) je analogan sa (3.10.89), iako je inverzija prostora neprava
Lorencova transformacija. Lako se proveravaju jednacine

’Your(p) = u(—p)
Y (p) = —v(-p). (3.10.90)

Ako uvedemo oznaku p* = (E,, —p) tada desna strana jednacine (3.10.88) je

d3p

Py(z)P~' = ; / W\/Eﬁp <ur(p)Pcr(p)P*1e*2’p'x + vr(p)Pdi(p)PfleW) ,(3.10.91)
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dok je leva strana data sa
npfyow(t’ _X) = np Z/ 271' 3/2 \/><ur(_p)cr<p)eiﬁ-x - Ur(_p)di(p)eiﬁ.x)
" Z/ GESETE f (s (P)er (=)™ = v, (p)d} (—p)e ™) |

gde je drugi red dobijen smenom p — —p u prvom redu. Odavde je

Pe.(p)P™' = npe(—p)
Pdi(p)P~" = —npdl(-p), (3.10.92)

odnosno

Pcl(p)P™" = npcl(—p)
Pd.(p)P™" = —npd,(-P), (3.10.93)

Ako dva puta primenimo prostornu inverziju vra¢amo se na pocetnu konfiguraciju, Sto se vidi
na slede¢em primeru:

P?c,(p)P~* = npe(p) -

Dva puta primenjena inverzija prostora moze biti shvacena kao rotacija za 2w, Sto znaci da je
P? = 41, odnosno n% = +1. Prema tome fazni faktor moze biti: 1,—1,4, i —i. Opservable
su kvadratne po spinorskim poljima, pa kada dva puta primenimo inverziju prostora na njih
dobi¢emo +1.

Vakuum je invarijantan na prostornu inverziju P|0) = |0). Odredimo sada kako inverzija
prostora deluje na elektronsko, odnosno pozitronsko stanje:

Plp,r,e”) = Pcl(p)P7'0) =np| —p, 7€)
Plp,r.et)y = Pdi(p)P7'|0) = —np| — p,r,et) . (3.10.94)

Pri inverziji prostora impuls ¢estice menja znak, tj. p prelazi u —p, dok projekcija spina na osu
se ne menja. Ako koristimo helicitetni bazis inverzija prostora menja helicitet, £1/2 — F1/2,
jer se menja impuls stanja. Faza np se naziva unutrasnja parnost. Izborom np = 1 vidimo da
elektron i pozitron imaju suprotnu unutrasnju parnost.

Lako se vidi da je

Pcl(p)e(p)P™ = |np|*cl(=p)er(p)
Pdl(p)d,(p)P" = |np[*di(=p)d.(—p) - (3.10.95)

Na osnovu ovih izraza dobijamo PHP~' = H, PPP~! = —P. Hamiltonijan slobodnog Di-
rakovog polja komutira sa operatorom prostorne inverzije, sto znaci da je hamiltojan invarijantan
pri prostornoj inverziji. Prostorna inverzija impulsu polja menja znak.
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3.10.2 Konjugacija naboja

Hamiltonijan slobodnog Dirakovog polja je invarijantan na zamenu c.(p) «— d,.(p). Ova
simetrija je poznata kao konjugacija naboja. Podsetimo se da je Dirakova jednac¢ina invarijantna
na konjugaciju naboja:

(x) = he(x) = CPT(2) (3.10.96)

gde je C' matrica konjugacije naboja. Ona zadovoljava uslov Cy#*C~1 = —4#T. Matrica C je
C = i7?4% i ona zadovoljava C~! = CT = 0T = —(C. U Kvantnoj teoriji polja konjugacija naboja
je reprezentovana unitarnim operatorom C. Operator 1(z) se transformise na sledeéi nacin

Cho(2)C" = Cupily() . (3.10.97)

Iz (3.10.97) je

ur(p)Ccr(p)C‘le‘i’” + vr(p)Cdi(p)c—le“"m) -

E
d3 m T T ip-x 55 —ip-x
Z / 3/2\/ Caburb(p)cr(p)e]’ + CapVpr (), (P)e™™ ) . (3.10.98)

T
r

Ako primenimo Cu! (p) = v,.(p), Cv!(p) = u,(p) dobijamo

z [ ey
Z / i 3/2\/W vm(P)Ci(p)ei’”+uar(p)dr(p)e‘i”'$) : (3.10.99)

Iz zadnje relacije je

(p)Ccr(p)C’le”p"” + vr(p)Cdi(p)Cfle”"z) -

&‘

Ce(p)C' = d.(p)

cdi(p)ct = di(p), (3.10.100)
¢ijom primenom dobijamo

Clp,r,e”) = |p,re")

Clp,re’) = |p,re”) . (3.10.101)

Konjugacija naboja cCesticu transformise u anticesticu i obrnuto, dok su impuls i polarizacija
nepromenjeni.

Lako se vidi da je CHC™' = H
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3.10.3 Vremenska inverzija

Operatori simetrije u kvantnoj teoriji su ili unitarni ili antiunitarni. Ovaj iskaz je poznat kao
Vignerova teorema.
Linarni i unitarni operatori zadovoljavaju

Ulaly) +BIx)) = aUp)+ BUx)
UplUx) = (&Ix) (3.10.102)

gde su « i f koeficijenti. Prvi uslov je uslov linearnosti. Napomenimo da za linearne operatore
vazi (Y|Ux) = (UT|x) , éijom primenom dobijamo UTU = UUT = 1 za unitarne operatore. Na
osnovu druge osobine vidimo da unitarni operatori ne menjaju skalarni proizvod.

Antilinearni i antiunitarni operatori zadovoljavaju

Alalp) +Blx)) = o Alp) + 5 Alx)
(Av[Ax) = (W™ = (Xl¥) - (3.10.103)

Adjungovani operator za antilinearne operatore se ne moze definisati kao za linearne. On se
definise na slede¢i nacin: (1|Ax) = (AT|x)*. Antiunitaran operator je proizvod unitarnog
operatora i kompleksne konjugacije.

Vremenska evolucija (za konzervativne sisteme) u kvantnoj mehanici je data sa

(1)) = e (0)) . (3.10.104)

Neka je 7 operator vremenske inverzije, tada je |1)(t)) = 7|1)(—t)) stanje dobijeno iz |)(t)) vre-
menskom inverzijom. Vremenska inverzija je simetrija kvantne mehanike pa ovo stanje evoluira
prema

(1)) = e [3(0)) . (3.10.105)
Sa jedne strane je )
Tl(=t)) = e [1(0)) = e 7](0)) . (3.10.106)
Sa druge strane imamo
TIY(—t)) = e (0)) . (3.10.107)
Poredjenjem dolazimo do Te'* = e~*H!7 odnosno
r(iH) = (—iH)T . (3.10.108)

Operator vremenske inverzije je antilinearan i antiunitaran operator. Iz (3.10.108) sledi TH7~! =
H. Dakle operator vremenske inverzije komutira sa hamiltonijanom. Kada bi bio linearan i
unitaran spektar stanja ne bi bio ogranicen odozdo.

Vremenska inverzija je simetrija Dirakove jednac¢ine. Dirakov spinor se pri vremenskoj in-
verziji transformise na slede¢i nacin

»(t,x) = Y (—t,x) = TY*(t,x) , (3.10.109)
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gde matrlca T zadovoljava T, T~ = (y#)*. U Dirakovoj i Vajlovoj reprezentaciji gama matrica

je T =iy'y?.
U Kvantnoj teoriji polja vremenska inverzija je reprezentovana antiunitarnim operatorom 7.

Dirakovo polje se transformise prema

Ta(t,%)77 " = nrTuwthe(—1,%) (3.10.110)

gde je nr fazni faktor. Pre nego $to odredimo kako vremenska inverzija deluje na kreacione i
anihilacione operatore nadjimo Tu(p,+) i Tv(p, ). Dobijamo

Tu(p,+) = i'7Yu(p,+) = —N, (02 O) ( R >

0 o, Ep—"-mgpi
Pl "
Y ( 728 ) 3.10.111
g U2Ep+lr)n¢i ( )
Primenom oy0* = —002 i o9’ = ip_, 099" = —ip; dobijamo Tu(p,£) = Fiu*(—p, F).
Sliéno se dobija Tw(p, £) = L£iv*(—p, $) Desna strana jednacine (3.10.110) je
* -1 z T T -1 _—ipx
Ta(t, X)T Z/ o) 3/2‘/ um(p)Tc(p, s)t e 4 vk (p)rd'(p,s)T e ? ) :

(3.10.112)
Leva strana jednacine (3.10.110) je

(=t %) = UTZ/ 21) 3/2\/ —isu*(—p, —s)c(p, 5)e TP

+ isv*(—p, —s)dT(p, s)e”E”t’ip'x>

= UTZ/ 7 gm/ Zsu “(p, s)c(—p, —s)e™”

- isv*(p,s)dT(—p,—s)e"p'”C) : (3.10.113)

Poredjenjem (3.10.112) i (3.10.113) dobijamo

re(p,s)7™ ! = isnpe(—p, —s)

rd' (p,s)T ' = —isnpd (—p,—s) , (3.10.114)
odnosno

cf(p,s)rt = —isnpc!(—p, —s)

rd.(p,s)T ' = isnrd(—p,—s) . (3.10.115)

Cesto se uzima 1y = —i. Inverzija prostora na elektron, odnosno pozitron deluju prema

Tlp,x.e7) = Finp|—p,F.e7)
TIp, £,et) = +Liny| —p,F,e7) . (3.10.116)
Vremenska inverzija menja znak impulsa i flipuje projekciju spina cestice, a helicitet Cestice
se ne menja pri prostornoj inverziji.
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3.11 CPT teorema

Svaka lokalna kvantna teorija polja ¢iji je lagranzijan hermitski i invarijantan na Lorencove

transformacije i ¢iji operatori zadovoljavaju vezu izmedju spina i statistike zadovoljava
CPTL(z)(CPT)™' = L(~x) .

Smatra se da je C'PT univerzalna simetrija u prirodi, tj. sve interakcije su invarijantne na C'PT
transformacije. Elektrodinamika je invarijantna na prostornu inverziju, vremensku inverziju i
konjugaciju naboja ponaosob. Slabe interakcije nisu invarijantne na prostornu inverziju, ali su
invarijantne na C'P i T' ponaosob.
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Glava 4

Kvantovanje elektromagnetnog polja

4.1 Uvod

Dejstvo za elektromagnetno polje je

S = /d4x£ = /d4ac< — %LFWF“” —j#A“>,

gde je j, gustina struje polja materije. Tenzor jacine polja je
F., =0,A,—0,A, .
Elektriéno i magnetno polje su izrazeni preko potencijala:

OA
E = — 2 _vA
a Y

B = rotA.

Komponente tenzora jacine polja su elektriéno i magnetno polje:

0A"  DA°
Fp = -2 %% _p
0 ot Ox?
0A" QA
£ O + o ~EikB -

Variranjem dejstva dobijamo Maksvelove jednacine
O™ = 5",

odnosno
A" — 0"0,A" = pog” .
Lako se vidi da su jednacine (4.1.3) prva i ¢etvrta Maksvelova jednacina,

divE = p

OE
tB = j+—.
ro J+ BN

65

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)
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Pored dinamickih jednacina elektromagnetno polje zadovoljava uslove
Ol +0,F5, + 0,F,, =0 . (4.1.6)

Lako se vidi da su to druga i tre¢a Maksvelova jednacina. Elektrodinamika je invarijantna na
kalibracione, odnosno gauge transformacije

Ay = Ay + 0,0 (4.1.7)

gde je A = A(x) proizvoljna diferencijabilna funkcija. Tenzor ja¢ine polja se ne menja pri ovoj
transformaciji. Prvi ¢lan u dejstvu (4.1.1) je gauge invarijantan, dok se interakcioni ¢lan pri
gauge transformacijama menja prema

/ d*zj, A" — / d*xj, A" + / d*zj,0"A . (4.1.8)

Primenom parcijalne integracije, uz odgovaraju¢e asimptotsko ponasanje ¢lana j,A u beskona-
¢nosti, dobijamo

/ d*xj, A" — / d*zj, A" — / d*zA(0,5") . (4.1.9)

Poslednji ¢lan je jednak nuli, jer je elektromagnetno polje kuplovano sa o¢uvanom strujom.
Cetvoropotencijal A" ima ¢etiri komponente, ali zbog gauge simetrije samo su dve komponente
nezavisni stepeni slobode.

4.2 Kanonski hamiltonijan

Generalisani impuls konjugovan potencijalu A, je

oL
= = —F% 4.2.10
a(aOAu) ( )
Generealisani impuls 7° je jednak nuli, dok su prostorne komponente generalisanog impulsa date
sa
m=-F"=F;. (4.2.11)

Dakle, generalisani impuls konjugovan potencijalu A° je elektri¢no polje, a generalisani impuls
konjugovan nultoj komponenti potencijala je jednak nuli. Zbog toga komutaciona relacija

[Ao(t,x), 7(t,y)] = —i6®) (x — y) (4.2.12)

nije konzistentna. Jednac¢ina 7° = 0 je veza u teoriji.
Kanonski hamiltonijan se dobija iz lagranzijana

H = /d?’x(ﬂ“flu — L)

= /d3$ (71'1./4@' + Z_lEjFU + §F0iFOl>
| 1, 1
_ /d% (E(E — 'A% + 5B 51532) . (4.2.13)
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Primenom parcijalne integracije dolazimo do

1, 1
H= / d3x(§B2 + 5B - AodivE> . (4.2.14)

Iz zadnjeg izraza vidimo da A° igra ulogu Lagranzevog mnozitelja, tj. nije dinamicka promenljiva.
Fundamentalne Poasonove zagrade su

{Au(t.%), 7, (t,¥))} = g6 (x —y) . (4.2.15)

Ve¢ smo rekli da je 7° = 0 veza u modelu. Veze u teoriji polja su analogne vezama kod mehanickih
sistema, sa kojima ste se upoznali u Analitickoj mehanici. To su relacije koje zadovoljavaju
koordinate i impulsi i na taj nac¢in one smanjuju broj stepeni slobode. Nadjimo sada vremenski
izvod od 7°. Lako se vidi da je

7 = {n(t,x), H} = divE . (4.2.16)

Kako je 7% = 0, to mora biti i 7° = 0. Dakle uslov konzistentnosti veze 7° = 0 daje drugu vezu
divE = 0, sto je Gausova teorema. Zadnji clan u hamiltonijanu (4.2.14) mozemo odbaciti.

Pokazite da vazi {divE, H} = 0. Ovaj uslov znac¢i da se ne pojavljuju nove veze u teoriji.
Dakle, elektromagnetno polje je primer sistema sa vezama.

4.3 Kvantovanje eletromagnetnog polja u Kulonovoj kali-

braciji

Potencijal u Kulonovoj kalibraciji zadovoljava uslov divA = 0. v = 0 jednacina (4.1.4) u
Kulonovoj kalibraciji je

Np=—p, (4.3.17)
odakle je
1 [ pt,x)da
o(t,x) = 47r/ x—x] (4.3.18)

uz asimptotski uslov ¢ — 0 kad |x| — co. Dakle za slobodno elektromagnetno polja (p =0, j =
0) skalarni potencijal je nula, ¢ = 0. U Kulonovoj kalibraciji potencijal zadovoljava divA = 0,
ali jei A = 0. Ako uzmeno da je A° = 0, lagranzijan za slobodno elektromagnetno polje je

1 | .
L= _ZFZ-]-FW — éaoAiaOAz : (4.3.19)
Iz (4.3.19) nalazimo generalisane impulse konjugovane sa A;:
. oL .
i — =_—FY=F, . 4.3.20
" (@A) (4.5.20)

Pretpostavimo da istovremene komutacione relacije za A; i impulse ¢ imaju oblik

[Ai(t,x), 7 (t,y)] = i676® (x —y) . (4.3.21)
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Divergencija leve strane ove relacije je jednaka nuli, dok desna nije. Dakle, istovremene komuta-
cione relacije (4.3.21) nisu konzistentne sa Kulonovim kalibracionim uslovom, divA = 0. Zato
moramo pazljivije da postavimo komutacione relacije.

Podsetimo se Helmholcove teoreme iz vektorske analize. Svako vektorsko polje A mozemo
rastaviti u transverzalnu ( A7) i longitudinalnu komponentu (A ):

A=Ar+A;. (4.3.22)

Transverzalna komponenta zadovoljava uslov divA; = 0, a longitudinalna rotA; = 0. One su
date sa

. o 8.0\ -
(Ap)i = (Pp)idl = (5ij - —J)AJ

A
(Ap) = (P)jA = aAaJA] (4.3.23)

gde su Pr i Pp, transverzalni, odnosno longitudinalni projektori. Oznaka 0;0,/A je simbolicki
zapis diferencijalnog operatora:

095 _ 0:9;

= @) (x —
A A(S (x—y). (4.3.24)

Longitudinalna komponenta vektorskog polja je
; azxam
A =[50 y)ai(y)

_ / d k‘ kk ik (x_y)Aj(y)
) d3k efik-(xfy)
= — 3y AJ 9.
/d yA (Y>azwajw/ (27)3 K2

, 1 1
= 3y A7 0.

1 1 .
S / Ay V() (4.3.25)

Dakle longitudinalna komponenta vektorskog polja je

divA(y
= —v/d3 ] yl (4.3.26)

Kulonov kalibracioni uslov povlaci da je A = Ar, tj. longitudinalna komponenta vektorskog po-
tencijala je jednaka nuli. Sliéno, generalisani impuls razlazemo na transverzalnu i longitudinalnu
komponentu

Tn=E=mp+m,. (4.3.27)

Iz definicije generalisanog impulsa je jasno da generalisani impuls (tj, elektri¢no polje) ima
samo transverzalnu komponentu. Od cetiri komponente vektorskog potencijala samo su dve
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transverzalne komponetne nezavisni stepeni slobode. U Kulonovoj kalibraciji radimo sa fizickim
stepenima slobode, dok je Lorencova simetrija manifestno izgubljena.

Sada ¢emo se vratiti problemu istovremenih komutacionih relacija. Relacije (4.3.21) su nesa-
glasne sa Kulonovim kalibracionim uslovom. Posto ne¢emo ulaziti u Dirakovu proceduru kvan-
tizacije sistema sa vezama probac¢emo da pogodimo komutacione relacije. Da bi komutacione
relacije bile u saglasnosti sa Kulonovim kalibracionim uslovom mora vaziti

[Al(t7 X)’ wl (t’ Y)] = [ATZ (ta X)a W%‘(tv Y)] . (4328)
Na osnovu definicije transverzalne komponente je

[ATi(t>X)a7r%‘(t>Y)] = —[Aéﬂ(tvx)aﬂ%(tv}’)]
= _/d3Z1/dSZQ(PT)im(X,Zl)(PT)jn(y,ZQ)[Am(t,Zl),ﬂ_n(t,zz)]

Zamenom ovog izraza u (4.3.28) dobijamo

[A'(t,x), 7T (t,y)] = /dgzl/d322(PT>im(X,Zl)(PT)jn(y,ZQ)[Am(t,Z1)7Wn(t,ZQ)] . (4.3.29)

odnosno simbolicki

(A" 7] = (Pr)',, (Pr),[A™,7"] . (4.3.30)
Resenje ovog uslova je
[Ai, 7] = i(Pr);” (4.3.31)
tj.
, 9:0:
. J — (8. — 2 s@(x —
[Ault, %), 7 (1Y) = (0 — 2 )0 (x—y)
. 4’k klk] —ik-(x—y)
_ Z/W(@j— = )e , (4.3.32)

jer je PZ = Pr. Desna strana (4.3.32) naziva se transverzalnom delta funkcijom.
Rezimirajmo: Istovremene komutacione relacije za elektromagnetno polje u Kulonovoj kalibraciji
su

A0, 70 y)] = i(5 - 20) P x —y)
A0, A(ty)] = [F(t3).7(0y)] = 0. (4.3.33)

Iz lagranzijana (4.3.19) dobijamo jednacinu za vektorski potencijal JA = 0. Njeno partikularno
reSenje je ravan talas A = e(p)e 77, gde je €(p) polarizacioni vektor. Zamenom u jednacinu
dobijamo p? = 0, tako da ¢emo uzeti p* = (|p|, p). Kulonov kalibracioni uslov daje ogranicenje
p - €(p) = 0. Polarizacija fotona je transverzalna. Ako se foton krece duz z—ose, tj. p = pes,
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onda polarizacioni vektori pripadju Oxy—ravni. Polarizacioni vektori €;(p) = e, 1 €2(p) = e
odgovaraju linearnoj polarizaciji, dok izbor

Y

e; +iey
61(p) = \/5
e(p) = L (4.3.34)

V2
odgovaraju kruznim polarizacijama. Polarizacioni vektori su ortonormirani

Vektori €1(p), €2(p) 1 p/|p| ¢ine bazis, pa vaze relacije kompletnosti

S e (p)ei(p) = by - fpfi -

r=1

(4.3.36)

Primetimo da se desna strana ove relacije poklapa sa desnom stranom u (4.3.32). Opste resenje
za vektorski potencijal je

~ 1 dk i ik
AW =3 G m(w(k)er(me Falieetr)| (4.3.37)

gde su a,(k) i al (k) anihilacioni odnosno kreacioni operatori. Vakuum je definisan sa a,(k)|0) =
0. Stanje af(k)|0) je foton impulsa k i polarizacije r. Vigecesticna fotonska stanja dobijaju se
uzastopnom primenom kreacionih operatora. Elektricno polje je dato sa

2
E(z) = z; T /d /ﬂ/7<ar(k)er(k)e —af (k)€ (k)e )
Iz (4.3.33) slede komutacione relacije za kreacione i anihilacione operatore

la,(k), al(q)] = 57“85(3) (k —q),
[ar(k), as(q)] = [af(k),al(q)] = 0. (4.3.39)

Dobili smo bozonske komutacione relacije.

(4.3.38)

KO=|k|

4.3.1 Hamiltonijan i impuls

Kanonski hamiltonijan je dat izrazom (4.2.14). Hamiltonijan se takodje moze dobiti integracijom
00 komponente tenzora energije-impulsa. Tenzor energije impulsa je ocuvana gustina struje pri
translacijama. Primenom (1.2.67) dobijamo

oL

1
— P af
TW = 8(8“ p)a,,A —|—4gWFa5F

1
= —F,,0,A" + ZngagFaﬁ : (4.3.40)
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Tenzor energije-impilsa nije jednoznacan. Mozemo mu dodati ¢lan cija je divergencija jednaka
nuli. To neée uticati na naboje (u ovom slu¢aju ¢etvorpimpuls polja) koje dobijamo integraciojom
po troprostoru. Ova sloboda u definisanju tenzora energije-impulsa se koristi da bi se ovaj tenzor
simetrizovao (zadatak 5. 18). Tenzoru enrgije-impulsa elektromagnetnog polja dodaéemo ¢lan
0°(F,,A,). Divergencija ovog ¢lana je jednaka nuli

9"0°(F,,A,) =0, (4.3.41)

jer je deo koji sadrzi parcijalne izvode simetrican na zamenu indeksa p i p a preostali deo je
antisimetrican po ova dva indeksa. Novi tenzor energije-impulsa je

Ty = Ty + 0°(F,pA,) . (4.3.42)

Lako se vidi da je

) 1 ) -
T = —FYF% 1 Z(QFOZ-FOZ + F;FY)
1
= E*+ Z(—QEQ + 2B?%)
1
= §(E2 + B2) )
j:v()i — —FOJFZJ
= ¢PE/ B
(E x B)", (4.3.43)
- o o 1
TV = —B'E +e"" BB + S (B - BY)d;
= —(E'E’ + B'B’ — 6;;Tyo) -
Iz izraza (4.3.43) je jasno da su Too T, — ~Z-j gustna energije, impulsa i Maksvelov tenzor napona.
Odredimo sada hamiltonijan elektromagnetnog polja. On je dat izrazom (4.2.14). Takodje,

hamiltonijan mozete na¢i kao integral 00 komponete tenzora energije impulsa. Dakle, polazimo

od

1
H=3 / d*z(E* + B?) . (4.3.44)

Primenom (4.3.38) je

1 [ 5o -
E/dng - _4(27r)3Z
- ar(p)ai(k
- ai(p)as(k

Integracijom dolazimo do

[ DT (Dl (e () - (a2

1
p) - €:(@)e® >+ al(p)al (W)€ (p) - €5(a)e P
)

3 [ daE = }lz [ @ipl] - a.(p)ar(~p) ~ al(Plal(-p) + ar(p)a () + al(p)es(p)]
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Sli¢no se nalazi i doprinos hamiltonijanu od magnetnog polja. Hamiltonijan je

=Y [ Eiplalp)a. v) (4.3.45)

Hamiltonijan slobodnog elektromagnetnog polja je suma beskona¢no puno neinteragujuc¢ih os-
cilatora. Za svaki impuls p imamo dva oscilatora. Impuls elektromagnetnog polja se dobija
integracijom 0i komponente tenzora energije impulsa

P:/&ﬁm, (4.3.46)

odnosno

P:/ﬁ%ExB. (4.3.47)

Rezultat je
2

P = z;/d?’ppai(p)ar(p) . (4.3.48)

4.3.2 Spin fotona

Dejstvo za elektromagnetno polje je invarijantno na Lorencove transformacije. Infinitezimalna
promena vektorskog potencijala pri Lorencovim transformacijama je §A, = w,? Az. Nulta kom-
ponenta Neterine struje je

oL
JO = —— A, —T°w"”
(B0 As) v e
1
= 5(,«)&6( — FoaAlg + FQBAQ — :L’ﬁToa + JIQT()g) . (4349)

Generalisani angularni moment elektromagnetnog polja je
MNV = /d3.1'< — FO,U,AZ/ + FOI/A,u — .CL'VTOM + quo,j> . (4350)

Dva sabirka u kojima figurisu x koordinate su orbitalni deo, dok su preostala dva sabirka spinski
deo uglovnog momenta. Definisimo J; = %eijkM k- Dakle, spinski deo uglovnog momenta je

1 .
Sl = §€lij /dgl‘(—FDZ’Aj + F()jAZ') = Elij /d3$ AYAY (4351)
Vektorski potencijal (4.3.37) zameni¢emo u izraz za spin. Mozemo uzeti da je t = 0. Integracijom

po prostornim koordinatama i jednom impulsu dolazimo do

S o= %Ezij Zl/d3k<—ei(k)eg(—k)ar(k)as(—k)
+ (ke (K)al(k)a, (k) — € (k)el (), (k)a. (k)

+

+ e:;*(k)eg*(—k)ai(k)as(—k)) . (4.3.52)
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Ako u prvom i ¢etvrtom ¢lanu u podintegralnom izrazu zamenimo indekse r i s i p zamenimo sa
—p, dobicemo iste izraze. Zakljucujemo da su ti clanovi simetri¢ni na zamenu ¢ sa 7. Mnozenjem
tih izraza sa antisimetriénim simbolom Levi-Civita dobijamo nulu. Dalje se moze pokazati da
su drugi i trec¢i ¢lan jednaki. Dakle spin elektromagnetnog polja je

S=i il / ke, (k) x € (k)al(k)a,(k) . (4.3.53)

Uzmimo da se polarizacioni vektori realni. Tako dobijamo

= 3 E aT a —GT a
S = [ diad09009 - al90:00). (43.54)

Neka su stanja fotona data sa

la, +1) = al.(q)]0) = —=(a{(q) £ ial(q))|0) . (4.3.55)

Sl

Ako se foton kre¢e duz z—ose tada je
Ss|la = ge3, £1) = £|q = ges, £1). (4.3.56)

Dakle stanja |q = ges, +1) opisuju fotone koji se kreéu duz z—ose i imaju helicitet +1. Spin
fotona je jednak jedinici. Napomenimo da je helicitet fotona 41 i da ne moze biti nula. To je
zbog toga sto je foton bezmasena cestica. Detalji na kursu Teorija elementarnih cestica.

4.4 Kvantovanje elektromagnetnog polja u Lorencovoj kali-
braciji

Lorencov kalibracioni uslov je 9, A" = 0. Ako potencijali ne zadovoljavaju Lorencov kalibracioni
uslov onda mozemo napraviti kalibracionu transformaciju tako da dobijemo nove potencijale
koji zadovoljavaju Lorencov gauge. Dakle, ako je 0,A* = 1 (z) # 0, onda prelazimo na nove
potencijale A" = A*¥4-0*A. Uslov 9,A" = 0 daje A = —. Ova nehomogena talasna jednacina
ima reSenja. Fiksiranje simetrije nije potpuno, jer se mogu vrsiti kalibracione transformacije sa
funkcijama A koje zadovoljavaju homogenu talasnu jednacinu CJA = 0.

Lorencov kalibracioni uslov, pomocu lagranzevog mnozitelja, A ¢emo ukljuciti u lagranzijan.
Modifikovana gustina lagranzijan je

1 A 2

Drugi sabirak je ¢lan koji fiksira kalibraciju. Variranjem po lagranzevom mnozitelju, odnosno
po potencijalu dobijamo jednacine kretanja:

9, A" = 0
OA" — (1 - N)o"(,4") = 0. (4.4.58)
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Opservabilne veli¢ine ne zavise od vrednosti A. Izbor A =1 je tzv. Feynmanov ’gauge’, A = oo
Landauvljev, a A = 0 unitarni 'gauge’. Re¢ gauge smo stavili pod navodnike jer se radi o izboru
vrednosti parametra A, a ne o fiksiranju neke gauge simetrije. Dalje ¢emo raditi u Feynmanovom
gaugu u kojem lagranzijan ima oblik

C- —%8”141,8”14” , (4.4.5)

gde smo odbacili ¢lanove koji su totalna divergencija. Ovaj lagranzijan se naziva Fermije-
vim lagranzijanom i on odgovara zbiru cetiri bezmasena Klajn-Gordonova polja. Medjutim,
Maksvelova teorija nije ekvivalentna sa cetiri skalarna polja, zbog Lorencovog kalibracionog
uslova. Za A = 1 jednacina kretanja je LJA* = 0. Opste resenje ove jednacine je

Z 3/2 d°k ( )el (k)e~ik —|—a;(k)€§f(k)6ik'x) ; (4.4.60)

Vo

gde su €4 (k) polarizacioni vektori. Indeks A uzima vrednosti 0,1,2 i 3. Polarizacioni vektori
e (k) and €5 (k) odgovaraju transverzalnoj polarizaciji. Skalarana polarizacija je ff = n*, gde
je n* jedninicni vektor vremenskog tipa. Mozemo izabrati n* = (1,0,0,0). Longitudinalna
polarizacija ¢4 (k) je data sa

k* — (n - k)n*

400 = ="

Ako je n* = (1,0,0,0) tada je
0
po_
€3 = (k/|k’) ) (4.4.61)

tj. polarizacija ovog fotona je duz pravca kretanja. Za foton koji se krece duz z—ose ¢etvoroimpuls
je
k= (k,0,0, k)T, (4.4.62)

a polarizacioni vektori su

ok
I
wr

(4.4.63)

e R e B e R
oo, O
(@)

T
I
O~ OO
—_ o o o

Vaze sledece relacije

et (h) = heh(h) = 0
kueq (k) + kueh(k) =0 . (4.4.64)

Polarizacioni vektori zadovoljavaju relacije ortonormiranosti

gmer(k)ex (k) = gav (4.4.65)
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i relacije kompletnosti

el (ki (k) = g (4.4.66)

U ova dva izraza g,y nije metrika, ve¢ se samo numericki sa njom poklapa. Npr.
gweo(k)eg (k) = 1, guet (k)ef™ (k) = =1, guei(k)ey’ (k) = 0. (4.4.67)
Iz (4.4.59) generalisani impulsi su 7# = —0yA*. Istovremene komutacione relacije u Lorencovoj

kalibraciji su
[Au(t,x), 7 (t,y)] = —i6,0 (x — y)
(At %), A, (6,y)] = [7(,), 7 (1,y)] = 0. (4.4.68)

Iz (4.4.68) nac¢i¢emo komutacione relacije izmedju kreacionih i anihilacionih operatora. Uzmimo
dajet=0. Iz

d3k (

] Jaw

rhz) Z e jmik\ [(ax(R)e k)™ — af ek (k)e™)  (4.4.60)

.
=
=

I
Mw

sledi

ay(k) = d%ﬁ k| A (x) + i A*(x) ) gan€un (K)
(2m

)*2\/2[K|

t — 3 —eik.x r(x) — i A (x 1€\
al(k) = /d :B(2W)3/2\/m<|k|/l (x) — 1 A¥( ))g)\A av (k) . (4.4.70)

Nadjimo sada komutator izmedju anihilacionih i kreacionih operatora. Polazeé¢i od (4.4.70)
imamo

0. cl(@) = [ ey S (A0 A0 (R

2m)*/ K|l

+ Z|C[|[A‘LL(X), Ay(y)]g)\reur(k)g)\’seus(q>>

= [ ), A K)ey (k) g™
_ / xm(—r A" (x), A" (¥)]gr-gs6r (K)vs (K)g

— Pk —q) . (4.4.71)

Slicno se pokazuju i slede¢a dva komutatora

[ax(k), ax(a)] = [a}(k), a},(a)] = 0 . (4.4.72)

Komutacione relacije za transverzalne i longitudinalne fotone imaju standardni oblik, dok se
u komutatoru za skalarne fotone pojavljuje dopunski znak minus:

[ao(k), af(@)] = =0 (k —q) . (4.4.73)
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Vakuum je definisan sa uslovima ay(k)[0) = 0. Jednocesti¢na stanja se dobijaju delovanjem
kreacionog operatora na vakuum, tj. [k, \) = al(k)|0). Za skalarne fotone je

(k, 0lp, 0) = (0]ao(k)ag(p)[0) - (4.4.74)
Primenom komutacionih relacija dobijamo
k,0lp,0) = 0¥ (k — q) . (4.4.75)

Norma skalarnih fotona je negativna, tj. ova stanja su duhovi (ghost). Oni poti¢u od neobi¢nog
znaka minus u komutatoru (4.4.73). To je takodje i posledica pogresnog znaka clana u la-
granZijanu' za ove fotone. Da bismo izbegli problem beskonaéne norme proverite da je norma
stanja

16) = / &k f (k) () 0)
data sa

(BN = - / k| ()2

Skalarni fotoni su gostovi i oni kao i longitudinalni fotoni nisu fizicki stepeni slobode. Medjutim
da bismo manifestno oc¢uvali Lorencovu kovarijantnost teorije zadrzac¢emo i ove fotone. Ali
vide¢emo da oni ne daju doprinos opservabilnim veli¢cinama.

Hamiltonijan elektromagnetnog polja je

H = /d3x (A, + %@AVEJ“A”) :

1. . 1 ;
_ /d3:z: (g AAL - S0A,0A)
3
= 3 [ gl 909
A=0

= / d%\ky(z al (K)a; (k) — af (K)ag(k)) . (4.4.76)

=1

Skalarni fotoni daju negativan doprinos hamiltonijanu. To ukazuje na problem: spektar stanja
nije ogranicen odozdo. Medjutim, ovaj problem ¢emo uskoro resiti. Zaboravili smo Lorencov
kalibracioni uslov. Ovaj uslov je nemoguc¢e nametnuti kao operatorsku jednakost, jer je kon-
tradiktoran sa komutacionim relacijama. Uzelemo da fizicka stanja, |¢)) zadovoljavaju slabiji
uslov

DA D) =0 (4.4.77)

L= —%(’)OAO@OAO +....
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gde je A*) pozitivno frekventni deo potencijala. 1z (4.4.77) sledi

(|8, AP|1h) =0 . (4.4.78)
Kako je
3
9, A = Z 57 | o ax(k)el (k)e ™™

A=

b (k) = kel (k) = 0
kueh (k) = —k,ei(k) =n-k, (4.4.79)
to uslov (4.4.77) daje sledeéi uslov na fizicka stanja
(ao(k) — as(k))[v) = 0. (4.4.80)
Lako se vidi da je
(vlag(k)ao(k) — aj(K)as(k)[) =0 . (4.4.81)

Fizicka stanja sadrze isti broj skalarnih i longitudinalnih fotona. Oc¢ekivana vrednost hamiltoni-
jana elektromagnetnog polja je

wltle) =Y [ ErKlwlal09al0]) - (1.452)

Samo transverzalni fotoni (tj. pravi fotoni) daju doprinos hamiltonijanu. Sli¢no vazi i za druge
opservable. Opisani metod kvantizacije je tzv. Gupta—Blojler kvantizacija.
Longitudinalni i skalarni fotoni su dekuplovani u Lorencovoj kalibraciji.

4.4.1 Fotonski propagator

Feynman-ov propagator za elektromagnetno polje je vakuumska ocekivana vrednost vremenskog
uredjenja dva operatora polja

iDE' (x—y) = (O]T(A"(x)A"(y)|0)
= 0(z0 — yo)(0[A"(x) A" (y)[0) + O(yo — w0) (0] A" (y) A*(2)[0) . (4.4.83)

Lako se vidi da je

@AW = 3 s [ 5 e e @) Ol Kal(al0)

3
1 —ik-(z—y) 1
— (2 €T k v k
> / 0909,

= g're @) 4.4.84
/ 2m) 32]k\ ( )
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Feynmanov propagator je onda dat sa

: v d3k v —ik-(x— —ik-(y—x
iDE (x —y) = —/mg“ (6 o y)9(9€0 —Yo) +e€ b )9(90 - $0)> : (4.4.85)

Primenom Kosijeve teoreme o rezidumima gornji rezultat postaje

d*k —ig™
.Dp,y o — —zk-(az—y) . 4486
iDY (x —y) /—(27T)4—k2—|—’i66 ( )
Izraz o
AUV _Zg
DH* =7 4.4.87
e ) = e A5

je Feynman-ov propagator u impulsnom prostoru. Ovaj rezultat za propagotar je dobijen u
Feynman-ovoj kalibraciji, tj. za A = 1. U slu¢aju proizvoljnog A izraz za propagator je

e g N ik
Dy = =9 (1 2) 44,
Dr ) =1t ( )\> (k2 + ie)2 (4.4.88)



Glava 5

Perturbativni racun

Do sada smo razmatrali slobodne teorije polja, koje su samo kockica u izgradnji teorije polja koja
opisuje realan svet. Lagranzijani slobodnih teorija polja su kvadratni po poljima, a odgovarajuce
jednacine kretanja su linarne. U slobodnim teorijama polja Cestice ne interaguju medjusobno.
Njihov broj se odrzava. Sa druge strane u prirodi cestice, zahvaljujuci interakciji, se anihiliraju
i kreiraju. Najprostiji primer interakcione teorije skalarnog polja je tzv. ¢*—teorija. Gustina
lagranzijana ove teorije je

1 ; m? A
£=Lt@0re - gt - dot 5.0

Prva dva ¢lana u (5.0.1) predstavljaju gustinu lagranzijana slobodne teorije. Treé¢i clan je inter-
akcija skalarnog polja samog sa sobom. A je konstanta interakcije. Jednacina kretanje skalarnog
polja se lako dobija iz gustine lagranzijana (5.0.1):

(O +m?)¢ = —%qﬁ?’ : (5.0.2)

Ova jednacina je nelinearna i ona ne moze biti egzaktno resena. Iz (5.0.1) generalisani impuls

je isti kao i u slobodnoj teoriji m = ¢, jer interakcioni ¢lan ne sadrzi izvode polja. Istovremene
komutacione relacije su iste kao za slobodno skalarno polje

[6(x), 7(y)] = i6®)(x — y), [#(x),0(y)] = [r(x), 7(y)] =0 . (5.0.3)

Hamiltonijan ¢* teorije je

. /1 1 A
= [a(le s oo s 2ot). 04
[ (500 (VR + o (500
Poslednji ¢lan u hamiltonijanu je interakcioni hamiltonijan
5. A
Hy= [ d T (5.0.5)

Drugi vazan primer interakcione teorije je kvantna elektrodinamika (QED). Gustina la-
granzijana je

£ = G0, — ieAy) = m)u = TFu P = (0,47 (5.06)

79
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odnosno . \
L = Q10 = m = JFuF* = 50, A" + el (5.0.7)
Poslednji ¢lan opisuje interakciju fotona sa elektronom. Interakcija elektrona sa fotonom se

dobija zamenom oc¢i¢nog izvoda u Dirakovom lagranzijanu sa tzv. kovarijantnim izvodom
Oy — 0y —ieA,, . (5.0.8)

Naravno potrebno je dodati i kineticki ¢lan za elektromagnetno polje. Detaljnije o ovoj preskrip-
ciji na kusu Teorije elementarnih cestica.

Sledeci primer je tzv. Jukavina teorija. Ona opisuje interakciju skalarnog polja sa Dirakovim.
Gustina lagranzijana Jukavine teorije je

B 1 B
L= GO — m) + 50,6046 — S0 — igihio, (5.09)

Recimo na kraju da ne postoji beskona¢no puno interakcionih lagranzijana. Interakcija mora
zadovoljiti neke kriterijume. Kao prvo ona mora biti Poenkare invarijantna, zatim lokalna,
renormalizabilna i unitarna. Lokalnost znac¢i da sva polja i izvodi polja u interakcionom la-
granzijanu su u istoj tacki prostor—vremenaje. Lokalnost teorije polja obezbedjuje vazenje
principa mikrokauzalnosti. Lokalnost npr. iskljucuje interakciju tipa ¢(x)o(y), gde su = i y
razlicite tacke prostor-vremena. Renormalizabilnost je vezana sa ponaSanjem teorije na viskom
energijama. Ona zabranjuje clanove tipa ¢", n > 4. Renormalizabilnost se detaljno izucava u
Kvantnoj teoriji polja 2.

5.1 Sredingerova, Hajzenbergova i Dirakova slika

U kvantnoj teoriji se koriste tri reprezentacije stanja fizickih sistema, odnosno operatora. To su
tzv. Sredingerova, Hajzenbergova i interakciona (Dirakova) slika.

U Sredingerovoj slici stanja i operatore ¢emo obeleziti sa indeksom S. Stanja u ovoj slici
zavise od vremena, a operatori ne nose vremensku evoluciju. Dinamika stanja u Sredingerovoj
slici odredjena je Sredingerovom jednacinom

z% = Hl(t))s . (5.1.1)
Iz Sredingerove jednacine je
()5 = Us(t, to) [ (to))s (5.12)

gde je Us(t,ty) evolucioni operator u Sredingerovoj slici. Zamenom (5.1.2) u (5.1.1) dobijamo

diferencijalnu jednacinu
; AUs(t,1g)

ot

koju zadovoljava evolucioni operator u Sredingerovoj slici. Ako je Hamiltonijan nezavisan od
vremena (zatvoren sistem), onda je evolucioni operator dat sa

Us(t,to) = e (=10, (5.1.4)

— HUs(t, to) (5.1.3)
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U Hajzenbergovoj slici vektori stanja ne zavise od vremena, dok operatori nose vremensku
evoluciju sistema. Vektor stanja u Hajzenbergovoj slici je definisan sa

W) = [Y(to))s = Us™ (L, o) [ (1))s (5.1.5)

gde je ty referentna tacka. Dakle, Hajzenbergov vektor stanja se poklapa sa Sredingerovim
vektorom stanja u trenutku ty. Specijalno, ako hamiltonija ne zavisi od vremena imamo

V)i = [(to))s = TN (t))s - (5.1.6)

Matricni elementi operatora su isti u obe slike

s(W#)|O0sl(t)s = wW|Ox®)|V)m
pa je veza izmedju operatora u Hajzenbergovoj i Sredingerovoj slici data sa
Ou(t) = Ug'(t,t0)Os(to)Us(t, to) - (5.1.7)

Diferenciranjem gornje jednacine po vremenu dobijamo Hamiltonovu jednac¢inu koju zadovol-
javaju operatori u Hajzenbergovoj slici

A0 (1)
dt

gde je Hy(t) = Ug'(t,t0) HUs(t,to) hamiltonijan u Hajzenbergovoj slici.
Hamiltonijan celog sistema H je zbir slobodnog Hamiltonijana Hy i male perturbacije (in-
terakcioni ¢lan) Hiy:
H=Hy+ Hiy .

Operatori u interakcionoj slici se definiSu analogno sa operatorima u Hajzenbergovoj slici, samo
se umesto H uzima Hy:

Oy (t) = M=) O (tg)eHoltt0) (5.1.9)

odnosno

Or(t) = U(t, to)Ou(t)U (¢, t0) , (5.1.10)

gde je U(t,ty) = e’folt=10)g(¢, t4) evolucioni operator odnosno propagator u interakcionoj slici.
Ako hamiltonijan H ne zavisi od vremena onda je

Ult, o) = e'folizto) =il (i=to) (5.1.11)
Matri¢ni elementi operatora su isti u Sredingerovoj i interakcionoj slici
s@W®|0slv(t)s = 1(W01(t)|Y)r ,
pa je

() = el y(t)s (5.1.12)
— eiHO(t_tO)Ugl(t,to)hD)H
= Ut to)[¥)m - (5.1.13)
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U referentnoj tacki sve tri slike se poklapaju:

[Y(to))r = [(to))s = [¥)m
O1(ty) = O (to) = Os . (5.1.14)

Najcesce se uzima da je to = 0. Iz (5.1.13) sledi

() = U(¢, to)[¢(to))1 - (5.1.15)
Diferenciranjem (5.1.15) po vremenu dobijamo jednac¢inu kretanja za stanja u interakcionoj slici
Ot
A (b o)) (5.1.10
gde je . .
(Hyne)r = €010 (H,, ) Holi=to) (5.1.17)

hamiltonijan interakcije u interakcionoj slici. Diferenciranjem (5.1.9) po vremenu dobijamo
diferencijalnu jednacinu koju zadovoljavaju operatori u interakcionoj slici

dO; (1)

2 = [O4(t), Ho. (5.1.18)

?

Operatori u interakcionoj slici evoluiraju po slobodnom Hamiltonijanu. Iz tog razloga ova slika
se dosta koristi u teoriji polja.
Skalarno polje u Sredingerovoj slici je razvoj po ravnim talasima

k>67iEkto+ik-x + aT<k>€iEkt0*ik'x> ] (5.1.19)

Odgovarajuéi operator u Hajzenbergovoj slici' je

o (t,x) = Ug'(t, to)ds(to, x)Us(t, to) - (5.1.20)

Hamiltonijan interakcione teorije, H nije dijagonalan po kreacionim i anihilacionim operatorima,
tj. nije oblika (2.1.19). Zbog toga se operator skalarnog polja u Hazenbergovoj slici ne moze
ergzaktno odrediti. Dakle skalarno polje u Hajzenbergovoj slici sigurno nema oblik (2.1.4).
Skalarno polje u interakcionoj slici je dato sa

br(t,x) = ot o (1 x)e~tHolt=to) (5.1.21)

Hamiltonijan slobodne teorije (2.1.19) daje

1 dgk —iELzo+ik-x T iFBpro—ik-x
(a(k)e &0 +a (k)e kZ0 ) . (5.1.22)

(27’(’)3/2 £/ 2Ek 20=t—tg

Skalarno polje u interakcionoj slici izgleda isto kao u slobodnoj teoriji polja. To je velika prednost
interakcione slike.

br(to,x) =

1Cesto se indeks H izostavlja.
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to
t1 =to
=
to t 4

Slika 5.1: Oblast integracije

5.2 Dajsonova formula

Iz (5.1.16) sledi da evolucioni operator u interakcionoj slici U(t,ty) zadovoljava diferencijalnu
jednacinu
U (t,to)
ot
i grani¢ni uslov Ul(tg,tp) = 1. Sada ¢emo resiti ovu diferencijalnu jedna¢inu. Naivno bi bilo
ocekivati da je resenje oblika

= (Hint)1 (U (¢, %0) , (5.2.23)

U(t, tg) = e "Hind1(t=to) (5.2.24)

Ovo resenje je pogresno, jer je hamiltonijan interakcije operator, a ne funkcija. Jednaé¢inu (5.2.23)
¢emo prepisati kao integralnu jednacinu

Ut to) =1 —i / t(Hmt)I(t)U(t,to) . (5.2.25)

Ovu jednac¢inu ne mozemo resiti egzaktno, ve¢ ¢emo je resiti perturbativno. Pretpostavi¢emo
da je hamiltonijan interakcije mali, odnosno da je konstanta interakcije mala. ReSenje je per-
turbativni razvoj po stepenima konstante interakcije:

Ult,to) =1+ UW(t, ) + UD(t,t) + ..., (5.2.26)

gde je U™ (t,15) ¢lan n-tog reda po konstanti interakcije. Zamenom (5.2.26) u (5.2.25) i iz-
jednacavanjem po istim stepenima dobijamo

t
U (1)) = —i / by (Hon )1 (11)
to
t
UD(t,t)) = —i/ Aty (Hpy )1 (8)UD (1, 10)

_ (i) /t d /t o (i) (1) (Hing )1 (£2) - (5.2.27)

Generalno, n—ti sabirak je
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U™ (t,ty) = /dtl/ dty- - / Aty (it )1 () (Hing )1 (t2) - .. (Hing)1(tn) . (5.2.28)

Razmatrajmo sada integral

L= /t at, /t " s (o) () (o)1 (1) (5.2.29)

Pri ovoj integraciji je to < to < t; < t, Sto odgovara 'donjem’ trouglu na slici 5.1. Integral I
mozemo da prepiSemo u obliku

I = /t Lt /t tdtg(Hmt)I(tl)(Hmt)f(tg)G(tl—tg). (5.2.30)

Integral
t to
to to

je dobijen iz I, zamenom t; ity i jednak je sa njim. Kod ove integracije je tg < t; < ty < t, Sto
je gornji trougao na slici. Ovaj integral mozemo prepisati u obliku

I = /tt dt, /tt dty (Hint) 1 (t2) (Hing ) 1(t1)0(ta — t1) . (5.2.32)

Dakle I, = I} = 1(I, + I}), pa je

_ % /t dt, /t Aty T(Hin) 1 (t2) (Hime) 1 (1) - (5.2.33)

Analogni rezultat vazi u svim redovima teorije perturbacije. Prema tome evolucioni operator u
interakcionoj slici je
dt1

t
U(t7t0) - 1_7'/ dtl(Hsz dtQT znt tl)(-Hznt) (t2)

/ dtq-- / At T (Hine)1(t1) - oo (Hine) 1 (En) + .. . (5.2.34)
Ovaj rezultat ¢emo prepisati u slede¢em obliku

U(t, to) = Te ™ Jro T Himd1 () (5.2.35)

Ovaj rezultat je poznat kao Dajsonova formula.
Evolucioni operator U(t,t) dat sa (5.2.35) prevodi stanja interakcione slike od referentne
tacke ty do trenutka ¢. Iz

[b(t"))r = Ut to)[v(to)) s (5.2.36)

[p(t"))r = U to) [t (to)) s (5.2.37)
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uz t” >t je

(")) = U®", to)U (' o) |0 ()1 . (5.2.38)
Poredjenjem sa
(")) = U", O)[(t))1 (5.2.39)
vidimo da je evolucioni operator od trenutka ¢’ do t” je definisan sa
Ut",t)=U{",to)U (' t) , (5.2.40)
odnosno
U(t”, t/) — eiHo(tﬂfto)efiH(t/,ft/)efiHo(tlfto) ) (5241)

Osobine evolucionog operatora (za t; > to > t3) su:

1. U(tl,tQ)U(tQ,tg) == U(tl,tg)
2. Ulty,ty) ™ =Ulta, ) . (5.2.42)

Obe osobine trivijalno slede iz oblika evolucionog operatora (5.2.41). Prva osobina je tzv. grupno
svojstvo, a druga izrazava ¢injenicu da je evolucioni operator unitaran.
Dajsonova formula za evolucioni operator od ¢ do t” je

U(t//, t/) — Tefiftt/” dT(Hint)I(T) A (5243)

Naglasimo jos jednom da je evolucioni operator koji smo ovde analizirali u interakcionoj slici.

5.3 S matrica

U procesima rasejanja pocetno stanje sastoji se od nekoliko cestica koje su skoro slobodne. To
stanje je definisano mnogo pre sudara, tj. u dalekoj proslosti. Ove cestice se sudaraju pri
¢emu medjusobno interaguju i na kraju procesa dobijamo finalno stanje ponovo sastavljeno od
skoro slobodnih ¢cestica u dalekoj buduénosti. U procesima rasejanja odredjuje se verovatnoca
da inicijalna konfiguracija predje u neku finalnu. Finalna konfiguracija je takodje sastavljena od
skoro neinteragujucih ¢estica u dalekoj buduénosti. Pretpostavi¢emo da je hamiltonijan u dalekoj
proslosti, odnosno buduénosti jednak slobodnom hamiltonijanu, tj. da se interakcija "iskljucuje’
za t — £oo. To nije uvek moguce, npr. kod za dugodometnih interakcija. U kvantnoj teoriji
polja postoji dodatna poteskoca jer polje interaguje samo sa sobom. Zahvaljuéi toj interakciji,
u npr. ¢* teoriji cetice renormalizuju svoju masu. Gola masa my je parametar u lagranzijanu.
Usled interakcije ona postaje fizicka masa m. Sli¢na situacija se javlja kod interakcije elektrona sa
virtuelnim fotonima. Zahvaljujudi toj interakciji elektron ima fizicku masu m, a ne golu masu my.
Sliécno vazi i za konstantne interakcije. Npr. golo naelektrisanje elektrona ey usled interakcije
postaje fizicko naelektrisanje e. Vazna pretpostavka teorije rasejanja je da se hamiltonijan
u dalekoj proslosti i buduc¢nosti redukuje na slobodni, ali sa fizickim masama i konstantama
interakcije. Ova analiza je ilustrovana na slici 5.2. Modifikova¢emo hamiltonijan tako sto ¢emo
njegov interakcioni deo pomnoziti sa faktorom prigusenja

H = Hy + Hye (5.3.1)
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e e
e e
t=—0c0 t = 400

Slika 5.2: Rasejanje dva elektrona.

Na ovaj nacin iskljucujemo interakciju u dalekoj proslosti i buduénosti. Takodje, u procesima
rasejanja mogu se javiti i vezana stanja. Njih ¢emo ignorisati. Mada, zahvaljujuéi analiticnosti
S matrice ova stanja su uklju¢ena. In i out stanja su Hajzenbergova svojstvena stanja ukupnog
Hamiltonijana H u dalekoj proslosti odnosno budué¢nosti, koja u datim limesima teze stanjima
slobodne teorije. To su asimptotska stanja i oni su direktni proizvod jednocesti¢nih stanja. Ova
stanja nemaju egzaktne vrednosti impulsa, jer je takvo stanje delokalizovano. Prema tome ova
stanja su talasni paketi cestica koji su lokalizovani oko nekog impulsa i u nekom delu prostora.
Neka je ¢(0) stanje u trenutku ¢t = 0 koje evoluira po ’slobodnom’ Hamiltonijanu, dok je 1;,(0)
stanje kompletnog hamiltonijana H u trenutku ¢t = 0 koje evoluira po hamiltonijanu H. Oba
ova stanja su dobijena evolucijom iz t = —o0:

vn(0) = lim ()

0(0) = tgl_nooeiHot@(t). (5.3.2)
Asimptotski uslov
tlim Y(t) = lim (1) (5.3.3)
——00 t——o00
daje
J lim e 4, (0) = lim e "ol (0) (5.3.4)
t——00 m t——0o0 ' o

Stanja u gornjim izrazima su u Sredingerovoj slici. Uzeéemo da je t = 0 trenutak u kome se
sve tri slike poklapaju. Onda je in stanje ¥y, = 14,(0) Hajzenbergovo stanje interakcione teorije
odredjeno sa

Ui = lim e olp(0) = Qo . (5.3.5)

t——00
2, je Mollerov operator. Ovaj operator prevodi stanje slobodnog hamiltonijana u odgovarajuce
stanje ukupnog Hamiltonijana. Vidimo da je 2, = U(0, —o0). Sli¢no se definisu i out stanja. Iz
asimptotskog ponasanja u dalekoj beskonac¢nosti
lim e 1o, (0) = lim e o’ p(0) (5.3.6)
t—o0 t—o0

sledi A .
You = lim ee™H0(0) = Q_¢ | (5.3.7)
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t=—

t =400

Slika 5.3: Asimptotska stanja

gde je Q_ = U(0, 00) Mollerov operator. Dakle dobili smo

WJmin) - Q+|‘Poz>
|hg, out) = Q_[pg) . (5.3.8)

Ove dve relacije su tacne do na fazni faktor
Indeksi av i § oznacavaju impulse, projekcije spina i druge kvantne brojeve Cestica. 1z (5.2.39)
sledi

%a(0))r = U(0, —00)[tha(—00))1 . (5.3.9)

Sa druge strane je |¢,,in) = [14(0)), jer se Hajzenbergova i interakciona slika poklapaju u
referentnoj tacki ty = 0. Odavde se vidi i da je

[Ya(—00))1 = [¢a) - (5.3.10)

Stanja kompletne teorije u interakcionoj slici u dalekoj proslosti poklapaju se sa odgovarajué¢im
svojstvenim stanjima slobodnog hamiltonijana. Dakle, u procesu rasejanja polazimo od svo-
jstvenih stanja slobodnog hamiltonijana koja evoluiraju i za ¢ = 0 postaju svojstvena in-stanja
celog hamiltonijana. In-stanja iako su sastavljena od interagujué¢ih cestica opisana su istim
kvantnim brojevima kao i slobodna stanja. Sli¢no vazi i za out stanja. Iz

[, 0ut) = Q_|pg) = U(0, 00)[pps) (5.3.11)
sledi
ls) = U(o0,0)|t)g, out) .

Iz ovog izraza je

lps) = ls(00))s
g, out) = [15(0))1 - (5.3.12)

U procesu rasejanja odredjujemo verovatnocéu da in stanje ¢iji su kvantni brojevi o predje u out
stanje ¢ije smo kvantne brojeve obelezili sa 8. Amplitudu prelaza obelezavamo sa Sg, i data je
sa (g, out|,,in). Dalje je

Spa = (¥p,0ut|tha, in) = (ps]QZ' Q1 |pa) = (p5|U(00,0)U(0, —00)|@a)
= (pp|U(c0, —00)|a) - (5.3.13)
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S matrica je evolucioni operator u interakcionj slici

S = U(oo, —o0) = Te S d#Hinlen) (5.3.14)
Spa je matriéni element S matrice, tj.

Spa = (@8] S|Pa)-
Interakciona slika je pogodna, jer u njoj polja zadovoljavaju slobodne jednacine kretanja.
S matrica je unitarna i invarijantna na Lorencove transformacije.
5.4 Vikova teorema
Neka je ¢(z) slobodno skalarno polje. Razlozimo ga na pozitivno i negatativno frekventni deo
¢(x) = ¢"(z) + ¢ (2) . (5.4.15)

Normalno uredjenje proizvoda dva operatora je

1o(2)o(y) = o7 (@) (y) + o ()T (x) + 67 (2)0" (y) + ¢ (2)d (y)

= ¢(2)o(y) — [¢"(2), ¢ ()] (5.4.16)
Veé smo u drugoj glavi rekli da je
(07 (%), ¢ (y)] = (Ole(x)(y)[0) ,
pa je
P(2)o(y) = ¢()o(y) : +(0[¢(x)e(y)[0) - (5.4.17)
Primenom (5.4.17) imamo
To(@)p(y) = d@)p(y)0(" —y°) + o(y)(x)0(y’ — 2°)
= 1 p(@)o(y) : (2 — y")+: d(y)d(x) : 0(y° — 2°) + (0T d(2)b(y)]0)
= 2 9(x)o(y) : +(0[T'o(x)p(y)]0) . (5.4.18)

Kontrakcija polja se definise kao razlika vremenskog i normalnog uredjenja, tj.

P(x)p(y) = To(x)p(y)— : p(x)d(y) :
Odmah je jasno da je
—
o(x)p(y) = (OITp(x)d(y)[0) -
Gornji rezultati se lako generaliSe na proizvod vise skalarnih polja

To(xy)...0(x,) =: d(x1) ... d(xy) : +o(x1)p(22) ... ¢(x,) + sve kontrakcije . (5.4.19)
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Rezultat (5.4.19) je Vikova teorema. Primenom Vikove teoreme odredimo vremensko uredjenje
¢etiri skalarna polja:

To(x1)d(w2)p(x3)d(24) = : P(w1)(22 )¢($3)¢($4)+¢,5(17—1)€;>($ )o(23)P(24)
900l DO(r1) + 6(21)6(w2)$(w3) (1)
3 (20)0(22) )0 (24) + D) (22)B(s) ()
T (20)6(22)3) (2)

[ 1 [ | |—|—|—|
+o(21)p(22)0(3)D(24) + O(21)D(2)P(23)P(74)

I I I |

P(21)p(22)P(w3)P(2a) © (5.4.20)

Ako od prethodnog izraza uzmemo vakuumsku oc¢ekivanu vrednost dobijamo

(0T ¢ (1) (22)p(23)9(24)]0) (01T ¢(21)(2)|0) (0T P(3)p(24)|0)
(01T ¢(x1)p(23)[0) (0T ¢(x2)P(x4)[0)
(01T ¢(x1)p(x4)[0) (0T ¢(x2)p(x5)[0) . (5.4.21)

+ +

Izraz
G (w1, ... 24) = (0T (1) d(2)p(w3)p(24)|0)

sa naziva 4—tackasta Grinova funkcija? i izrazili smo je preko Fajnmanovog propagatora, odnosno
2—tackaste Grinove funkcije. Sasvim generalno, n—tackasta Grinova funkcija (ili korelaciona
funkcija) je definisana sa

G (xy,...,2,) = (0|T(x1) ... p(x,)|0) .

Sada ¢emo formulisati Vikovu teoremu za fermione. Neka su F 1 F3 slobodna fermionska polja,
npr. Dirakova polja v, 1. Normalno uredjenje dva fermionska polja je

LFi(2)(y) 0 = B (@) F (y) - Fy (YR (2) + Fy (0)F (y) + Fy (2)Fy (y)
= F(@)F(y) — {F (@), Fy ()} (5.4.22)

Lako se vidi da je

{F"(2), Fy (y)} = (0|Fi(2) F2(y)[0) -
Ova relacija se proverava neposrednim rac¢unom. Npr.

{¥d (@), 45 ()} = (Ola(@)tn(y)]0) -

Dakle
Fi(z)Fa(y) =: Fi(o) Fa(y) © +(0F1(x) Fa(y)[0) . (5.4.23)

24-point Green function
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Primenom ove relacije dva puta dobijamo
TFi(z)Fa(y) = Fi(2)Fa(y) « +{0[TFi(z) F2(y)|0) - (5.4.24)
Kontrakcija se definise kao razlika vremenskog i normalnog uredjenja dva polja
Fi(z)Fa(y) = Th(x)F(y)—: Fi(z)Fa(y) :
= (0[TFi(z)F2(y)[0) - (5.4.25)

Konkretno je

) = <0|T1/)a( )1(y)]0) = iSpab(z — y)
) = —wb( )tha(x) = —iSppa(y — )
Ya(T)Pp(y) = 0
) = 0 . (5.4.26)

Vikova teorema za fermione je ista kao kod bozona, s tim §to se vodi racuna da fermionska
polja antikomutiraju. Sledeéi primer ilustruje Vikovu teoremu za fermione:

Tpa (1) thp(x2)the(x3)pa(zs) = = thala1)Ve(2)e(23)0a(wa) + Va(@1)p(22)e(w3)10a(24)
Gl 3) 2 ebu8) — )Pl Vo ala)
o2 Bel5)a(3) + Yo B2 els ()
(e mn(e) il - (5.427)

Uzimanjem vakuumske oc¢ekivane vrednosti ovog izraza dobijamo

(01T (1)t (w2) e (x3)tba () 0) = (0T a(1)th6(2)[0) (01T We(ws)ba(24)]0)
—(0Ta(x1)t0e(23)[0) O[Ty (22)ba(4)[0) - (5.4.28)

Kontrakcija za elektromagnetno polje definiSe se analogno

A(z)A"(y) = TA(x)A"(y)—: A¥(x)A"(y) :
= (0T A*(x) A" (y)[0) . (5.4.29)



Glava 6

Kvantna elektrodinamika

6.1 S matrica u QED

Elektromagnetna interakcija izmedju fotona i Dirakovog elektrona opisana je gustinom lagranzijana

£ = (ir"d, — m)ib — iFM,,F“” e (6.1.1)

Gornjem lagranzijanu ¢emo dodati ¢lan koji fiksira kalibracionu simetriju o ¢emu smo govorili u
glavi posvecenoj kvantizaciji elektromagnetnog polja. Gustina lagranzijana je onda data sa

L= B0, —m) — TFu P+ e~ D(0,44) (6.12)

gde je A parametar. Amplitude prelaza u QED ne zavise od izbora parametra \. Najcecce se

uzima da je A = 1, Sto éemo mi koristiti u nastavku ove glave. Generalisani impulsi su isti kao
u slobodnoj teoriji: my = i, =0, 7= — %, Hamiltonijan interakcije je onda dat sa

Hiy = /dngint = _/dgxﬁint = —€/d3$’¢Aw . (613)

Dirakovo i elektromagnetno polje u izrazu za hamiltonijan su u Hajzenbergovoj slici. Hamiltoni-
jan interakcije u interakcionoj slici je

(Ho)r = (—e)U (1. 1) / FeB AU (1, to) |

gde je U(t,tg) = etfolt=t)e=iH({t=t0) Umetanjem UU! izmedju polja 1 i A* odnosno A" i 1
dobijamo

(Hint)1 = —e/dgm/_JIAIwI : (6.1.4)

S— matrica u interakcionoj slici je
S = Teie) dovifivr (6.1.5)

91
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Polja u izrazu za S matricu su u interakcionoj slici, i ona kao $to smo ranije pokazali zadovoljavaju
slobodne jednacine kretanja. Zbog toga, pri racunjanju S matrice mozemo da primenjujemo
Vikovu teoremu. Amplituda prelaza iz stanja |¢,,in) u stanje |¢g, out) je

Sga = (g, out|ths, in) = (ps]S|¢@a, )
= 1(1p(00)|5[¢a(20))r - (6.1.6)

U daljem izlaganju ¢emo izostaviti oznaku I na poljima.

U ovoj glavi ¢emo koristiti tzv. box-normalizaciju. U ovoj normalizaciji polja zadovoljavaju
periodi¢ne uslove, tj. ona su periodi¢na po prostornim koordinatama sa periodima Ly, Lo i Ls
duz x, y odnosno z ose. Npr. skalarno polje zadovoljava uslove

¢($+L1,y72’) = ¢(x7y7 Z)
¢(xay+L2>Z) = gb(l‘:ya 2)
o(z,y, 24+ L3) = o(x,y,2) . (6.1.7)

Analogne relacije vaze za druga polja. Periodi¢ni grani¢ni uslovi diskretizuju impuls, tj. impuls
postaje
ny N2 N3
k=2 (———), 6.1.8
"\, I, Is (6.18)

gde su ny,ny i n3 celi brojevi. Integral po impulsima moramo zameniti sumom

/(g:; — %Z . (6.1.9)

Takodje integral

1 , /
dBre!t)x = §6)(k — K/ 6.1.10
o S P et (G110
prelazi u
1 3. i(k—K')x b ey mntya
27)? d°ze = dre 1 v =Vigw . (6.1.11)
1% 0

Porededi ova dva integrala vidimo da delta funkcija po impulsima prelazi, ukoliko diskretizujemo
impulse, u Kronekerovu deltu:

0k —K) = (20)* Vi . (6.1.12)

Ova prelazak je dimenziono ispravan, jer je dimenzija delta funkcije L3. Komutacione relacije, u
relacija, tj.
la(k), a" ()] = p (6.1.13)

moramo pri prelazu sa kontinualne na box normalizaciju anihilacione i kreacione operatore za-
meniti prema

ak) — (27)°

a(k)
)’Val

2m)°V
27)°Va'(k) . (6.1.14)
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Prelazak sa kontinualnog na diskretni impuls u izrazima za razvoj polja po ravnim talasima

efektivno se svodi na zamenu B
/ i \/_Z (6.1.15)

Razvoj polja po ravnim talasima u interakcionoj slici je

Y(z) = 2 1’/VE u,(p)er(p 1p'””+vr(p)d1(p)€i”'w),
P(z) = 3 1,/VE i (p lp'f+@T(p)dr(p>e—ip'w),

D »> m( p)e " +al(p)h(p)e™) . (6.06)

p X=0

6.2 Prvi red teorije perturbacije

S matrica u prvom redu teorije perturbacije u QED je

SW = je / d*2TY Ay . (6.2.17)

Lako se vidi da je

Va(2)Vohs(x) = —iSmpa(0)vh, = —itr(Sp(0)9")
_i/ d'p tr((p+mn") _ (6.2.18)
( . 2.

2m)4 p2 —m2 +ie

Dakle kontrakcija izmedju polja 1 (z) i 1(z) u istoj tacki je jednaka nuli, pa je
Ty (@) Alx)(z) = (@) Al2)p(z) : . (6.2.19)
Polja u ¥ A7) se jedino mogu kontrakovati sa stanjima. Razmatrajmo proces
e (p1,7m1) + e (p2,m2) — v(k, \) . (6.2.20)
S matric¢ni element za ovaj proces u prvom redu teorije perturbacije je
Sur = e )| [ da s D@ A@0) e (pror)e (par)
_ e / Az (0lax(k) : D) A@)d(@) : ¢ (pr)dl, (p2)[0) - (6.2.21)

Dirakovo polje ¥(x) sadrzi operatore anihilacije elektrona c i kreacije pozitrona d'. Nenulti dopri-
nos u izrazu (6.2.21) daje samo deo proporcionalan sa anihilacionim elektronskim operatorima,
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tj. pozitivno frekventni deo operatora ¢ (z). Analogno zakljucujemo da negativno frekventni
delovi fotonskog polja i polja 1 su relevantni za ovaj matri¢ni element. Dakle

- k') x
Sap = 1€ F F / o tar—
Ongk’ agx VE. \ VE,, 2V K|

x (0]ax(k)al, (K')ds, (q1)es, (qe)cl, (p1)d], (p2)]0)
X Ty, (A1) Vs, (Q2) € (K) (6.2.22)

Primenom komutacionih, odnosno antikomutacionih relacija imamo

(Olax()al, (K')da, (c)can (d2)cl, (P1)dE, (P2)]0) = Srx Gy Oy radamp da s - (6:2.23)

Integracijom po x i primenom (6.2.23) dobijamo

|
Sus = ie(2m) 4@ (py + py — k), | e [ B, w (P (k) . (6.2.24
B (2m) (p1 + p2 ) VE, \| VE,, WK (P2)ytr, (P1)€y” (k) ( )

Delta funkcija u izrazu za amplitudu prelaza namece uslov p; + po = k, sto je zakon odrzanja
cetvoroimpulsa. Kvadriranjem p; = k — py dobijamo 2k - po = 0. Kako je k* = (|k|, k) i
phy = (E,,, p2) dobijamo

b2

|p2!

cosf = > 1,

gde je 6 ugao izmedju k i ps. Medjutim ovaj izraz je nemogué. Dakle S matricni element u
prvom redu teorije perturbacije je jednak nuli kao posledica zakona odrzanja energije i impulsa.
Na osnovu prethodnog racuna jasno je da se Dirakova polja 9 (z), odnosno 1 (z) ’kontrakuju’ sa
stanjima |e~(p1,72)), odnosno |e*(p2,rs)). Formalno mozemo da definisemo kontrakcije polja
sa stanjima. Poc¢nimo od kontrakcije polja ¢ (z) sa elektronskim ket-stanjem. Samo pozitivno
frekventni deo operatora 1(z) je relevantan za definiciju ove kontrakcije, tj.

— —ip-x T
P()le () = 1/ g (Pl () el ) 0)
p r= 1
= ’\/ VE ip'$5T55p7q|O>
p r=1

V_Eus( q)e |0 . (6.2.25)

q
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Analogno se definisu i ostale kontrakcije polja sa stanjima u QFED:

@It p.r) = [y Ple )

U(z)|et(p,r)) = 0,

U(z)le (p,r)) = 0,

(e"(p,r)|d(x) = VEpﬂr(p)e”’“@!,
(et (p,r)|(z) = VEpvr(p)eip"“KOI,
(e (p,)|Y(z) = 0,

(et (p,r)ld(z) = 0,

I _ 1 (k) ike
Al(z)ly(k, N) = U] fL(k)e "m0y

=
—
\‘::|
>
=
=
S
I
T B

(k) e (0| . 6.2.26
v (ke 0 (6.2.26)

Napomenimo da uvodjenje kontrakcija polja sa stanjima znatno pojednostavljuje izracunavanje
amplituda prelaza. Medjutim, mi mozemo svaki put i direkno provreriti ovaj rezultat.

6.3 Drugi red teorije perturbacije

Matrica rasejanja u drugom redu teorije perturbacije u QED je

s = O [ e [atyr@p.oan,. (6:327)

Primenom Vikove teoreme! dobijamo
o _ (i€)’ 4 4 7 7 £
S = - /d x/d v (VAY)(VAY), : + : sve kontrakcije : . (6.3.28)
U daljem ¢emo analizitati nekoliko procesa, na osnovu kojih ¢emo izvesti Fanjnmanova pravila.

6.3.1 Molerovo rasejanje

Molerovo rasejanje je proces je elasticno rasejanje dva elektrona, tj. pocetno i finalno stanje u
procesu su dva elektrona:

e (p1,m1) + e (p2,ra) — e~ (p}, ) + e (ph, 1) (6.3.29)

!'Naglasimo jos jednom da su sva polja u interakcionoj slici.
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Matricni element za ovaj proces je

_ (o) / d'z / dhyle (0, r)e (Do P T (B AD) o (G AD) e (pr, 71)e (D7) - (6.3.30)

Inicijalno i finalno stanje sadrze po dva elektrona, Sto znaci da se cetiri Dirakova polja moraju
kontrakovati sa ovim stanjima, a fotonska polja se kontrakuju medjusobno i tako dobijamo
fotonski propagator, tj.

S d4 d4 zk’ x—ikh-x4iky-y—iko-y

ki ko k| k) s1,52,51,5)

A (z).
XAl \/ VEs \/ VEx, \/ V VEk/

Xty (K7 )y ug (K5) s, (K1)v s, (ko)
Oy (B (B5) © €l (K ey (0, (el <, (pr)el, (p)l0) - (6:3:31)

Zamenom fotonskog propagatora u Fajnmanovoj kalibraciji?

d4q —19 vV g (x—
Au(z)Ay(y) = / ) P +“Z.€e ¢l@y) (6.3.32)

i nakon integracije po z i y dobijamo

4 / @/ — G
/d S D> Wk — k- )6k k2+q)q2+i€

k1k2k k 51325152

m m
= k/ Ko, k/ 78 k v . k
\/VEkl \/VEk2 \/VEk’l VEk/Qusl( 1)7 usz( 2)“ 1( 1)7 Uu 2( 2)
(0 (P1)ery (P)) - Cl,l(kll)cs/z(ké)cil(kl)CSQ(kQ) Lol (pr)el (p2)]0) - (6.3.33)

S3a

Vakuumska ocekivana vrednost u izrazu (6.3.33) se racuna primenom antikomutacionih relacija:

(Ol (PY)ery (Ph) : cl, (), (Ky)el, (ki)es, (k) =l (pr)cf, (p2)]0)
= —(0ley (P))ery (Ph)c! (k/) (1) ey (Ky)es, (Ko )l (p1)el, (p2)]0)
= —(0ler (P)) [0k, .y 0st .y — il(ki)crg(Plg)]

(

x el (K1), (K5) [Ok py O 50 — €F (P1) sy (K2)]el, (P2)10)
- _[5k’1,p/26 r’26k1 P} 531 T 5k/ / 55/1 r/l(s / 551,7"2]
X [5k27p1(57”1,5251(/2,])257‘2,82 - 5k’2,p15s’2,7"1 6p2,k2532,r2] . (6334)

2S-matri¢ni elementi ne zavise od vrednosti \.
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Slika 6.1: Fajnmanovi dijagrami za Molerovo rasejane.

Zamenom (6.3.34) u (6.3.33) dobijamo

S [ = (2 4(5(4) ! - — m m m m
’ 27 B2 72 —p1—p2) VEy, \| VE, VEp’l VEPI2

. —i . i

(26)2((29/ —p)*+ ieuré(pghﬂu” (P1)ur5(p'1)7uum(p2)
2
—q B )

=) +Z-Eur;(Pé)’V“urz(Pz)urg(p’l)wun(pl)) : (6.3.35)

2

Amplituda prelaza je antisimetri¢na pri zameni bilo finalnih bilo inicijalnih ¢estica. To je posled-
ica ¢injenice da su ova stanja sastavljena od dva fermiona. Dobijeni izraz za S matriéni element
ima oblik

m

Sao = (274D (P + 1y — py — m m m : 6.3.36
50 = (27)°0" (P} + py — p1 — p2) VE,\ VE,\| VE, VEPIQZM’ ( )

gde je

—1

M= (i6)2<(p/ —p1)* + Z’eﬂﬂ? (P)7"thr, (P1) s, (P1) Vs iy (P2)
2

— ) .

- (p’2 _ p2)2 + Z'eurlz (pIQ)’YMUW (p2>u7"1 (pll)’Yuum <p1)> (6337)

Fajnmanova amplituda. Odgovaraju¢i Fajnmanovi dijagrami su prikazani na slici 6.1. Oba
dijagrama sadrze dva verteksa, jer se radi o drugom redu teorije perturbacije. Spoljasnje linije
ovog dijagrama su elektronske, a unutrasnja linija je fotonski propagator.

6.3.2 Polarizacija vakuma

U ovom paragrafu analizira¢emo proces v — 7 u drugom redu teorije perturbacije. Inicijalno
stanje je foton impulsa k i polarizacije A, tj. |y(k, A)). Finalni foton ima impuls k’ i polarizaciju
XN, tj. finalno stanje je |y(k’, \')). Postoje dva ekvivalentna nacina da se izvrse kontrakcije za
ovaj proces. Amplituda prelaza je

| [ 1T ! 1
lie) / dtay [ @GN @y, (bl s BN - (6339
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p=k
Slika 6.2: Polarizacija vakuuma.

Zamenom eksplicitnog oblika za kontrakcije dolazimo do

1 1
VIk| \/2V K]

Spa = (ie)’® / d*z, / d'zae) (K')e5 (k)e ot v

X1Sppe(T1 — 2)(—1)SFda(T2 — 1) VuabVved
1 1
- _ Z~62 */[L k/ /d4ﬂf /d4$ elk -x1—ik-x2
(e V2V 2V k] '
Xtr(iSp(z1 — 22) Y iSF (T — 21)7,) - (6.3.39)

Sledecdi korak je prelazak u impulsni prostor. Zamenom izraza za propagator (3.9.85) i integraci-
jom po koordinatama z; i x5 dobijamo

1 1
VAV 2V K]

Spa = 2m)6D (k- 1) (iM) (6.3.40)

gde je Fajnmanova amplituda data sa

dp  —tr[(p+ m)v (b — K+ m)y,
(2m)* (p? — m? +ie)((p — k)2 — m? +ie)

iM=e) (k’)eA(k)(ie)Q/ (6.3.41)
Izraz za Fajnmanovu amplitudu sadrzi nekoliko faktora. Spoljasnje fotonske linije su polar-
izacioni vektori inicijalnog €X(k), odnosno finalnog fotona €)/(k’). U Fajnmanovo]j amplitudi
(6.3.41) integrali se po neodredjenom impulsu p u fermionskoj petlji. Pored toga amplituda
sadrzi trag i znak minus. To je opste pravilo za fermionsku petlju u Fajnmanovom dijagramu.
Integral po ¢etvoroimpulsu u izrazu za amplitudu je beskonac¢an zbog ponasanja podintegralne
funkcije na visokim impulsima. Ovo dovodi u pitanje perturbativni racun, jer dijagrami viseg
reda postaju divergentni. Medjutim, na sreéu, postoji nac¢in kako da se ove divergencije uklone
i spase perturbativni prilaz QED. Dijagram je prikazan na slici 6.2. Deo ovog dijagrama bez
spoljasnjih linija naziva se polarizacijom vakuuma.

6.3.3 Sopstvena energija elektrona

Razmatrajmo proces e (p,7) — e (p/,7’) u drugom redu teorije perturbacije. Amplituda
prelaza je

| | [ |
/ 4z / dy({E @] (arty A ) (s Aviba)y - e (', 7))

— | |
T it (') (6:3.42)
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p p—k

Slika 6.3: Sopstvena energija elektrona.

Ova dva c¢lana su jednaka pa je amplituda prelaza data sa

— ﬂ mo. 2 4 .34, —( ] I\ . v . N ip/-x—ipy
Sga “VE VE’(Ze) /d zd*yu(p’, v )ViSp(x —y)y uw(p, r)iD,.(x —y)e . (6.3.43)

Prelazak na impulsni prostor je pravolinijski. Potrebno je da propagatore izrazimo kao integrale
¢etvoroimpulsa. Tako dobijamo

'm 47.14
VE”VE’ @e /d4xd4 /d kd’q e -w—ipy—iq-(z—y)—ik-(z—y)

) (g 4+ m)yu(p, r
(q —m2+ze)(k2+ze)

(6.3.44)

Integracija po koordinatama x i y daje

Spa = (21)6W(p — ')/ %, /V”TE, (iM) (6.3.45)

/ d'k u p )" (P — K+ m)yu(p,r)
M =

— k)2 —m? + ie) (k% + ie)
Fajnmanov dijagram je prikazan na shc1 6.3. Na ovom dijagramu imamo dve spoljasnje lin-
ije koje odgovaraju ulaznom i finalnom elektronu, kao i dve unutrasnje linije koje odgovaraju
virtuelnom fotonu i elektronu. Po neodredjenom impulsu & se integrali u petlji. Ovaj dijagram
ali bez spoljnjih linija naziva se sopstvenom energijom elektrona. Ovaj dijagram je logaritamski
divergentan.

gde je

(6.3.46)

6.4 Fajnmanova pravila u QED

Na osnovu nekoliko procesa koje smo razmatrali u prethodna dva poglavlja mozemo da za-
klju¢imo da amplituda prelaza u Kvantnoj elektrodinamici ima oblik

1 vzmim . (6.4.47)
2V E

m—EHF

Sa i smo obelezili upadne, a sa f finalne cestice u procesu. Ukupni impuls upadnih, odnosno
finalnih cestica u procesu je P;, odnosno Py. Ova dva impulsa su jednaka, zbog zakona odrzanja
energije 1 impulsa. Delta funkcija u izrazu (6.4.47) je posledica zakona odrzanja ¢etvoroimpulsa.

Sy =0 + (2m) 6D (P, — Py) H
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Slededi faktori u izrazu za amplitudu prelaza su normalizacioni faktori. Normalizacija koju smo
koristili za bozone i fermione se razlikuju za ¢lan /2m; gde je m; masa odgovarajuéeg fermiona.
Indeks [ dakle prebrojava fermione (elektron, mion, taon, kvarkove). Poslednji ¢inilac, iM u
izrazu (6.4.47) je Fajnmanova amplituda. Ona se dobija na osnovu slede¢ih pravila:

o Vertex:

= eyt
o Fotonski i Dirakov propagator:
. LG
TN AVAVAVAVAVAL = —,
Fu k k% +ie
. 7
Wk (p) = p :ﬁ—m—i-ia'
o Spoljasnje linije:
‘ — . =u(p,s) Iinicijalni
lept . elekt : .
a) leptoni (npr. elektron) p i(p,s) finalni
p .
=v(p,s) finalni
b) antileptoni (npr. pozitron): P _ UE]]Z S; inicijalni
k
NN =g, (k, ) inicijalni
c) fotoni: k

AN =¢er(k,A)  finalni

o Spinorski faktori se pisu sa leva na desno duz fermionske linije. Ovaj red pisanja fermionskih
faktora je vazan jer su faktori matrice.

o Za svaku petlju (loop) sa impulsom k, integralinomo po tom impulsu, [d*k/(2m)* Ovo
pravilo odgovara kvantno mehanickom sabiranju amplituda.

o Za svaku fermionsku petlju pored integracije po imulsu dodajemo trag i znak minus.

o Dva dijagrama kod koji se razlikuju po zameni dva fermiona moraju se razlikovati za znak
minus.

Napomenimo na kraju da u svakom verteksu vazi zakon odrzanja ¢etvoroimpulsa. Pri tome
¢etvoroimuls anticestica je suprotno usmeren od odgovarajuce strelice na fermionskoj liniji. Ovo
vazi za spoljasnje linije dijagrama.

Generalno, S matrica je oblika S = 1447, gde je T' tzv. transfer matrica.
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6.5 Presek za rasejanje

Razmatrajmo proces u kome se sudaraju dve cestice ¢iji su impulsi p; i p2, a mase m; odnosno
ms. Neka u procesu nastaje nekoliko Cestica impulsa pi,...,p'y 1 energija E1, ..., EY. Njihove
mase su takodje poznate. Ukupan impuls Cestica pre rasejanja je P, = P + I, a posle Py =
Pl +...P}.

Amplituda prelaza je data sa (6.4.47), pri cemu ¢emo ignorisati jediniénu matricu u ovom
izrazu. Pri izracunavanju verovatnoce prelaza potreban je da nadjemo kvadrat delta funkcije.
Sa T' ¢emo obeleziti vreme reakcije, a sa V' zapreminu prostora. Kvadrat delta funkcije je

6D (P =R = WP~ P)s™(0)

= G E- A [ o /

_ TV
= B R). (6.5.48)

Verovatnoca prelaza u jedinici vremena jednaka je kvadratu amplitude prelaza u jedinici vremena,
tj.

185~ 8l
T

= (210)*%0W (py + py — PV H [[2mlimMP . (65.49)
l

2VE H QVE/

Izraz (6.5.49) je verovatnoca prelaza u jedinici vremena u tacno definisano stanje. Medjutim,
detektori ne mere tacno odredjene impulse cestica. Finalno stanje je grupa fizickih stanja ¢iji su
impulsi u intervalu (p’;, p; + dSp’f). Broj ovih stanja je

Vady
I1 (%;f . (6.5.50)
f

Vidimo da je to integral po faznom prostoru finalnih cestica.

Presek za rasejanje predstavlja kolicnik broja rasejanih Cestica u jedinici vremena i broja
upadnih Cestica po jedinici vremena i po jedinici povrSine normalnoj na pravac kretanja upadnih
cestica. Presek za rasejanje se takodje obracunava po broju centara rasejanja i po jedinicnom
fluksu upadnih cestica. Broj centara rasejanja u zapremini V je jedan u skladu sa nasom nor-
malizacijom. Neka se u laboratorijskom sistemu prva cestica kre¢e brzinom vy, a druga cestica
miruje. Prva cestica je projektil, a druga meta. Broj cCestica projektila koji za vreme dt prodje
kroz povrs dS je nv;dtdS,. Sa n smo obelezili koncentraciju projektila, n = 1/V. U sistemu
u kome su brzine cCestica projektila, odnosno mete vy, odnosno vy, gusina fluksa se definise
analogno. Upadni broj cestica projektila koji prilaze meti jednak je n|vy; — vo|dtdS,, gde je dS|
element povrsine ortogonalan na relativni vektor brzine v; — vy. Fluks upadnih cestica dat je sa

Vi val _

= 6.5.51
V V ( )



102 GLAVA 6. KVANTNA ELEKTRODINAMIKA

U sistemu centra impulsa implulsi ¢estica zadovoljavaju ps = —p1, pa je relativna brzina data
sa
Ip1](E1 + E»)
Vpe] = ————> . 6.5.52
z 7B ( )

U laboratorijskom sistemu relativna brzina je

|p1|
S | 1 6.5.53
Urel = g ( )

Konac¢no, presek za rasejanje je dat sa

do = ‘sz 1 H

U slucéaju dve upadne cestice, a kombinovanjem prethodno dobijenih izraza, dolazimo do

iM|? d’p/
! f

vy,
p i (6.5.54)

Napomenimo da su delta funkcija, Fajnmanova amplituda kao i element zapremine u impulsnom
prostoru .
Iz
7 (2m)32E%

Lorenc invarijantne veli¢ine. Izraz EyFEqv,q = E1Es|vi — va| koji je prisutan u izrazu za efikasni
presek, u opstem slucaju nije skalar. On je invarijantan na bustove duz ose relativnog vektora
brzine, tj. ponasa se kao povrsina pri Lorencovim transformacijama. Specijalno, ako su vektori
brzina cestica kolinearni onda je ova veli¢ina skalar. Tada vazi

ErEyvre = \/(pl -p2)? —mims3 . (6.5.56)

Presek za rasejanje, se u literaturi definiSe i na Lorencov kovarijantan nacin uzimanjem rela-
tivistickog izraza za relativnu brzinu (vidi zadatak 3 u trecoj glavi knjige [12])

s (vi—va)? = (vi x vy)?/c?

rel = Vivo
(1-2)

Lako se vidi da je u ovom slucaju izraz EyFsv,.. moze prepisati u Lorenc invarijantnom obliku
(6.5.56). Kovarijantni fluks je definisan u [15], za razliku od [9] gde je presek definisan kao u
prvom delu naseg izlaganja.

Za procese pri kojima se jedna cCestica raspada na nekoliko ¢estica definiSe se Sirina raspada.
Sirina raspada je data sa

v (6.5.57)

Si|2 Vd?’p/
ar — | ; 1T (%)?f . (6.5.58)

Srednje vreme zivota Cestice je inverzna Sirina raspada te Cestice.
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q1 q2
P1+ P2
b1 P2

Slika 6.4: Fajnmanov dijagram za rasejanje p~(p1) + put(p2) = e (q1) + et (q2)

6.6 Rasejenje ,u_(pl) + ,LL+(p2) — 6_(511) + €+(C]2>

U ovom poglavlju ¢emo analizirati rasejanje mion antimion u elektron pozitronski par. Matri¢ni
element za ovaj proces odredi¢emo direktno, primenom Fajnmanovih pravila.
Fajnmanova amplituda za ovo rasejanje je
M= (a5 ulpr, (e (e, )
iM= —0(p2, 5)7" u(pr, r)u(aqr, r)vuv(qs, 5) -
(p1 + p2)? + i€ 8

Ako su mioni nepolarizovani i ako u eksperimentu ne merimo polarizaciju finalnih ¢estica moramo
usrednjiti po polarizacijamo ulaznih cestica i sumirati po polarizacijama finalnih. Tako dolazimo
do

6

<|,LM|2> = Z 4 Z Z 'Ua an ’yabub<p17 )

1+p2 r,s=17r/s'=1

te(dr, ") (Vu)eava(Qz, 8) e (P1, 7)o r Vs (P2, 5)

?79(%74 s") (%) gnun(a, 1)
_ 6—4Z(Uf(p2,s)27a(p2,5))75b

4(p1 + p2)

X Z (ub(ph?”)_e(pl,'f’)) (Y es

r

x XX et TVl 7)) (3 )ea
X Z( (g2, s Ug d2, S )>(%)gh

Gornji izraz ¢emo prepisati preko proizvoda dva traga:

(MP) = ot 1l + ) (o = mo)

tr[(pe — my )7 (b + mu)"]

X

Primenom (3.1.7) dobijamo

64

1
M ? - v v : v 2 v
<|Z | > 4(]?1 +p2)4 mgmz [qluq? + q2u91 (Ch QQ)gu me9u }

x [y + hp! — (p1 - p2)g™ —mig™] .
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Sredjivanjem gornjeg izraza dobijamo
!
4
4(p1 + pa)*tm2m?2

+ 2m2(p1 - p2) +2mi(q1 - @2) + Amim]] (6.6.59)

(liMP?) = 2(p2 - q1)(p1 - q2) + 2(p2 - ¢2)(P1 - 1)

Impulsi ¢estica u sistemu centra impulsa su

P = (E,0,0,p) )

p = (£,0,0,—-p),

¢ = (E qsin6,0,qcosb) ,

@ = (E' —qsinh,0,—qcosh) ,

gde su p i ¢ intenziteti odgovarajuéih troimpulsa. Konaéno, iz (6.6.59) dolazimo do

4
€ 2 2,2 2
5 |2(EE")* +mgmy,) (1 + cos® )

32E*m2m?

(imf?) =
+ 2(E*m? + E”m2)(1 —cos®0) —mg —m),| . (6.6.60)

U ultrarelativistickom limesu (p &~ F) izraz (6.6.60) postaje

64

16m2m? (

e

(JiM[*) = 1+ cos?0) . (6.6.61)

Izraz za diferencijalni presek, na osnovu (6.5.55), je

‘M|2 d?q1dqy
do = (2m)*6W g — g ME g2y dadia 6.6.62
o= (2m) (p1+p2—a QQ>4(E1 ¥ Ey) memu(Qﬂ)ﬁélEiEé ( )
Integracija po qo daje
mZm2liM|* |qq|*d|qq |dS,
do = 0W(B, + By — 2E;) — -2 i 6.6.63
(B ? V |p1|(E1 + E2) (27m)2E{E) lae=pi+pi—a ( )
Primenom q;%d|q:| = |qu1|F{dE} sa integracije po intenzitetu impulsa prve ¢estice prelazimo na
integraciju po njenoj energiji
mZm2liM|* |qq|dE;de,
do =6(E1+ Ey — E} — E)) ———~ L1 6.6.64
Bt B = B = B T By (202B) larmpiomn—a (6664)
Kona¢no integracijom po energiji £} dobijamo
d 1 mzm2
ol = bl g (6.6.65)

dlen  (2m)? (Ey + E»)? [pi]
Primenom ovog izraza dobijamo diferencijalni presek za proces p~u™ — e"e™:

do et
dQy, — 256m2E?

Integracijom po polarnim uglovima nalazimo ukupni presek za rasejanje.

(14 cos?0) .
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k P k

Slika 6.5: Fajnmanovi dijagrami za Komptonovo rasejanje u najnizem redu.

6.7 Komptonovo rasejanje

Komptonovo rasejanje je proces rasejanja fotona na elektronu, tj. e~y — e~v. Neka je impuls,
odnosno polarizacija elektrona pre rasejanja p, odnosno s, a posle rasejanja p’, odnosno s'.
Impuls i polarizacija fotona pre rasejanja su k i A. Ove veli¢ine za finalni foton su k’ i \.
U najnizem redu teorije perturbacije postoje dva dijagrama za Komptonovo rasejanje. Oni su
prikazani na slici 6.5. Fajnmanova amplituda za ovaj proces je data sa

iM = u(p',s’)(iev“)zf;(k',A')%(ieW'/)fu(kaA)u(pas)+

(Zy—_l{f;;tn;)z (iey")e;, (K, Xu(p, 5)

+ a(p’,s)(iey”)e, (k, )

= —ie’e, (K, N)e, (k, Nu(p', ¢') ng :;;;_7723 +
W=+ m)”

Vidimo da Fajnmanova amplituda ima sledec¢i oblik

iM=iM"e (K, N)e,(k, ),
jer u procesu imamo dva spoljasnja fotona. Sasvim generalno, spoljasnje Cestice za razliku
od virtuelnih (propagatora) u procesima su 'on shall’, tj. na masenoj povrsi. Konkretno, za
Komptonovo rasejanje to znaci da impulsi Cestica zadovoljavaju: p? = p'? = m?, k* = k? = 0.
Zbog toga, mozemo da koristimo relacije:

(p+k)P—m> = 2p-k

(p—K)Y-—m? = —-2p-K . (6.7.67)

Primenom (3.1.1) imamo

(P +m)yulp) = (2p" —7"p +my")ulp) = 2p"u(p) ,
gde smo prokomutirali matrice p u ~, i primenili Dirakovu jedna¢inu. Koristeéi ovaj 'trik’ izraz
(6.7.66) postaje
2P + MY 20 =

2p -k 2p - k'

iM = i’ (K, X)e, (k, A)ﬁ(p’,s’)( >u(p, s).  (6.7.68)
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S— matricni element za Komptonovo rasejanje je

L, Im | m | 1 L.

Presek za rasejanje ¢emo izracunati u slucaju kada polarizacija ¢estica u procesu nije definisana,
tj. kada su cestice nepolarizovane. Drugim re¢ima potrebno je usrednjiti po stanjima polarizacija
upadnog elektrona i fotona i sumirati po stanjima polarizacija finalnih cestica. Srednja vrednost
kvadrata Fajnmanove amplitude je

(liM|?) Z > en (K Ve (k, Nea(K', N)eg(k, A)iM™ (iMF) (6.7.70)

)\)\’ 1 s,s’

Prvo ¢emo usrednjiti odnosno sumirati po polarizacijama fotona. Kao sto znamo foton ima dve
fizicke transverzalne polarizacije. Iz relacija kompletnosti polarizacionih vektora sledi

2
. o KMEY — (k- n)(k*n” 4+ kVn¥
> ek, Ne,(k,A) = ( (k‘)-(n)? ). (6.7.71)
A=1

Sa druge strane znamo da potencijali polja nisu jednoznacni, odredjeni su do na kalibracione
transformacije

A" = A+ 0 A () | (6.7.72)

gde je A(z) proizvoljna diferencijabilna funkcija. Ako u ovom izrazu uzmemo da je potencijal
ravan talas A* = e#(k,\)e”*® a kalibraciona funkcija A(z) = A(k)e %, dobijamo zakon
transformacije polarizacionih vektora pri kalibracionom transformacijama

ek, \) = e'(k, \) — ik"A(k). (6.7.73)

Vidimo da se polarizacioni vektori menjaju za ¢lan proporcionalan talasnom vektoru. Ta prom-
ena je nefizicka pa doprinos ovog ¢lana S—matrici mora biti jednak nuli. Ovaj zakljucak ima
direktne posledice na Fajnmanove amplitude koje sadrze spoljasnje fotone. Tada Fajnmanova
amplituda ima oblik

iM=e*(ki)e’ (ky)...iMags.. , (6.7.74)

gde su e*(k;) polarizacioni vektori eksternih fotona. Kao posledica kalibracione simetrije moraju
vaziti identiteti

KoM, = K§ My =+ = 0. (6.7.75)
Izraz (6.7.75) je tzv. Vordov identitet. Dakle, ako bilo koji polarizacioni vektor eksternih fo-
tona, €“(k) u Fajnmanovoj amplitudi zamenimo sa odgovarajué¢im impulsom k* dobijeni izraz
je jednak nuli. To zna¢i da ¢lanovi proporcionalni impulsu fotona u (6.7.71) ne daju dopri-
nos S—matrici. Dakle pri usrednjavanju po stanjima polarizacija fotona mozemo da koristimo
slede¢u preskripciju

D enk Neu(k,A) = —g" (6.7.76)
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Rezultat usrednjavanja po transverzalnim polarizacijama fotona je

(iMP) = M M),

107

(6.7.77)

Ostaje jos da se sumira odnosno usrednji po polarizacijama elektrona. Kvadrat Fajnmanove
ampiltude prelaza usrednjen po polarizacijama inicijalnog fotona i elektrona i sumiran po stan-

jima polarizacije finalnog elektrona i fotona je

o 1 o o
(M) = < Z > M|
)\)\’ 1 s,s’
2

16m 2p - k 2p - k'

2007 £V 2p — vk
(]ﬁ+m)< 2p -k 2p - k' ﬂ

Mnozenjem ¢lanova pod tragom dobijamo

([iM[?) =

612\ B2 G KE @ Re ) @ R )

gde je

Tragovi se racunaju pravolinijski. Direktni racun daje

T, =32((p-k)p - k) —m? -k —m?p-p +2m’p-k+2m?) .

Primenom
p(kt+p)=p - (K+p)=m’+k -p=m>+k-p
dobijamo
T =32((p- k) - k) +m’p -k +m?) .

Trag T5 se dobija iz traga T smenom k& — —k’. Tako dobijamo
Ty =32((p-K)p' - K) —m?p-k +m")
Sto primenom p’ - k' = p - k pa je

Ty =32((p-k)(p- k) —m’p- K +m?).

2Vu+ul/ 2uu_ulp
B trWer)(pv Y 2pM = Ey

64 < Tl T2 T3 T4 )
( )

Y

ﬂ+m2ww—wwmw+mmmw—wwmy
20" + 4" k") (B + m) 2oy — ’M’%)) :

o= t((f +m)Ep = KA+ m)p + b))

(6.7.78)

(6.7.79)

(6.7.80)

(6.7.81)

(6.7.82)

(6.7.83)

(6.7.84)
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Slika 6.6: Komptonovo rasejanje: cetvoroimpulsi

Bt

Treci trag je

T3 =16(2m* +m?p -k —m?p - k') . (6.7.85)
Poslednji trag, T} je jednak tre¢em tragu. Kombinujuéi izraze za tragove nalazimo
et rpk p-k 1 1 1 1 \2
om?(— = )+ mt (- ) ] 6.7.86
(JiMP) = 2m? Lp - k’+p-k+ p-k p-K m p-k p-K ( )

Presek za rasejanje ¢emo odrediti u laboratorijskom sistemu. Uzmimo da se upadni foton krece
duz z—ose i sudara sa elektronom koji miruje (slika 6.6). Ugao izmedju pravca rasejanog fotona
i z-ose je 6. Cetvoroimuplsi Cestica u procesu su

o= (w,0,0,w)

" = (m,0,0,0)

E* = (W, w'sinf cos @, w sinfsin g, w' cos 6)

o= (E.p). (6.7.87)

Zakon odrzanja Cetvoroimpulsa, k +p = k' + p' daje p’ = k + p — k' ¢ijim kvadriranjem i
sredjivanjem dobijamo

1 1

— — —(1 —cosb) . 6.7.88
== (1 cosh) (6.7.89)
Diferencijalni presek je

1Sp[2 1 Va3 VdSk

d
7 T Jn (27)3 (27)3
1 d3p/ dgk,
= ——6W K—p—k : 7.

e K = M) G (6.7.89)
Integracija po impulsu finalnog elektrona p’ daje
1 mw'’

do=—= [ §(F'+uw —E— M ? dw'dQ) . 6.7.90

0= s [ S — B iMB| (6.7.90)

Da bismo integracija po w’ moramo uzeti u obzir da je E' = vw? + w? — 2ww’ cos  + m2, tj.
da £’ zavisi od w’. Konacno, nakon integracije po w’ dolazimo do diferencijalnog preseka u
laboratorijskom sistemu

i = e () 1 oo



6.8. RASEJANJE ELEKTRONA NA KULONOVOM POTENCIJALU 109

Primenom izraza (6.7.88) i (6.7.86) dobijamo

/ /

6 = e (5) (5 5 9n0) 67.92)

Sto predstavlja diferencijalni presek za Komptonov efekat u laboratorijskom sistemu. Angularna
zavisnost diferencijalnog preseka je data implicitno u ovoj formuli preko energije rasejanog fotona,
w’ koja zavisi od ugla rasejanja. Formula (6.7.92) je poznata kao Klajn-Nisina formula. Ako
je energija upadnog fotona mnogo manja od mase mirovanja elektrona tada je w’ ~ w. U tom
slucaju formala (6.7.92) postaje

do e 9
A0~ 2(dn)m? (1 + cos 9) (6.7.93)

Formula (6.7.93) je Tomsonova formula za rasejanje izvedena u klasi¢noj elektrodinamici.

6.8 Rasejanje elektrona na Kulonovom potencijalu

U ovom poglavlju razmatrac¢emo rasejanje elektrona na jezgru koje miruje u koordinatnom
pocetku. Potencijal elektrostatickog polja jezgra je Kulonov potencijal:

Z
L A=0,

A° =
r]

gde je Ze naelektrisanje jezgra. Smatracemo da je elektromagnetno polje klasicno, tj. opisano
klasicnom funkcijom. Sa druge strane smatracemo da je elektronsko polje kvantno. Pocetno
stanje je |e”, pi, S;), a finalno |e™, pr, s¢). Amplituda prelaza u najnizem redu teorije perturbacije
je

Sy = (ie) [ (e sl a1y vla)le (b s) Au(o) (6.8.94)

Iz (6.8.94) dobijamo

S ie*Zm t( )70 ( 1276(E E)/d3 e (6.8.95)
i = ——F———Uu(Ps, S iy S;)2m — Iy r—— ..
"y, /E;E; Pt 8777 AP f x|

gde su E; i E; energije ulaznog i izlaznog elektrona. Intergal u izrazu (6.8.95) se nalazi lako.

Rezultat je
] _ /d3x6_l(pf_pi)'x _ 471' (6896)
x| pr — pil*

sto nakon zamene u (6.8.95) daje

Sim2e?Zm

— U
V/EiEs|lpr — pil?

Syi (P, 57)7" (s, 5:1)0(Ey — E3) . (6.8.97)
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Slika 6.7: Fajnmanovi dijagrami za rasejanje elektrona na Kulonovom potencijalu u najnizem
redu.

Ovaj izraz sadrzi samo delta funkciju koja odgovara zakonu odrzanja energije; ulazni i izlazni
elektroni imaju jednake energije. Medjutim, impulsi elektrona pre i nakon rasejanja nisu jednaki.
Elektromagnetno polje ne zavisi od vremena, ve¢ od prostornih koordinata. Ovakav potencijal
naruSava homogenost prostora, ali ne i vremena. Iz tog tazloga energije elektrona pre i posle
sudara su iste, a impulsi nisu. Fajnmanov dijagram za rasejanje elektrona na Kulonovom po-
tencijalu prikazan je na slici 6.7. Diferencijalni presek je

|Sfi|2 VEl Vdspf

do
T |pi| (27)?
Am?e* 7% P
= m’u(pf, Sf)’}/o(pi, Si)|2(5(Ef — E,)mdg . (6898)

U prethodnim primerima rasejanja usrednjavali smo po stanjima polarizacija ¢estica u procesu.
Sada ¢emo odrediti presek za rasejanje elektrona ako ulazni i finalni elektron imaju definisane
helicitete. Heliciteti elektrona su \;/2, odnosno A\;/2, gde je A\; = Ay = 1. Primenom

1+ pfp+m

u(p, s)u(p, s) = —5——5— (6.8.99)

dobijamo

(0, 577" (01 5) P = o tn{(1 +2647) By + (0 + 2k e+ ") (68100

Polarizacija s* u sistemu u kome se elektron kreé¢e sa impulsom p dobija se Lorencovim bustom
polarizacije §* iz sistema mirovanja. Ako u sistemu mirovanja za polarizacione vektore izaberemo
s = Ap/|p| dobi¢emo helicitetni bazis. Rezultat je

s = A(M 53) . (6.8.101)

m’ m |p|

Uzmimo da se upadni elektron kreée duz z—ose, tj. pi' = (E;,0,0,p;) . Cetvoroimpuls rasejanog
elektrona je
Py = (Ey,pssinfcosp, pysin @ sin p, pycos ) .

Polarizacioni vektori su

no_ )\A<’Pi| E; Pi)

S’L , T
m " m |pil
E
s = Af(@,—fﬁ) . (6.8.102)
m " m |pt|
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Nenulti tragovi u izrazu (6.8.100) su

tr(ps7pin”)
tr(#p7 i)
t($"80") =y (pillpel + BBy cos6)
N = 4. (6.8.103)

= 4(EiEf + |pi||pf|cose) ,
= —4m?cosf ,

tr(y%y
Zamenom (6.8.103) u (6.8.100) dobijamo
1
|u(pt, sf)fyo(pi, s)|P = — <Ez‘Ef +m? + |pi||pg| cos O + Nidf(E;Ef cos 0+ m? cos 0+ |pi |pf\)> )

4m?
(6.8.104)
Diferencijalni presek za rasejanje elektrona je

d Z2%et 0 0 0 0
<7 = ¢ (Ef cos? (—) + m? sin® (—) + Nidg (Ef cos® (—) — m? sin® <—)>> .
dQ XisAf 8|p"4SiH4 <Q) 2 2 2 2

i 2

(6.8.105)
Ako pri rasejanju ne dolazi do promene heliciteta elektrona presek za rasejanje je
d Z%et 0
o  E?cos? (-) , (6.8.106)
dQ2 noflip 4|pi|4Sin4 (g) 2
a ako dolazi do promene heliciteta diferencijalni presek je
d Z%et 0
£ m?sin’ (5) . (6.8.107)

e djpyftsint (4)

Ukoliko se u eksperimentu ne meri polarizacija elektrona, onda ¢emo sumirati po helicitetima
ulaznog elektrona, i usrednjiti po helicitetnim stanjima finalnog elektrona, tj.

dO' 1 Z Z dO'
dQ nepol 2 Mt At dQ AiyAf
do do
= — — : 6.8.108
dQ noflip + dQ flip ( )
Konaé¢no za nepolarizovani presek dobijamo
d Z%e 0 0
e = ¢ (Ef cos” (—) + m? sin? (—)) : (6.8.109)
dQ nepol 4‘p1|4 Sin4 (g) 2 2

Gornji rezultat je tzv. Motova formula. U nerelativistickom limesu ona prelazi u Raderfordovu
formulu za rasejanje
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