Glava 1

Vordovi identiteti

U ovom poglavlju...

1.1 Vordovi identiteti u kvantnoj elektrodinamici

U ovom pogljavlju izves¢emo Vordove identitete u kvantnoj elektrodinamici primenom funkcionalnog
formalizma. Oni su posledica odrzanja naelektrisanja, tj. globalne U(1) simetrije, koja je posled-
ica, a i povezana je sa kalibracionom simetrijom.

Generisuéi funkcional u KED je

Z[ Ty, =N / DADYDel S I 'oLers (1.1.1)
gde je

1 - _ 1 B _
Leps = =3 P ™ + 109" (10, — eA )Y — myh — i(c?A)2 + JL AR i + (1.1.2)

tzv. efektivni lagranzijan. Kalibracione transformacije
1
AH — A; = At + g(?,ﬁ

Vo= =i
b= =14y (1.1.3)

nisu simetrija efektivnog lagranzijana. Clan u efektivnom lagranzijanu koji fiksira kalibraciju
nije kalibraciono invarijantan. Sabirci sa strujama takodje nisu kalibraciono invarijantni. Lako
se vidi da je

5/d4x£eff = /d4x< - é@uA“DH + %J"@,ﬁ +i0(ypm — ﬁ@b)) : (1.1.4)

Jasno je da se funkcionalni integral ne menja pri prelazku sa neprimovanih na primovane
promenljive

/ DAPDY DY ' Fxlers (A0 — / DAFDYDipe’ | ¢ wLless (A04) (1.1.5)
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Kako je mera integracije invarijantna to je

/ DAFDYDY / A a8 Loppet /I oLers(Avw) — (1.1.6)
Nakon parcijalne integracije dobijamo

/ DA*DYDY / d%( — émaﬂAﬂ — éaﬂﬂ +i(Yn — ﬁw))eeif Aaleps(A08) — 0. (1.1.7)

Dalje ¢emo polja A*, ¢ i ¢ u funkcionalnom integralu zameniti sa funkcionalnim izvodom po
odgovarajucoj struji, tako dolazimo do

i ) 1 ) )
00, — — =9, J* — —h—\Z n=0. 1.1.
<e§ (%(5(]# 68,“] + 77(577 77577) [Ju,m,m] =0 (1.1.8)

U prethodnom izrazu varijacion izvodi su levi. Izraz (1.1.8) je funkcionalna diferencijalna
jednacina koju generisuci funkcional Z u KED zadovoljava kao posledicu kalibracione simetrije.
Ova jednacina je Vord-Takanahasi identitet. Pod Vord-Takanahasi identitetima podrazumeva
se jedna sira klasa identiteta ukljucujuéi funkcionalne jednacine koje zadovoljavaju generisuci
funkcionali za povezane i za 1PI Grinove funkcije. Veze izmedju Grinovih funkcija koje su
posledice simetrije su takodje Vord-Takanahasi identiteti. Uvodeci generisuc¢i funkcional za
povezane Grinove funkcije, jednacina (1.1.8) postaje

1 ) 1 ) 5
—00,-0 — O, — e~ i —)WJ,,‘:O. 1.1.9
( é— u&]# y2 W Zen5ﬁ+ze776n [Hnn] ( )
Diferenciranjem jednacina (1.1.8) i (1.1.9) po strujama dobijamo veze izmedu Grinovih funkcija.
Grinove funkcije nisu gauge invarijantne. Sa druge strane, amplitude prelaza kao merljive velic¢ine
jesu kalibraciono invarijante.

Diferencirajmo izraz (1.1.9) po J,(y) i uzimimo da su sve struje jednake nuli:

9/
—%Da#% =) (1.1.10)
odnosno
—éDxf)ﬁG“”(w—y) =0v8(z —vy) . (1.1.11)
Dvo-tackasta Grinova funkcija je translaciono invarijantna i pre¢i¢emo u impulsni prostor
G"(x —y) = / d'k G (k)e @) (1.1.12)
(2m)*
Tako dobijamo
Ekué“”(k:) =k (1.1.13)
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Ova relacija predstavlja uslov na dvotackastu Grinovu funkciju (pun propagator) koji je posledica
kalibracione simetrije. Njeno resenje je

. Kk ik kY
G (k) = <g“” - )f(kQ) - ?kT)Q , (1.1.14)

gde je f(k?) neka funkcija. Sabirak proporcionalan sa f(k?) je transverzalan, dok je deo sa &
longitudinalan. Pun propagator za fotonsko polje je oblika

G* (k) = G (k) 4+ 11" (k) (1.1.15)

gde je

1 k,k,
TP ric (g,w+ (S 1)—‘;€2 ) (1.1.16)
slobodni propagator, a II,, kvantna korekcua propagatora. Na osnovu ovog izlaganja je jasno
da je radijativna korekcija propagara ¢isto transverzalna.

Diferenciranjem funkcionalne jednacine (1.1.9) po J,(z), 7(2) i n(y) dobijamo

iGuo(k) =

1 BW
—-0o
& " on(2)0n(y)o T, (x) ‘J=n=ﬁ=0

, 62w
— e <(5(x —y) 2)0n() ‘J:n:ﬁzo +6(z — 2)

§2W

W\J:n:ﬁzo) —0, (LL17)

odnosno

%mzaz<sz|TA”<x>w<yw<z>|Q>c
= ed(z — )T W)D()|Q). — ez — QATIHD(@)Q. . (L118)

Klasi¢ne jednacine kretanja za fotonsko polje su
1 _
OA» — (1 . E)ayam” — eyt = . (1.1.19)

U Fejnmanovom gaugu je (JA* = j#, pa primenom Svinger Dajsonovih jednacina imamo

0, (T ()b w)F(=) 1), _
= ed(x — 2){(QTY () ()| — ed(z — y){QTY(2)¢(x)|Q). + kont. clanovi(1.1.20)

Kontaktni ¢lanovi ne daju doprinos matrici prelaza, tako da ih mozemo ignorisati u prethodnoj
formuli. Ovaj izraz takodje predstavlja Vordov identitet. Do ovog izraza se moze doci i u
operatorskom formalizmu.

Efektivno dejstvo u KED je odredjeno sa (sva polja su klasi¢na- ne pisemo indeks kl.)

Ll b, Ayl = Win, 1, Ju] = /d456(77¢ +n+ JHA,) (1.1.21)
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Primenom relacija

L
JAH K5 gm "
oo
o0~ ey T
or 44
= — = 1.1.22
iz (1.1.9) dobijamo
1 or or —or
1 u ol ol col
£D8#A + auMu + zeg/)(w zezﬁ&/} 0. (1.1.23)

Jednacina (1.1.23) je funkcionalni Vordov identitet za efektivno dejstvo. Iz njega se dobijaju
veze (tj. Vordovi identiteti) izmedju vertekskih funkcija. Diferenciranjem (1.1.23) po ¥(y) i ¢(2)
i uzimanjem da su klasi¢na polja nula dobijamo

oo &7 ’ B
" 51p(2)0 (y)5 Ay ()
5°T 5T
ied(x —y —‘ —je———1| . 1.1.24
e Sien) —
1PI Grinove funkcije u impulsnom prostoru su odredjene sa
/d4xd4zei(”/'z_p'x)_52—r’ = —(2m)*(p' — p)Sz*(p) (1.1.25)
09 (2)00(y) "
/ d*adyd* ze' Y 0T ( = e(2m)'5(p' —p—)T*(p,p',q)  (1.1.26)
01p(2)00 (y)d Ax(x)
Mnozenjem (1.1.23) sa e?*~P¥=42) i integracijom po koordinatama z,y i z dobijamo
q.I"(p,9',9) = Sp'(p+ ) — Sp' () (1.1.27)
U limesu ¢* — 0 dolazimo do
. 9871 (p
(.0 = SET (1.1.28)

Identitet (1.1.28) je originalno izveo Vord, dok je identitet (1.1.27) je nekoliko godina kasnije
izveo Takanahasi. Renormalizaciona konstanta Z; odredjene je sa jednac¢inom

[ _

I.(p,p,0) = 7 (1.1.29)
1
Sa druge strane na osnovu spektralne reprezentacije propagotara znamo da je
4
iSp(p) = 22 ostatak (1.1.30)

p—m
Iz (1.1.28) sledi Z; = Z,. Dakle, renormalizacione konstante Z; i Z5 su jednake u svim redovima
teorije perturbacije.



