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Predgovor

Mehanika je najstarija grana fizike. Ona izucava kretanja tela. U ovoj knjizi proucavac¢emo
mehanicko kretanje cestica i sistema cCestica ukljucujuci kretanje krutog tela. Pored toga ogra-
nicicemo se na situacije u kojima se tela kre¢u brzinama mnogo manjim od brzine svetlosti, tj.
proucavacemo nerelativsiticko kretanje tela. Osnovni dinamicki zakoni ovakvih sistema su jos
davno napisani od strane Njutna. Primenom Njutnovih zakona, tj. reSavanjem odgovaraju¢ih
diferencijalnih jednacina, mozemo odrediti zakone kretanja tela. Potrebno je da znamo sve sile
koje deluju na tela, onda ih obi¢no nacrtamo, projektujemo, postavimo diferencijalne jednacine i
resimo ih. Taj postupak je mozda neelegantan, nekad komplikovan, ali u vecini slucajeva dovodi
do resenja, bilo analitickog bilo numerickog. Njutnov ili kako se jos naziva vektorski metod je
koristan u mnogim prakti¢cnim primenama, ali nema nekog dubljeg znacaja za modernu fiziku.
Hamilton, Lagranz, Ojler, Jakobi i mnogi drugi fizicari su Njutnove zakone dinamike prepisali na
drugi na¢in, mozemo slobodno reé¢i drugim jezikom. Tako je nastala analiticka, odnosno teori-
jska mehanika u kojoj se mehanicko kretanje cestica opisuje Lagranzevim odnosno Hamiltonovim
formalizmom. Pri resavanju mehanickih problema oba formalizma imaju preimuéstvo nad Njut-
novim metodom. Jednacine kretanja sistema cCestica se u okviru analiticke mehanike lakse dobi-
jaju. To se posebno odnosi na sisteme sa vezama. Medjutim, znacaj analiticke mehanike daleko
prevazilazi samu analiticku mehaniku. Osnovni koncepti kvantne fizike imaju svoj analogon
u analitickoj mehanici, tako da je ona osnova celokupne teorijske fizike. Da bi se razumela, i
mozemo slobodno red¢i, i formulisala kvantna mehanika koriste se metode analiticke mehanike.
Slicno vazi i za relativnost, elektrodinamiku, teoriju polja, statisticku mehaniku, fiziku kon-
tinuma i druge oblasti fizike. Dakle, analiticka mehanika nam donosi nove, snazne metode
kojima ¢emo elegantnije resiti mehanicke probleme, ali jos i vaznije, te metode su metode i
moderne fizike.

Prva glava ove knjige je kratak pregled Njutnove mehanike. Njutnovi zakoni, tipicne sile i
osnovne teoreme mehanike su ukratko izlozeni. UveSéemo sisteme sa vezama i videti kako se za
takve sisteme nalaze zakoni kretanja cCestica u okviru Njutnove mehanike. U drugoj glavi ¢emo
izloziti Lagranzev formalizam. Polazna tacka za izvodjenje Lagranzevih jednacina je Hamiltonov
varijacioni princip. Da bismo formirali Lagranzeve jednacine uveséemo jednu novu funkciju koju
nazivamo lagranzijanom. Naredna glava posvecena je simetriji mehanickih sistema i njihovoj vezi
sa zakonima odrzanja. Vide¢emo da su simetrija sistema i odrzanje fizickih veli¢ina u bliskoj vezi.
Prednost analiticke mehanike je, izmedju ostalog, i u tome §to se u njoj simetrija sistema vidi
direktno. Naredne cetiri glave posveéene su primenama Lagranzevog formalizma. Analizira¢emo
male oscilacije konzervativnih sistema, centralno kretanje i kretanje krutog tela, kao i relativno
kretanje. U osmoj glavi izlozi¢emo metod za resavanje mehanickih problema, koji je altrenativan
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Lagranzevom formalizmu. To je Hamiltonov metod. Hamiltonov formalizam, kao i Lagranzev su
u bliskoj vezi sa modernom fizikom. Poslednja glava je posveéena kanonskim transformacijama.
U tekstu je dat i izvestan broj zadataka. Jedan deo zadataka je reSen eksplicitno kroz primere.
Drugi deo Vam je ostavljen za samostalnu vezbu i dat je na kraju svake glave. ReSavanje
zadataka je vazan element ucenja i razumevanja fizike. Trudio sam se da zadaci ilustruju teoriju
i da pripadaju standardnom skupu zadataka koje studenti fizike resavaju u okviru kursa teorijske
mehanike. Na kraju knjige dat je spisak literature. Knjige [1] i [2] su najstandardniji udzbenici
teorijske mehanike na veéini Univerziteta. Ja Vam preporucujem da koristite ove dve knjige.

Knjiga je namenjena studentima fizike. Izborom tema sadrzaj kursa se moze prilagoditi
razli¢itim usmerenjima, od teorijsko-eksperimentalnog do nastave fizike u skolama, primenjene
fizike ili astrofizike.

Veliku zahvalnost dugujem koleginicama Suncici Elezovi¢-Hadzi¢ i Maji Buri¢, profesorkama
Fizickog fakulteta Univerziteta u Beogradu. One savesne kao i uvek, su vrlo pazljivo u svojstvu
recenzenata, procitale ceo rukopis i dale puno sugestija za njegovu popravku. Zahvaljujem se i
Dragoljubu Gocaninu, studentu doktorskih studija Fizickog fakulteta, koji je procitao veci deo
ovog materijala, posebno onaj koji se odnosi na zadatke, i dao mi korisne primedbe. Takodje,
zahvaljujem se i Dusku Latasu, docentu Fizickog fakulteta, koji je nacrtao sve slike u ovoj knjizi.

Beograd, 2015. godine Voja Radovanovic
e-mail: rvoja@ipb.ac.rs



Glava 1

Njutnova mehanika

U ovoj glavi je rekapitulirana Njutnova mehanika. Veéina ovog materijala Vam je poznata sa
kursa Opste fizike. Prvo poglavlje ove glave odnosi se na kinematiku tacke, dok se ostala odnose
na dinamiku jedne cestice i sistema cestica. Izlozeni su Njutnovi zakoni, teoreme energije, im-
pulsa i momenta impulsa sistema cestica kao i uslovi pod kojima su spomenute veli¢ine konstante
kretanja. U poslednjem delu ove glave analiziraju se sistemi sa vezama, tj. sistemi u kojima pos-
toje ogranicenja na polozaje i brzine cestica. Jednacine kretanja mehanickih sistema sa vezama
su date u vektorskoj formi.

Vecina udzbenika iz teorijske mehanike sadrzi uvodnu glavu posveéenu Njutnovoj mehanici.
Preporuc¢ujemo Vam sledece uzbenike [1, 3, 6, 7] i [11].

1.1 Elementi kinematike tacke

1.1.1 Referentni sistem

Mehanika se bavi proucavanjem kretanja tela. Da bismo opisali kretanje jednog tela moramo
uvesti drugo, tzv. referentno telo u odnosu na koje posmatramo kretanje. Referentno telo je
najc¢esée nepokretno i apsolutno kruto. Telo je apsolutno kruto ukoliko se rastojanje izmedju
ma koje dve njegove tacke ne menja. Za referentno telo veza¢emo koordinatni sistem koji nazi-
vamo referentnim sistemom. Proizvoljnu tacku apsolutno krutog tela izabra¢emo za koordinatni
pocetak referentnog sistema, dok se ose Dekarovog koordinatnog sistema uvode konstrukcijom
tri medjusobno ortogonalna pravca kroz tacke A, B i C na slici 1.1. Na ovaj nacin konstruisali
smo jedan referentni sistem, definisan koordinatnim pocetkom i osama.

Njutnova mehanika je definisana u realnom trodimenzionom prostoru, R3. Rastojanje izmedju
dve tacke ry = (z1,y1,21) 1 r9 = (x2,¥y2,22) u ovom prostoru definisano je preko skalarnog
proizvoda sa

(ry—r1)’ = (22 —21)° + (o — 1)’ + (2 — 21)?

Dekartove koordinate smo obelezili sa z,y, 2. Prostor R® sa definisanim rastojanjem izmedju
tacaka je euklidski prostor. Pri kretanju cestica vreme t igra ulogu parametra.

9
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Slika 1.1: Referentni sistem.

1.1.2 Cestica

Cesticu (materijalnu tacku) definiSemo kao bezdimenzioni objekat. To je telo ¢ije dimenzije u
datoj situaciji zanemarujemo. Kada posmatramo kretanje Zemlje oko Sunca, Zemlju smatramo
materijalnom tackom, jer je precnik Zemlje zanemarljiv u odnosu na rastojanje izmedju Sunca
i Zemlje. Sa druge strane, ako analiziramo rotaciju Zemlje oko svoje ose onda je ne mozemo
aproksimirati tackom.

Polozaj ¢estice u svakom trenutku vremena odredjen je njenim radijus vektorom (vektorom
polozaja):

r=r(t). (1.1.1)

Ova jednacina se jo$ naziva i jednac¢inom kretanja cCestice. Kriva koju cestica opisuje pri svom
kretanju je putanja, odnosno trajektorija. U Njutnovoj mehanici Dekartove koordinate zauzi-
maju posebno mesto. U ovim koordinatama zakon kretanja cestice je

r=z(t)e; +y(t)es + z(t)es , (1.1.2)
gde su e;, 1 = 1,2, 3 ortovi Dekartovog sistema. Jednacine
z=ux(t), y=y(t), 2= z(t) (1.1.3)

nazivaju se konacnim jednacinama kretanja cestice. One predstavljaju parametarski oblik tra-
jektorije cestice. Put koji ¢estica predje od trenutka t; do trenutka t, je

s = /t 2 ds = /t 2 V(dx)2 + (dy)? + (dz)? . (1.1.4)

1.1.3 Brzina i ubrzanje tacke

Brzina materijalne tacke je data sa

r(t+At)—r(t) dr |
At—0 At —a (115)

tj. jednaka je vremenskom izvodu radijus vektora cestice. U Dekartovim koordinatama brzina
Cestice je
V::te1+ye2+,ée3 s (116)
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Slika 1.2: Vektor brzine cestice.

Slika 1.3: Prirodni trijedar.

dok je intenzitet brzine dat sa
v=/32+ >+ 2. (1.1.7)

Intenzitet infinitezimalno malog vektora pomeraja je predjeni put, ds = |dr|, pa je

ds = /(dz)? + (dy)? + (d2)?

= i+ 2+ 2dt = vdt (1.1.8)

Dakle, intenzitet brzine cestice je

ds
=—. 1.1.9
V=g (1.1.9)
Vektor brzine cestice je
dr drds
V= d T dsa — T (1-1.10)

gde je T = % ort tangente na trajektoriju cestice u datoj tacki. Brzina je dakle tangenta na

putanju Cestice, sto je prikazano na slici 1.2. Ubrzanje cCestice se definise kao izvod brzine po

vremenu
v(t+At)—v(t) dv

a:Al?ilo A =g - V=t (1.1.11)
U Dekartovim koordinatama ubrzanje tacke je
a:jel—i—yeg—l—éeg . (1112)

Ve¢ smo rekli da je u mnogim situacijama umesto Dekartovih pogodno koristiti druge koordinate.
Na taj nacin npr. jednacine kretanja cestica imaju matematicki jednostavniji oblik. Prirodni
sistem koordinata je vezan za svaku tacku trajektorije cestice. Prirodni trijedar ¢ine tangenta,
normala i binormala, sto je prikazano na slici 1.3. Njihove ortove obelezavaé¢emo sa 7,n i b,
redom. Ort tangente smo ranije definisali. On je funkcija puta 7 = 7(s), jer put mozemo uzeti
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za parametar kojim parametrizujemo trajektoriju cestice. Diferenciranjem izraza 72(s) = 1 po
s dobijamo

dr
-—=0. 1.1.13
T ds ( )
Vektor ‘31—: je ortogonalan na ort tangente. Normiranjem ovog vektora dobijamo ort normale
dr
= dr
ds
= =p— . 1.1.14
n= T ( )
ds
Velicina P
-
=|— 1.1.15
p ’ ds ( )

je poluprecnik krivine trajektorije ¢estice u datoj tacki. Ort binormale je ortogonalan na ort
tangente i na ort normale, tj. definisan je sa

b=7xn. (1.1.16)

Sada mozemo da izrazimo ubrzanje cestice u prirodnom trijedru. Lako se vidi da je

d B dv dr

- S - 1.1.1
a dt(UT> dtT+Udt ( 7)
Kako je
dr drds w
—_— = —— = —1N
dt  dsdt p ’
to je
. v?
a=uv7T+ —n.
P

Ubrzanje cestice ima dve komponente: tangencijalnu a; = v7 i normalnu

02
a,=—n.

p
Tangencijalno ubrzanje predstavlja promenu brzine po intenzitetu, dok je normalno odredjeno
sa promenom brzine po pravcu i smeru. Lako se vidi da je

_ dv a-v

—a.-T=—0 (1.1.18)

“Ta T v

o _ |[vxal?
n— 9 -

= (1.1.19)

Vektor ubrzanja cestice prikazan je na slici 1.4. Ubrzanje lezi u ravni koju odredjuju tangenta
i normala. Ova ravan se naziva oskulatorna ravan. Intenzitet ubrzanja je

a=\/a2+a?. (1.1.20)
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Slika 1.4: Normalno, tangencijalno i ukupno ubrzanje cestice.

VA
\\\p
» M(p, ¢, 2)
< !
9 r,
3 y
~ P
o

Slika 1.5: Cilindri¢ne koordinate.

Pored Dekartovih koordinata za opisivanje polozaja Cestice mogu se koristiti i neke druge
koordinate ¢, qs,q3. Ove koordinate se nazivaju generalisanim koordinatama i definisane su
relacijama

Q1 = Q1(aj7y72)
Q2 = Q2(l‘;y72)
s = ¢(,y,2). (1.1.21)

Ove relacije moraju biti invertibilne. Potreban i dovaljan uslov za to je da jakobijan transfor-
macije bude razli¢it od nule
O(z,y,2)

Jj= 2\
8((117(]27(]3)

40 . (1.1.22)

Podsetimo se da je Jakobijan definisan sa

ox ox ox

0pn  Oq2  0gs

0 0 0

o] o] o] ' c
5e 9 o

O0qn  Oq2 0g3

U fizici se najcesce koriste cilindricne i sferne koordinate. Cilindri¢ne koordinate p, ¢, 2z definisane
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su Ssa

p oS
= psineg
z = z, (1.1.24)

gdejep >0, 0 < ¢ <21, —00 < z < 00. Ove koordinate su prikazane na slici 1.5. p je rastojanje
tacke do ose z, a ¢ je ugao koju zaklapa xOz—ravan i ravan koju ¢ine z—osa i radijus vektor
cestice. Odgovarajuci Jakobijan je J = p. Ortovi cilindricnog koordinatnog sistema su

€, = Ccospe, + sinpe,
e, = —sinpe, + cospe,
e, = e,. (1.1.25)

Njihovim diferenciranjem po vremenu dobijamo

de, e de,
a7 Tw

Radijus vektor cestice u cilindri¢nim koordinatama je r = pe,+ze,. Brzinu cestice u cilindricnim
koordinatama dobijamo jednostavno

— —pe, . (1.1.26)

v = E(peerzeZ)

= pe, +pe, + Ze,
= pe,+ ppe, + e, . (1.1.27)

Jos jednim diferenciranjem po vremenu dobijamo ubrzanje

. . 1d i .
a=(p—pple,+ ;E(p%)e@ + Ze, . (1.1.28)
Sferne koordinate r, 6, ¢ definisane su sa
x rsin @ cos ¢
y = rsinfsing
z = rcost, (1.1.29)

gdejer >0, 0 <6 <m, 0<¢p <27 . Naslici 1.6 prikazali smo sferne koordinate tacke M. r
je duzina radijus vektora tacke, polarni ugao ¢ je definisan isto kao kod cilindri¢nih koordinata,
dok je azimutalni ugao 6 ugao koji grade radijus vektor tacke i z—osa. Jakobijan je J = 72 sin 6.
Ortovi sfernog koordinatnog sistema mogu se razloziti po Dekartovoj bazi:

e, = sinfcospe, + sinfsin pe, + cosle,
ep = cosbcosype, + cost cospe, —sinbe,

e, = —sinpe, + cospe, . (1.1.30)
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Slika 1.6: Sferne koordinate.

Njihovi vremenski izvodi su

e, = éeg + ¢sinbe,
e = —be, + ¢ coste,
&, = —pe,=—p(sinbe, + cosbey) . (1.1.31)

Komponente brzine cestice u sfernim koordinatama dobijamo diferenciranjem radijus vektora
r = re,. Rezultat je

v = re, + rfey + ¢rsinfe,, . (1.1.32)
Ubrzanje je
a = (F—r0*—r¢sin®be,
1d 2/ L9 .
+ (——(T 9> — 1Y sm@cos@)eg
rdt
1 d 2 . 2.
< 0 ) . 1.1.33
+ rsiant(r SITR ) e ( )

Primer 1. Cestica se kre¢e u Ozy ravni po logaritamskoj spirali p = Ce??, gde je C kon-
stanta, sa radijalnim ubrzanjem koje je jednako nuli. Naci zavisnost brzine cestice od polarnog
ugla, v = v(i), kao i zavisnost polarnog ugla od vremena. U poc¢etnom trenutku je p(t =0) =0
PGt =0) = wp.

Resenje: Iz jednacine trajektorije cestice sledi da je p = 2Ce*#¢ i p = 2Ce*?(2*+ ). Primenom
(1.1.28) uslov a, = 0 daje

302 +246 =0
Primenom

L dy
SO_(JOd(p?
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gornja diferencijalna jednacina razdvaja promenljive i lako se integrali. Rezultat integracije je
Y= woe_%“’ .

Integracijom gornje jednacine dobijamo

Lako se nalazi
Wo

SO:l‘i‘%Cdot

Brzina cestice je

3 1
v = Cuwy <1 + §w0t) "(2e, +e,) .

1.2 Njutnovi zakoni

Njutnova mehanika je zasnovana na principima koji su generalizacija velikog broja eksperime-
nata. Prvi Njutnov zakon je zakon inercije. Ako na telo ne deluju druga tela onda ono ili miruje
ili se kre¢e ravnomerno pravolinijski. Jednacina kretanja takvog tela je

r(t) =ro+ vot,

gde su ry i vy konstantni vektori. Vektor rg je pocetni polozaj tela, a vy njegova brzina. Sistemi
reference u kojima vazi zakon inercije su inercijalni sistemi. Ako se nalazite u autobusu koji
naglo zako¢i (usporava) vi éete krenuti unapred. Na vas ne deluju druga tela, a vi menjate svoje
stanje kretanja. Ovakav sistem je neinercijalan.

Sila koja deluje na telo je proporcionalna sa promenom impulsa tela, tj.

dp
dt
gde je p = mv impuls cestice, a F sila koja deluje na cesticu. Ovo je drugi Njutnov zakon. On
uvodi dva nova pojma u fiziku: silu i masu. Sila je mera interakcije izmedju tela, dok je masa
tela mera njegove inertnosti i njegove gravitacione interakcije sa drugim telima.
Ukoliko je masa cestice konstantna, drugi Njutnov zakon je

F,

ma==F .

Ovo je osnovna jednacina mehanike.

Treé¢i Njutnov zakon je zakon akcije i reakcije. Neka imamo dve cestice koje ¢emo obeleziti
indeksima 1, odnosno 2. Sa Fi5 obelezi¢emo silu kojom prva cestica deluje na drugu, a sa Fo;
silu kojom cestica oznacena indeksom 2 deluje na ¢esticu oznacenu sa indeksom 1. Zakon akcije
i reakcije je

Fio=—Fy . (1.2.34)
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Sile interakcije kojima dva tela deluju jedno na drugo jednake su po intenzitetu, a suprotnog su
smera.

Recimo, jo$ jednom da Njutnovi zakoni vaze u inercijalnim sistemima. Ako je sistem S
inercijalan, onda je i svaki drugi sistem koji se kre¢e konstantnom brzinom u odnosu na njega
takodje inercijalan.

1.3 Apsolutnost prostora i vremena u nerelativistickoj
mehanici

Dogadjaj je fizicka pojava koja se desila u nekom trenutku vremena ¢ i na nekom mestu, tj. u tacki
x,y, 2. Paljenje sijalice, kao i stizanje voza u stanicu su primeri dogadjaja. Neka se dogadjaji 1 i
2 desavaju u trenucima t; odnosno to, u tackama ¢ije su koordinate x1,y;, 21 odnosno xs, ys, 2o.
Ove veli¢ine je izmerio posmatrac u sistemu S svojim satom i lenjirima. Posmatrac¢ iz drugog
sistema S, koji se npr. krece u odnosu na sistem S, ovim dogadjajima pridruzuje druge brojeve
), 24, Y}, 21 odnosno t, xb, yh, 2.

U Njutnovoj mehanici prostor i vreme su apsolutni. Apsolutnost vremena znaci da je vre-
menski interval izmedju dogadjaja 11 2 isti za oba posmatraca, tj.

Apsolutnost prostora ogleda se u tome da je rastojanje izmedju istovremenih dogadjaja isto u
svim sistemima. Drugim re¢ima ako je t; = t, tada je

(o —21)* 4+ (Y2 —1)? 4 (20 — 21)° = (2 — 1) + (vh — y1)* + (25 — 21)* . (1.3.36)

1.4 Galilejev princip relativnosti

Formulisanje dinamickih zakona fizickih sistema podrazumeva ne samo skup jednacina kretanja
sistema, vec i davanje precizanog odgovora na pitanje u kojim situacijama vaze isti zakoni. Ako u
jednom sistemu reference vaze Njutnovi zakoni kretanja mehanickih sistema legitimno je pitanje
da li u sistemu koji se krec¢e u odnosu na ovaj vaze isti zakoni.

Galilejeve transformacije koordinata su relacije koje povezuju koordinate nekog dogadjaja
u dva inercijalna sistema, a koje su u skladu sa osobinama prostora i vremena u Njutnovoj
mehanici. Prvo ¢emo razmatrati jednu specificnu Galilejevu transformaciju. Neka se inercijalni
sistem S’ kreé¢e konstantnom brzinom V u odnosu na inercijalni sistem S, kao $to je prikazano
na slici 1.7. Uzec¢emo da su se ova dva sistema poklapala u pocetnom trenutku. Veza izmedju
koordinata jednog dogadjaja u ova dva sistema je

r = r—Vt
= t. (1.4.37)
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Slika 1.7: Sistem S’ se kreée konstantnom brzinom V duZ xz—ose u odnosu na sistem S.

Relacije (1.4.37) su specijalne Galilejevom transformacijom ili bustovil. Ako se sistem S’ kreée
duz zajednicke x ose tada prethodne jednacine postaju

"= =Vt
/ — y
= z

= t. (1.4.38)

/

SRS

~—

po vremenu dobijamo klasi¢ni zakon sabiranja brzina

vVi=v-V. (1.4.39)

Diferenciranjem prve jednac¢ine u (1.4.37

U prethodnoj formuli v i v/ su brzine ¢estice u odnosu na sistem S, odnosno S’. Jo$ jedno
diferenciranje po vremenu vodi nas do relacije

a=a. (1.4.40)

Ubrzanje je dakle isto u oba inercijalna sistema.

Razmatrimo izolovan inercijalan sistem od dve cestice. Sila kojom druga cestica deluje na
prvu iz ovog sistema je funkcija relativnog radijus vektora ove dve cestice i njihove relativne
brzine

Fgl = F21(I'2 — I, Vg — Vl) . (1441)

Naravno, analogna formula vazi za silu kojom prva cestica deluje na drugu. Drugi Njutnov zakon
za prvu Cesticu u inercijalnom sistemu S je

mia; = Fai(ry —r1,va —v1) (1.4.42)

gde je m; masa prve Cestice. Prelazak u inercijalnom sistem S’ je jednostavan. Lako se vidi da
je
r,—1r] = rp—r

Vo — V] = vo—vy, (1.4.43)

!Termin bust potice od engleske re¢i boost.
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tj. relativan radijus vektor i relativna brzina cestica su invarijantne na Galilejeve transforma-
cije. Pokazali smo da je ubrzanje nepromenejno pri Galilejevim transformacijama. Takodje
svi eksperimentalini rezultati pokazuje da je masa Cestice takodje invarijantna. Prema tome u
sistemu S’ drugi Njutnov zakon ima oblik

mpa) = Fh (rh — 1), vl —v]) . (1.4.44)

Dakle drugi Njutnov zakon ima isti oblik u svim inercijalnim sistemima. Drugim rec¢ima, drugi
Njutnov zakon je kovarijantan pri specijalnim Galilejevim transformacijama.

U prethodnom izlaganju videli smo da je svaki sistem koji se kre¢e konstantnom brzinom u
odnosu na inercijalni sistem takodje inercijalan. Medjutim, Galilejeve transformacije su jedna
Sira klasa transformacija koje povezuju inercijalne sisteme. One pored bustova ukljucu i rotacije,
prostorne translacije i vremenske translacije.

Sistem S” dobijen rotacijom inercijalnog sistema S je takodje inercijalan. Rotacije su trans-
formacije koordinata koje ne menjaju duzinu vektora. Pri rotaciji vektor r prelazi u novi vektor
r = Rr, gde je R ortogonalna matrica formata 3 x 3 jedini¢ne determinante. Matrica R je
matrica rotacija. O njima ¢e biti vise rec¢i u poglavlju 6.2. Prostorna translacija za konstantni
vektor c¢ je transformacija koja vektor r prevodi u vektor r' = r + c¢. Vremenska translacija je
t' =t + 7. Postoje tri nezavisne rotacije, tri translacije, jedna vremenska translacija i tri busta.
Ukupno deset. Sve ove transformacije su Galilejeve transformacije. Dakle, proizvoljna Galilejeva
transformacija je data sa

r = Rr+Vt+c
= t+T. (1.4.45)

Mi smo, na primeru jedne Cestice, pokazali kovarijantnost Njutnovog zakona pri bustovima.
Moze se pokazati da Njutnovi zakoni ne menjaju oblik pri svim Galilejevim transformacijama.
Posto Galilejeve transformacije povezuju samo inercijalne sisteme onda zakljué¢ujemo da zakoni
mehanike imaju isti oblik u svim inercijalnim sistemima. Ovaj iskaz je Galilejev princip rela-
tivnosti.

Recimo na kraju da je Galilejeva simetrija samo priblizna simetrija u prirodi. Ona vazi u
nerelativistickom limesu, koji odgovara brzinama koje su mnogo manje od brzine svetlosti.

1.5 Sistemi sa kona¢no mnogo cestica

Sada ¢emo razmatrati sistem koji se sastoji od vise cestica koje medjusobno deluju jedna na
drugu i na koje mogu da deluju ¢estice van sistema. Sile kojima Cestice van sistema deluju na
Cestice sistema su spoljasnje sile. Sa druge strane, sile kojima medjusobno jedna na drugu deluju
¢estice sistema zvacemo unutrasnjim silama. Masu ¢estice indeksa a obelezi¢emo sa m,,, radijus
vektor sa r, itd. Neka je ukupan broj ¢estica u sistemu NV. Sila interakcije izmedju dve cestice
zavisi od njihovog relativnog radijus vektora i relativne brzine. Sila kojom ¢estica indeksa «
deluje na cesticu indeksa [ je

Faﬁ = Fag(ra —rg, Vo — V@) . (1546)
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Prethodni izraz se naziva zakonom sile i on je u skladu sa Galilejevim principom relativnosti.

Sistem cestica je izolovan, odnosno zatvoren, ukoliko su spoljasnje sile jednake nuli. Drugim
reCima, u izolovanom sistemu ¢estica na svaku cesticu sistema deluju samo cestice iz tog sistema.
Iz zakona sile sledi da je sila koja deluje na cesticu indeksa « izolovanog sistema data sa

N
Fa:ZFga:Fa(rl,...,rN,vl,...,vN) ) (1.5.47)
B=1
B
U prethodnoj formuli se sumira po cesticama indeksa 5 i § # «.
Ako na cestice sistema deluju spoljasnje sile, tj. tela izvan sistema, onda je sistem neizolovan.

Podsistem izolovanog sistema je neizolovan. Neka se podsistem sastoji od s < N cestica. Polozaji
i brzine cestica koje ne pripadaju podsistemu, a kojih ima N — s, su poznate funkcije vremena:

o =T(t), Vo =vu(t), a=s+1,...,N . (1.5.48)
Zamenom u (1.5.47) dobijamo
Fa:]?‘a(rl,...,rs,vl,...,vs,t) , (1.5.49)

gde se vremenska zavisnost pojavljuje zbog jednacina (1.5.48). Pojava argumenta ¢ u prethodnoj
jednacini ukazuje na neizolovanost inercijalnog sistema.
Jednacine kretanja Cestica sistema su

N

Mofa = Fpo +FCY a=1,... N. (1.5.50)
B=1
B

Prvi sabirak sa desne strane u (1.5.50) je unutrasnja sila, a drugi ukupna spoljasnja sila koja
deluje na cesticu indeksa «. Sabiranjem jednacina kretanja dobijamo

N N N N
D mafa =) Y Fga+y FOU. (1.5.51)
a=1 a=1

a=1 =1
Ba

Primenom zakona akcije i reakcije unutrasnje sile se krate u prethodnom izrazu, pa dobijamo

N N
> Moty = FY (1.5.52)
a=1 a=1

Ako uvedemo radijus vektor centra mase sistema cestica sa

N
Tem = M ) (1553)
Za Ma
onda (1.5.52) postaje
N
Mie, = FOY (1.5.54)
a=1

gde je M ukupna masa sistema. Ovo je vrlo vazna formula. Centar mase sistema Cestica se
kre¢e pod dejstvom ukupne spoljnje sile.
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1.6 Rad sile i neki tipovi sila

Neka je F, ukupna sila koja deluje na cesticu indeksa o jednog N —cesti¢nog sistema. Elemen-
tarni rad svih sila na infinitezimalno malim pomeranjima cestica sistema je definisan sa

N
dA=>"F,-dr, . (1.6.55)

U prethodnom izrazu diferencijal smo obelezili sa d’, jer elementarni rad, d’A u opstem slucaju
nije totalni diferencijal®.

U opstem slucaju sile mogu biti potencijalne i nepotencijalne. Prvo ¢emo definisati jednu
specijalnu klasu potencijalnih sila, tzv. konzervativne sile. Sila koja deluje na ¢esticu sa indeksom
a je konzervativna ako moze da se napise u obliku

oU
F,=-V,U(ry,...,rny) = —— , (1.6.56)
or,,
gde je U = U(ry,...,ry) potencijalna energija, odnosno potencijal sistema. Parcijalni izvodi u

gradijentu V, u (1.6.56) su po koordinatama ¢estice indeksa a, t;j.

ou oU ou
e+ —
0r,

Elementarni rad ovakvih sila je totalni diferencijal:

N
dA = ZF dr, = — ZvaUdra
a=1

oU oU
_ Z ( o0+ g+ a—%dza>

— U (1.6.57)

VU =

Iz prethodnog izraza se vidi da je rad konzervativnih sila na premestanju sistema iz konfiguracije
1 u konfiguraciju 2 jednak

@)
A= —/ dU = —(Uy — 1) . (1.6.58)
&
’Da bi izraz
Pdx 4+ Qdy + Rdz
bio totalni diferencijal potrebno je i dovoljno da vazi

or _0q
oy Oz
or _oR
0z  Or
oQ _ oR
0z Oy

Pokazite da ako je sila F = az?e, +bxye, +cz2e,, gde su a, b, ¢ konstante, elementarni rad nije totalni diferencijal.
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Rad konzervativnih sila je jednak negativnoj promeni potencijalne energije. On zavisi samo od
pocetne i krajnje konfiguracije sistema. Ako se pocetna i krajnja konfiguracija poklapaju onda
je rad konzervativnih sila nula:

A=— jI{dU =0. (1.6.59)

Jednostavan test za proveru da li je sila F, = F,(ry,...,ry) konzervativna je da se pokaze da
je njen rotor, racunat po koordinatama cestice indeksa a jednak nuli, tj. rot, F, = 0.

Naves¢emo dva primera konzervativnih sila. Prvi je gravitaciona sila. Neka se Cestica mase
M nalazi u koordinatnom pocetku. Sila kojom ona deluje na drugu cesticu mase m, koja se
nalazi u tacki sa radijus vektorom r data je Njutnovim zakonom gravitacije

gde je G Njutnova gravitaciona konstanta. Rotor ove sile je nula, rotF = 0, pa je ona konzer-
vativna. Potencijalna (gravitaciona) energija je

U = /F dr—GNmM/r dr

== GNmM/

= —GN— +C. (1.6.61)

Ako izaberemo da je potencijal U = 0 kada r — oo, integraciona konstanta C' jednaka je nuli.
Prethodni rezultat se lako generalise na slucaj sistema tackastih masa. Potencijalna energija

sistema je
MM
ZUaﬁ = ——ZG 5| (1.6.62)
25 B ts
Drugi primer konzervativne sile je elasti¢na sila F = —kr. Lako se vidi da je
e, e, e,
rotF = —k|g: 5 52| =0. (1.6.63)
xr oy z

Potencijalna (elasti¢na) energija je
L o
U=k [ r-dr= 51{;7" .

Ova dva primera konzervativnih sila imaju jednu zajednicku osobinu. Obe sile su usmerene ka
jednom centru. Ovakve sile se nazivaju centralnim silama. Neka su vektori polozaja dve cestice
r, odnosno rg. Sila interakcije ove dve Cestice je centralna ako je kolinearna sa relativnim radijus
vektorom ove dve Cestice, tj. ukoliko ima oblik

Fog = Faﬁ(|ra rBDW
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gde je F,s(|rq — rs|) skalarna funkcija rastojanja izmedju Cestica.
Potencijalne sile su oblika
F,=-V,U(ry,...,ry,t) . (1.6.64)

Potencijal je funkcija vektora polozaja cCestica u sistemu, ali i vremena. Konzervativne sile su
specijalni slucaj potencijalnih, ukoliko potencijalna energija ne zavisi eksplicitno od vremena.
Elementarni rad potencijalnih sila nije totalni diferencijal:

N N
dA = ZFa-draz—ZvaU-dra
a=1 a=1

N
oU oU oU
= — —dzy + —dys + —d
2—:1 <83L'a Fo - aya Yo * aza Za)
oU
= — “dt . 1.6.
AU + —-d (1.6.65)

Sile koje nisu potencijalne nazivaju se nepotencijalnim. Prvi primer za takve sile su giroskopske
sile. One su linearne i homogene funkcije brzina ¢estica, i njihov rad je jednak nuli. Primer takve
sile je sila kojom magnetno polje deluje na naelektrisanu ¢esticu u kretanju: F = ¢qv x B. Lako
se vidi da je dA = 0. Druga velika klasa nepotencijalnih sila su disipativne sile. Rad disipativnih
sila je negativan, to su sile otpora sredine. Primer za disipativnu silu je Stoksova sila. To je sila
koja deluje na kuglicu poluprecnika r koja se kreée u viskoznom fluidu brzinom v. Data je sa
F = —kv gde je k = 6mnr pozitivna konstanta. Pri veéim brzinama cestice sila otpora postaje
proporcionalna kvadratu njene brzine. Trenje klizanja je takodje dispitativna sila.

Primer 1. Sila koja deluje na cesticu ima oblik
F = O((2zy* — 2%)e, + 22%ye, — 3z2%,) ,

gde je C' konstanta. Pokazati da je ova sila konzervativna, i odrediti potencijalnu energiju. Uzeti
da je potencijalna energija u koordinatnom pocetku jednaka nuli.

Resenje: Rotor ove sile je jednak nuli, a kako ona ne zavisi od vremena, zakljucujemo da
je konzervativna. Potencijalnu energiju ¢emo odrediti na dva nacina. Prvi je izborom krive
po kojoj integralimo. Potencijalna energija ne zavisi od izbora trajektorije. Izabrac¢emo da je
trajektorija koja povezuje koordinatni pocetak i tacku (x, y, z) u kojoj odredjujemo potencijalnu
energiju sastavljena iz tri dela. Prvi je duz z—ose od koordinatnog pocetka do tacke (z,0,0).
Drugi deo je od tacke (z,0,0) do tacke (z,y,0) duz y—ose. Poslednji, treé¢i deo je duz z—ose od
(x,y,0) do (z,y, z). Potencijalna energija je

(2,0,0) (2,y,0) (2,y,2)
U= —C/ (2zy* — 2*)dx — C’/ 222 ydy + 30/ r2idz .
(

0,0,0) (2,0,0) (z,y,0)

Resavanjem gornjih integrala dobijamo

U=—-C(2** —z2°) .
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Drugi nac¢in za odredjivanje potencijalne energije je polazec¢i od

LU
oUu

= = 902

By Czry ,

Integracija poslednje jednacine daje
U= Cz2®+ f(z,y),

gde je f = f(x,y) funkcija koju odredjujemo iz druge dve jednacine. Iz druge jednacine sledi

af 9
—_ :—2
By Czr?y ,

odakle je
f=—-02*y* + g(v) .

Zamenom u prvu jednac¢inu dobija se da je g(x) = 0. Dakle, dobijamo isti rezultat za potencijalnu
energiju.

1.7 Osnovne teoreme mehanike i zakoni odrzanja

Teorema kineticke energije i zakon odrzanja mehanicke energije

Kineticka energija sistema cestica je

| N
_ 2
T = 5 3:1 Mmavs (1.7.1)

Primenom drugog Njutnovog zakona elementarni rad sila koje deluju na cestice sistema je

! al dva al l mavi
dA = zjlmaE -dr, = Z:lmavadva = d(ZT)

a=1

= 4T (1.7.2)
Dakle, elementarni rad jednak je promeni kineticke energije sistema
dA=dT . (1.7.3)

Poslednji izraz je teorema kineticke energije. Ako su sile u sistemu potencijalne, tada je

A dU oU

T T T

(1.7.4)
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pa je
dT+U) oU
—_ = 1.7.5
dt ot ( )
Ako su sile konzervativne, tj.
o _,
ot
dobijamo
AT +0)
—=0. 1.7.
T 0 (1.7.6)

Ukupna mehanicka energija sistema, koja je zbir kineticke i potencijalne energije je nepromenjena
ako su sile u sistemu konzervativne. Mehanicka energija konzervativnih sistema je integral
kretanja. To je zakon odrzanja mehanicke energije.

Teorema impulsa i zakon odrzanja impulsa

Ukupni mehanicki impuls sistema ¢estica je P = )" m,v, . Potrazimo njegov vremenski izvod
u inercijalnom sistemu refrence

qP N N
T > mave =) F.. (1.7.7)
a=1 a=1
Primenom zakona akcije i reakcije u gornjoj sumi ostaju samo spoljasnje sile
N
dP
E = Z F&eXt) . (178)
a=1

Formula (1.7.8) je teorema impulsa za sistem Cestica. Promena impulsa sistema Cestica u jedinici
vremena jednaka je ukupnoj sumi spoljasnjih sila koje deluju na cestice sistema. Ukoliko je
ukupna spoljasnja sila jednaka nuli, onda je ukupni impuls sistema konstanta (integral) kretanja

dP
T 0 = P = const. (1.7.9)

To je zakon odrzanja impulsa.

Teorema momenta impulsa i zakon odrzanja momenta impulsa

Moment impulsa (angularni moment) sistema cestica je

N
L= Zmara X Vg . (1.7.10)
a=1

Moment impulsa zavisi od izbora pola. Izvod momenta impulsa L. po vremenu se lako nalazi:

dL N N N
E:Zmavaxva—f—zmaraxaa:ZraxFa:M (1.7.11)
a=1 a=1

a=1
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Dakle,

dL

— =M 1.7.12

dt Y ( )
gde je M ukupni moment sila. Ovo je teorema momenta impulsa za sistem cestica (naravno u
inercijalnom sistemu reference). Sile ponovo mozemo podeliti na unutrasnje i spoljasnje, pa je

moment sile dat sa

N N N
M= roxFa= > roxFgot+ D rox FEY . (1.7.13)
a=1 a,B=1 a=1

B

Moment unutrasnjih sila je dat sa

(int) 1 = 1 =
M = §ZraxF5a+§Zranga
Oé,ﬁil Oé,ﬁil
a#p3 a#p
N 1 N
= —ZraXFﬁa—}—izrgXFaﬁ
a76:1 OL,BZI
a#p a#B
1 N
= 3 > (ra—15) X Faa . (1.7.14)
a,B=1
a#B

U drugom sabirku smo zamenili neme indekse « i 3, a zatim smo primenili zakon akcije i reakcije.
Ako pretpostavimo da su unutrasnje sile centralne, onda je njihov ukupni moment sile jednak
nuli. Dakle, teorema momenta impulsa u slu¢aju unutrasnjih centralnih sila je
dL
— =M 1.7.15
% ( )
Ako je moment spoljasnjih sila jednak nuli i ako su unutrasnje sile centralne onda iz (1.7.15)

sledi JL
E =0 = L = const. , (1716)

tj. moment impulsa sistema cestica je konstantan. Ovo je zakon odrzanja momenta impulsa.

1.8 Prinudno kretanje

Kretanja mogu biti prinudna (vezana) ili bez veza®. Kretanje je prinudno ako postoje izvesna

ogranicenja na polozaje i brzine Cestica. Ova ograni¢enja izrazavamo (ne)jednakostima koja
zavise od polozaja i brzina ¢estica i eventualno vremena. Naveséemo nekoliko primera vezanih
kretanja.

3Kretanja bez veza se nazivaju i slobodnim kretanjima, mada éemo ovaj termin izbegavati, jer se u literaturi
cesto pojam slobodnog kretanja odnosi na kretanje ¢estica na koje ne deluju sile.
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Slika 1.8: Kretanje cestice po povrsini sfere.

PO

X

Slika 1.9: Matematicko klatno.

1. Kretanje cestice po povrsini sfere poluprecnika R (slika 1.8) je vezano kretanje, jer koordinate
¢estice x,y i z moraju zadovoljavati jednacinu

iz +y*+2°-R*=0. (1.8.17)

Ova jednacina se naziva jednacinom veze.

2. Kretanje molekula gasa koji se nalazi u sudu je takodje primer prinudnog kretanja, jer
molekuli ne mogu da napuste sud. Ukoliko je sud sfera poluprecnika R, onda koordinate svake
cestice zadovoljavaju nejednakost

=+ +2°-R*<0. (1.8.18)

3. Slede¢i primer je matematicko klatno, prikazano na slici 1.9. Ako je duzina klatna [ onda
postoje dve jednacine veze

fa=a?+y?—1?=0
fi=z2=0. (1.8.19)
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Slika 1.10: Disk koji se kotrlja bez proklizavanja

4. Neka su dve male kuglice vezane za krajeve tankog Stapa zanemarljive mase. Neka je duzina
Stapa [. Ako sa x1,y;, 21 obelezimo Dekartove koordinate prve, a sa 9, ¥, 2o druge ¢estice, onda
jednacina veze ima oblik

iz @ =2+ (a—yp)’ +(n—2)-1?=0. (1.8.20)

5. Neka se disk poluprec¢nika R kotrlja bez klizanja u xy ravni kao §to je prikazano na slici 1.10.

Ugao rotacije diska oznacimo sa ¢, a sa 6 ugao koji osa diska gradi sa pozitivnim delom y ose.
Da bismo opisali polozaj diska pored uglova € i ¢ uveséemo koordinate x,y cenrta mase diska.
Kako nema klizanja, to je brzina centra mase diska data sa

v=Rp . (1.8.21)

Projektovanjem vektora brzine centra mase diska na x odnosno y osu, a primenom (1.8.21),
dobijaju se dve jednacine veza

fe=T— Rpcos = 0
fr=9—Rpsing = 0. (1.8.22)

6. Neka se Cestica krece u ravni koja ravnomerno rotira oko z ose ugaonom brzinom w (slika
1.11). Ako se u pocetnom trenutku ta ravan poklapala sa Oz ravni, jednacina veze je

fs=y—xtan(wt) =0 . (1.8.23)
Ukoliko jednacine veza imaju oblik
f(ry,...,ry,t) =0 (1.8.24)

takve se veze nazivaju holonomnim. Dakle, holonomne veze su izrazene jednakostima i zavise
od koordinata cestica i vremena. Veze koje nemaju prethodni oblik nazivaju se neholonomnim.
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LL

p=wt

Slika 1.11: Cestica se krec¢e u ravni koja rotira.

Veze f1, f3, fa, f5, fs su holonomne, dok je veza f; neholonomna. Veza koja pored koordinata

zavisi 1 od brzina
f(ry,...xn, vy, ..., vy) =0 (1.8.25)

je takodje neholonomna. Takve su veze fg i f7. Sistemi kod kojih su prisutne samo holonomne
veze nazivaju se holonomnim sistemima.

Veze mogu biti zadrzavajuce i nezadrzavajuc¢e. Ukoliko je veza izrazena nejednakostima ona
je nezadrzavajuca. Primer takve veze je veza f.

Ako se u jednacini veze vreme ne pojavljuje eksplicitno ona se naziva stacionarnom. U
suprotnom je nestacionarna. Veza fg je nestacionarna, dok su veze f1, fo, ..., fr stacionarne.

1.9 Diferencijalne jednacine kretanja sistema bez veza

Neka u sistemu cestica ne postoje nikakva ograni¢enja na polozaje i brzine ¢estica. Jednacine
kretanja takvog IN-Cesticnog sistema su
Mmete = Fol(re,...,rn,vi,..., VN, ), a=1,... . N, (1.9.26)

gde je F, ukupna sila koja deluje na cesticu indeksa «. Projektovanjem gornjih vektorskih
jednacina na ortove Dekartovog sistema dobijamo 3N diferencijalnih jednacina drugog reda:

mai'oz - Far<x17"'7ZN7:t17"‘72N>7
magja = Fay(xl,...,ZN,il,...,,?}N) s
maéa = Faz(Il,...,ZN,,I"l,...,ZN) . (1927)

Jednacine kretanja su sistem diferencijalnih jednacina drugog reda, resen po drugim izvodima, tj.
u normalnom obliku. Da bismo resili sistem jednacina (1.9.27) moramo znati sile, ali i pocetne
uslove:

xa(t = O) = ((10)7 ya(t = ) = y(()aO)’ Za(t = 0) = Z(()!O) )
ia(t=0)=2" g, (t=0)=99, z2,(t=0) =30 (1.9.28)
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Pocetni uslovi su pocetni polozaji i pocetne brzine svih Cestica. Poznavanje sila i pocetnih
uslova obezbedjuje da sistem diferencijalnih jednacina (1.9.27) ima jedinstveno resenje. Ova
jednoznacna evolucija sistema naziva se principom mehanicke kauzalnosti. Poznavanje sila koje
deluju na cestice i pocetnih uslova jednoznac¢no odredjuje zakon kretanja svake cestice. ReSenje
jednacina kretanja zavisi od vremena i 6N integracionih konstanti C1, ..., Csn, tj.

Lo — xa(t,Cl,...,CﬁN) s
Ya = ya(tach"'vCGN) )
Za = Za(t, Cl, e ,CﬁN) . (1929)

Integracione konstante se odredjuju iz pocetnih uslova. Broj pocetnih uslova je jednak broju
integracionih konstanti.

Velicine koje zavise od polozaja i brzina cestica, a koje ostaju stalne tokom kretanja nazivaju
se prvim integralima kretanja. Opsti oblik takvih veli¢ina je

fi(xlv"'aZN7:t17"'ﬂ2N’t) :CZ

gde su C; konstante. Ovakvih veli¢ina najvise moze biti 6 /N. Naziv prvi integrali kretanja potice
iz Cinjenice da oni sadrze najvise prve izvode, tj. dobijeni su posle prve integracije jednacina
kretanja. Cesto je pogodno integrale kretnja direktno dobiti na osnovu zakona odrzanja.

1.10 Reakcije veza. Idealni sistemi

Pri kretanju cestica u prisustvu veza na Cestice pored tzv. aktivnih sila, deluju i sile reakcije
veza. Kada se telo mase m krec¢e po strmoj ravni na njega deluju: sila zemljine teze mg, sila
normalne reakcije podloge i sila trenja. Sila zemljine teze je aktivna sila, dok su druge dve
posledica toga sto se telo kreée po ravni, tj. posledica veze. One su sile reakcije veza. Aktivne
sile koje deluju na ¢esticu su posledica njene interakcije sa drugim telima, dok su sile reakcije
veza sile kojima 'veza deluje’ na Cesticu. One su takodje, mera interakcije Cestice sa cesticama
veze, ali nas ne interesuje mikroskopska priroda ove interakcije. Sile reakcije veza nisu poznate
unapred.
Jednacine kretanja cCestica sistema su

Mafeq =Fy+ Ry ,a=1,....N | (1.10.30)

gde smo sa F,, odnosno sa R, obelezili ukupnu aktivnu silu, odnosno silu reakcije veza, koje
deluju na ¢esticu indeksa .

Sile reakcije mogu biti idealne i neidealne. Sila reakcije koja je normalna na vezu je primer
idealne sile reakcije. Normalna reakcija podloge u prethodnom primeru je primer ovakve sile,
dok je sila trenja klizanja neidealna sila reakcije. Sila zatezanja konca kod matematickog klatna
je takodje idealna sila reakcije.

Razmatrajmo prvo samo jednu cesticu koja se kreée po povrsi f(x,y,z,t) = 0. Gradijent
funkcije f(x,y,z,t) je ortogonalan na povrsinu f(z,y, z,t) = 0. Idealna sila reakcije veze koja
deluje na cesticu je onda oblika

R = \Vf | (1.10.31)
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\ »

xT

Slika 1.12: Kretanje cestice po krugu u vertikalnoj ravni.

gde je A tzv. Lagranzev mnozitelj.

Idealni sistemi su sistemi kod kojih su sve sile reakcije idealne. Neka u sistemu od N cestica
imamo k idealnih holonomnih veza, f,(rq,...,rn,t) =0, a =1,..., k. Sila reakcije koja deluje
na Cesticu indeksa « je linearna kombinacija clanova oblika (1.10.31), t;j.

k
RIYV =) " AVafa . (1.10.32)
a=1
Drugi Njutnov zakon za idealne sisteme ima oblik

k
Mafo =Fo+ Y AVafs,a=1... N. (1.10.33)

a=1

Ove jednacine nazivaju se jednacinama sa mnoziteljima veza. Lagranzevi mnozitelji su funkcije
koordinata cestica i vremena.

Primer 1. Cestica mase m kreée se u vertikalnoj ravni u polju Zemljine teze i spojena je sa
tankim neistegljivim koncem duzine [ sa centrom O (slika 1.12). Sastaviti jednacine kretanja i
odrediti mnozitelje i reakcije veza. Neka je v(0) = vpe, 1 ¢(t =0) = 0.

Resenje: Jednacine veza su

fi=p—1=0
fo=2=0. (1.10.34)
Dalje je
Vfl =€,
Vi=e,. (1.10.35)

Jednacina kretanja je
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Projektovanjem prethodne jednacine na ose cilindri¢nog koordinatnog sistema imamo

m(p — p?) = mgcos + A\
1d o |

m-—-— = —7ng Sin
S gsing

mi =Xy . (1.10.37)

Diferenciranjem jednacina veza dva puta po vremenu dobijamo p = 01 Z = 0 §to zamenom u
jednacine (1.10.37) daje A\ =0 i

—ml¢® = mgcosp+ M\
lp = —gsinep. (1.10.38)
Iz druge jednacine uz
I 2
imamo
2
2 =22 cosp+ 0 — 27 (1.10.39)
l 2 [
odakle sledi
mud
A = —3mgcosp + 2mg — 5 - (1.10.40)
Sila reakcije veze je
mua
R = (—3mgcosg0+2mg— T)ep : (1.10.41)

Sto je sila zatezanja konca.

Ako su pored idealnih prisutne i neidealne sile reakcije moramo ih dodati u dinamicke
jednacine
k
Mofo =Fo+ Y AVafa + R a=1... N. (1.10.42)

a=1

1.11 Zadaci

1.1. Kretanje cestice je zadato jednacinama: p = ct, ¢ = kt, z = 0, gde su c i k konstante.
Naéi eksplicitan oblik trajektorije cCestice, projekcije brzine i ubrzanja cestice u cilindri¢nim
koordinatama, intenzitete brzine i ubrzanja, normalno i tangencijalno ubrzanje.

1.2. Cestica se kreée po paraboli y = kx? ubrzanjem a = ae,, a = const. Odrediti a;, a, i v(t).
U pocetnom trenutku, ¢ = 0, ¢estica se nalazi u koordinatnom pocetku.
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1.3. Cestica se kreée u ravni konstantnom brzinom v i sa konstantnom sektorskom brzinom?* v,.
Naci vektor brzine cestice ako je p(t = 0) = po.

1.4. Cestica se kre¢e u ravni konstantnom sektorskom brzinom v,, tako da joj je brzina obrnuto
proporcionalna treéem stepenu rastojanja do koordinatnog pocetka. Naéi r = r(t).

1.5. Tacka se kre¢e po sferi tako da u svakom trenutku vremena njen vektor brzine zaklapa
stalni ugao a sa meridijanom. Naci jednacinu kretanja cestice.

1.6. Cestica mase m izbacena je kao horizontalni hitac poéetnom brzinom vy, sa visine H. Naéi
zakon kretanja cestice ako na nju, pored gravitacione sile, deluje i sila otpora sredine —kv, gde
je k pozitivna konstanta.

1.7. Telo se nalazi na visini H od povrsine Zemlje, i pusti se da vertikalno pada. Na telo deluje
pored gravitacione deluje i sila otpora sredine proporcionalna kvadratu brzine cestice. Koeficijent
proporcionalnosti je km. Naci kako se menja brzina i visina tela pri padanju.

1.8. Cestica mase m i naelektrisanja g kreée se u uzajamno ortogonalnim konstantnim poljima.
Elektriéno polje je E = Fe,, a magnetno polje je B = Be,. Na cesticu deluje i gravitaciona sila
—mge,. Odrediti konacne jednacine kretanja Cestice ako se u pocetnom trenutku ona nalazi u
koordinatnom pocetku i ima brzinu v = vv,. Kretanje cestice je nerelativisticko.

1.9. Skijas mase m spusta se niz padinu nagibnog ugla 6. Pocetna brzina skijasa je jednaka
nuli. Intenzitet sile otpora vazduha je —kv?, a trenje izmedju skija i snega je zanemarljivo. Na¢i
brzinu i predjeni put skijasa kao funkcije vremena.

1.10. Cestica se kreée u potencijalu
x
U(x) = Uy tan? <—>,
a
gde su Uj i a konstante. U pocetnom trenutku cestica se nalazila u koordinatnom pocetku i imala
je brzinu vy. Polazeéi od integrala kretanja naci jednacinu kretanja cestice i period oscilacija
Cestice.

1.11. Cestica mase m kreée se po glatkoj ravni koja rotira konstantnom ugaonom brzinom €
oko vertikalne ose. Sastaviti jednacine kretanja sa mnoziteljima veza i naéi reakciju veze. U
pocetnom trenutku cestica se nalazila u koordinatnom pocetku sa brzinom vy = vpe,. Uzeti da
je z—osa postavljena duz vertikale.

1.12. Cestica mase m kreée se po glatkom izvrnutom konusu, ¢ija je osa simetrije vertikalno
postavljena. Ugao konusa je . U pocetnom trenutku cestica je bila na rastojanju » = a od vrha
konusa i imala je pocetnu brzinu vy = vpe,. Sastaviti jednacine kretanja sa mnoziteljima veze.
Nadi reakciju veze.

1.13. Cestica mase m kreée se po unutrasnjoj povrsini glatkog vertikalnog cilindra radijusa R u
zemljinom gravitacionom polju. Naci silu reakcije koja deluje na cesticu. U pocetnom trenutku
brzina cestice v zaklapa ugao « sa horizontalnom ravni.

4Sektorska brzina cestice je

1
vszi(rxv).
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Glava 2

Lagranzeve jednacine kretanja

Ova glava posvecena je Lagranzevoj formulaciji mehanike. Prvo poglavlje je matematicki uvod u
varijacioni racun. U narednom poglavlju uveséemo dve nove veli¢ine, koje su od velikog znacaja
ne samu u mehanici, ve¢ u svim granama teorijske fizike. To su lagranzijan i dejstvo. Zatim je
uveden Hamiltonov varijacioni princip u mehanici. Hamiltonov princip je jedan od centralnih
principa fizike. Klasi¢ne jednacina kretanja mehanickih sistema, tj. Lagranzeve jednacine se
dobijaju iz uslova stacionarnosti dejstva. Analizira¢emo sluc¢ajeve potencijalnih i nepotencijalnih
sila. Pored toga izvedene su Lagranzeve jednacine sa mnoziteljima veza.

Mnogo detalja o Lagranzevim jedna¢inama i varijacionom rac¢unu mozete naéi u [1, 2, 4, 10].

2.1 Varijacioni racun

Realna funkcija realne promenljive y : R — R je preslikavanje iz skupa realnih brojeva u skup
realnih brojeva. Funkcional je preslikavanje iz skupa funkcija u skup R. Dakle, funkcional svakoj
funkciji pridruzuje broj. Neka je f = f(y(z),y/(x),z) zadata funkcija koja zavisi od funkcije
y = y(x), njenog prvog izvoda i nezavisno promenljive . Veli¢ina

b
Iy(z)] = / (@), o/ (2), 2)de @.11)

je funkcional. On funkciju y = y(z) preslikava u broj, tj. I : y(z) — R. Zadatak varija-
cionog racuna je da u skupu funkcija y = y(z) nadje one za koje funkcional [ ima stacionarnu
(ekstremnu) vrednost. Uzecemo jos da su vrednosti funkcija y(z) fiksirane u tackama z = a,
odnosno x = b. Ako, na primer, funkcional I ima minimalnu vrednost za funkciju y = y(z) onda
je za funkcije koje su u okolini funkcije y(x) njegova vrednost veéa od te minimalne vrednosti.
Slicno se definiSe i maksimum funkcionala.

Funkcija koja je u okolini funkcije y(x), se malo razlikuje od nje, tj. ima oblik

y(x) = y(x) + oy(z) , (2.1.2)

gde je dy(a) = dy(b) = 0. Obe funkcije su prikazane na slici 2.1. Veli¢ina dy(z) je tzv. varijacija
funkcije. Za funkciju g(x) kaze se da je ”okolna” ili ”varirana”. Varijacija, odnosno odstupanje

35
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y
y(b)
4()
Sy(z)/¥(@)
y(a)
y(x)
a xT b T

Slika 2.1: Dve funkcije na intervalu [a, b] ¢ije se vrednosti poklapaju na krajevima ovog intervala.

funkcije je malo, tj.
19yl
I
Potrazimo sada varijaciju funkcionala, 6/. Ona je razlika vrednosti funkcionala za ove dve
funkcije koje se malo razlikuju, tj.

olly] = — y(x)] =

_ /f dx—/f x)de (2.1.3)

gde zadrzavamo linearan ¢lanu po dy(x). 1z (2.1.2) sledi

<1.

7() =y (@) + ~oyle)

Razvijajuéi funkciju f u red imamo

b

1= [ 5(u0) 4000 + oyt )daz— / f(y<x>,y'<x>,x)dx

= [ wfsw@.v@n+ Loy L uwn] - [ o,
_ / ’ dx[%5y+ %%(5y(m))] |
Kako je
et = £ (5500) = £ (50 )auto).
to je
o1 = S| "o [T - (5 s
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Zbog uslova dy(a) = dy(b) = 0, prvi ¢lan u prethodnom izrazu je nula, pa je

1= [Car(% - (2. 2.1.4)

Da bi funkcional I = I[y(z)] imao stacionarnu, tj. ekstremnu vrednost za funkciju y = y(z)
potrebno je da §I = 0. Kako je dy(x) proizvoljno to sledi

%_Ex%»:@ (2.1.5)

Ovo je tzv. Ojlerova jedna¢ina. Ona odredjuje ekstremnu funkciju y = y(x).

Primer 1. Nadi najkrace rastojanje izmedju dve tacke (a,c) i (b,d) u ravni.
Resenje: Rastojanje izmedju ovih tacaka, [ je funkcional

b
l:/\ﬂ+wm. (2.1.6)

Funkcija f je data sa

f=Vi+ty?,

of _
dy

of

pa je
0,

Ojlerova jednacina je
/

%(ﬁ) -0

/

-4 _-c
Vity?r

gde je C konstanta. Iz poslednjeg izraza sledi da je y' = C'/v/1 —C? = A, gde je A takodje
konstanta. Iz iy’ = A sledi

odakle sledi

y=Ar+ B, (2.1.7)

dakle najkrace rastojanje izmedju dve tacke je prava. Konstante A i B odredjuju se iz grani¢nih
uslova. Rezultat je
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2.2  Cestica u polju konzervativne sile

Razmotrimo jednodimenziono kretanje cestice pod dejstvom konzervativne sile F = —%U (x)ex
u vremenskom intervalu (¢;,¢;). Lagranzijan je definisan sa
ma?

On je razlika kineticke i potencijalne energije. Lagranzijan zavisi od trajektorije ¢estice x = z(t)
i njenog prvog izvoda. Definisa¢emo jos jednu veli¢inu, dejstvo koje je integral po vremenu od
lagranzijana

S:i/WL@mﬂ&. (2.2.9)

Dejstvo je funkcional, jer moguce trajektorije ¢estice preslikava u realne brojeve, S : x(t) —
R. Jedna od ovih trajektorija je prava trajektorija, tj. trajektorija po kojoj se cCestica krece.
Varijacija dejstva je infinitezimalna razlika dejstva na pravom putu xz = x(¢) i variranom Z(t) =
x(t) + 0x(t), pri cemu je dz(t;) = dx(ty) = 0. Drugim recima, Cestica se u pocetnom trenutku
nalazi u tacki x;, a u finalnom u tacki ;.

Dejstvo na variranom putu je

SlE(t)] = S[z+ 6z]

- /ttf dt [%m@ + d(jf)f — Uz + 6z)| . (2.2.10)

Kako je

(¢+@%Qf:4?+mﬁ%ﬁ+owﬁ>

Uz + 6z) = U(x) + U'(z)dx + O(02?)

imamo

wmwﬂ—sm+/wﬁ@m%@@—vwmg+owﬁy (2.2.11)

Varijacija dejstva! je linearna po dz

4S8 = /t;f dt (mx%(éaz) — U’(x)éx) : (2.2.12)

Da bismo prethodni izraz napisali u obliku

ty
552/ dt[....]ox
t;

!Preciznije, ovo je prva varijacija.
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izvrSicemo parcijalnu integraciju u prvom clanu

ty d
/ dt mi—(0x) = midx
t;

tf tf
— / dt maox .
dt t; t;

Prvi sabirak u prethodnom izrazu je nula zbog granic¢nih uslova, pa je varijacija dejstva
tr
58 = / dt( —mi — U’(x))(sa: . (2.2.13)
t;

Za pravu trajektoriju je mi = —U’(x), pa je dejstvo stacionarno tj. 65 = 0. Dakle, ¢estica u
polju konzervativne sile kre¢e se po trajektoriji za koju dejstvo ima stacionarnu vrednost. Ovo
je Hamiltonov princip. U slede¢em poglavlju uveséemo generalisane koordinate, a u narednom
¢emo generalisati Hamiltonov princip na sisteme sa vise stepeni slobode.

2.3 Generalisane koordinate

Neka se sistem sastoji od N cestica i neka je kretanje ¢estica u sistemu ograniceno sa k holonom-
nih veza

fl(xbylazl"'7xN7yN7ZN7t) :07

fk(xluylwzl"'7'TN7yN7'ZN7t>:0 : (2314>

Zbog postojanja ovih veza, 3N Dekartovih koordinata nisu medjusobno nezavisne; njih £ mozemo
izraziti preko preostalih 3N — k koordinata. Tih 3N — k koordinata je dovoljno da se u svakom
trenutku vremena potpuno opise polozaj svake Cestice u sistemu (konfiguracija sistema). Nezavi-
snih koordinata je n = 3N — k i ovaj broj je broj stepeni slobode sistema. Umesto n Dekartovih,
mozemo koristiti i neke druge, proizvoljne koordinate, qi, ..., q,. Zva¢emo ih generalisanim koor-
dinatama. Kao sto smo rekli, polozaj svake Cestice u sistemu moze se izraziti preko generalisanih
koordinata i vremena

ro =To(q1, ., Gn,t), a=1,...,N . (2.3.15)

Generalisane koordinate nisu jednoznacno odredjene. Ako su veze stacionarne, onda se genera-
lisane koordinate mogu izabrati tako da se u izrazu (2.3.15) vreme ne pojavljuje eksplicitno.

Sada ¢emo za neke od primera iz poglavlja 1.8 odrediti broj stepeni slobode i izabrati gener-
alisane koordinate.

U primeru 1. postoji jedna holonomna veza f;, pa je broj stepeni slobode n = 3 —1 = 2.
Generalisane koordinate su 6, ¢. U primeru 3. postoje dve holonomne veze, pa je broj stepeni
slobode:

n=3-1-2=1.

Generalisana koordinata je ¢. Navedimo jos jedan primer. To je dvostruko matematicko klatno
prikazano na slici 2.2. Ceo sistem se krec¢e u vertikalnoj ravni. Veze su
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©1

X

Slika 2.2: Dvostruko matematicko klatno.

= Bd4+yi-11=0,

fo = 21=0,

fa = 22=0,

fi = (a—2)’+(p—n)’-05=0. (2.3.16)

Broj stepeni slobode je n = 3 -2 — 4 = 2. Za genereralisane koordinate mozemo uzeti uglove
©1, 9 prikazane na slici 2.2.

Za sistem dve cestice koje se nalaze na krajevima krutog Stapa duzine [ broj stepeni slobode
jen=2-3—1=5.

U holonomnim vezama (2.3.14) Dekartove koordinate se mogu izraziti preko generalisanih
koordinata, pa veze onda imaju oblik

falar, - qn,t) =0, a=1,.. k. (2.3.17)

Veza
f(ql»-"vc_Zna(jla"'?q.n) =0 (2318)

je neholonomna jer nema oblik (2.3.17). Funkcija f zavisi od generalisanih koordinata, ali i od
generalisanih brzina, ¢, ..., ¢,.

Recimo na kraju da postoje veze koje zavise od generalisanih brzina, a koje nakon integracije
postaju holonomne. Ovakve veze se nazivaju pseudo-neholonomne. Primer ovakve veze je

2 +yy+22=0,

gde su x,y i z koordinate, a &,y i 2 brzine Cestice. Integracijom gornje jednacine dobijamo
holonomnu vezu z2 + y? + 22 = C? , gde je C integraciona konstanta. Generalno, veza

3" fila, t)dgi + glg.H)dt =0, (2.3.19)

=1

gde su f; i g zadate funkcije generalisanih koordinata i vremena, je pseudo-neholonomna ako je
leva strana gornjeg izraza totalni diferencijal. Tada, integracijom ove veze dobijamo holonomnu
vezu.
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{a:}

dqi(t)
qi(t)

t; trt

Slika 2.3: Prava i varirana trajektorij

2.4 Hamiltonov princip. Lagranzeve jednacine.

Neka je broj cestica u sistemu NV, a broj holonomnih veza k. U prethodnom poglavlju smo videli
da je broj stepeni slobode ovakvog sistema n = 3N — k. Kao sto smo rekli, polozaj svake cestice
u trenutku ¢ je odredjen sa n koordinata, qi, ..., q,

o =Tol(q1, o\ Gn,t), a=1,...,N . (2.4.20)

Prostor dozvoljenih vrednosti generalisanih koordinata je konfiguracioni prostor. Tacke u tom
prostoru su (qi,--+,¢n) 1 on je ocigledno n—dimenzionalan. Svaka tacka u konfiguracionom
prostoru reprezentuje stanje sistema. Posto se ¢estice mehanickog sistema krecu, to tacka u
konfiguracionom prostoru opisuje krivu, koju ¢emo zvati trajektorijom ¢; = ¢;(t), i =1,...n.
Ona ne opisuje direktno kretanje svake cestice ponaosob, ve¢ sistema kao celine. Na osnovu
trajektorije sistema u konfiguracionom prostoru moze se reprodukovati kretanje pojedinacnih
cestica.

Razmotrimo kretanje sistema od nekog pocetnog trenutka ¢; do finalnog trenutka ¢s. Pret-
postavimo dalje da je pocetna konfiguracija sistema (qf), e ,qu)), a finalna (q§f), e ,qgf)).
Postoji beskona¢no puno moguéih trajektorija u konfiguracionom prostoru po kojima sistem
moze da evoluira iz pocetne do finalne konfiguracije. Medjutim, samo jedna od ovih trajektorija

zadovoljava klasi¢ne jednacine kretanja i ona je prava trajektorija ¢ = q1(t), -+ ,qn = qn(t).
Varirana trajektorija je u okolini prave trajektorije
gde su varijacije d¢;(t) male, tj.
dq;(t
04:01 (2.4.22)
|¢:(t)]

Koordinate ¢;(t), moraju pripadati skupu dozvoljenih vrednosti koordinata. Na slici 2.3 smo
nacrtali obe trajektorije.
Dejstvo je definisano sa

ty
5 — / L(g.d,1)dt , (2.4.23)
t;
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gde je L = L(q1,---,Gn,G1,---,4n) = L(q,q,t) lagranzijan sistema. On je funkcija general-
isanih koordinata, generalisanih brzina i vremena. Radi jednostavnosti nezavisno promenljive
lagranzijana pisa¢emo u skra¢enom obliku, L = L(g,q,t). Ne postoji pravilo po kome se za
proizvoljan sistem definise lagranzijan.

Hamiltonov princip iz skupa mogucih trajektorija od pocetnog do krajnjeg polozaja u kon-
figuracionom prostoru izdvaja klasi¢nu trajektoriju, tj. trajektoriju po kojoj se sistem klasi¢no
evoluira. To je, po Hamiltonovom principu, ona trajektorija za koju je dejstvo stacionarno, tj.
ima ekstremum. Drugim re¢ima prava trajektorija je odredjena sa

55=0. (2.4.24)

Stacionarna tacka dejstva moze biti bilo maksimum, minimum ili sedlasta tacka. U veéini fizickih
primera ekstremum dejstva odgovara minimumu, a ne maksimum dejstva, pa se Hamiltonov
princip ¢esto naziva i principom najmanjeg dejstva.

Dejstvo izracunato na okolnoj trajektoriji je

i dg;
o
sial = [ atea. G

(Y , "L /0L OL d(6¢;)

4 i=1

gde smo u drugom redu razvili lagranzijan oko prave trajektorije. Varijacija dejstva je

ty oL
ol [ S (2 (2
— 94 +/ Z dq;  dt\ag /)™
vremena jednake nuli, tj. d¢;(t;) = dq;(ty) = 0. Po Hamiltonovom principu sistem se krec¢e po

05 = Slg] — Slail
b~ (0L OL d(éq;
= [Ty (s 505
i 1
~ OL
= —-0G;
= [ [ ( )}5 .
/ Z d¢;  dt\og /1"
Prvi ¢lan u tre¢em redu je nula, jer su varijacije koordinata u pocetnom i krajnjem trenutku
trajektoriji za koju je varijacija dejstva jednaka nuli. Kako su pocetni, ¢; i krajnji trenutak,
ty (t; < ty) proizvoljni, sledi

; [gi a %(giﬂ% =0
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Varijacije d¢; su nezavisne?, pa na kraju dobijamo
d <8L> oL 0
Ovo su Lagranzeve jednacine kretanja. Dobili smo sistem od n diferencijalnih jednacina drugog
reda. Da bismo ga resili potrebno je da znamo 2n pocetnih uslova: pocetne vrednosti general-
isanih koordinata i brzina, ¢;(t;), ¢:(t;) -

Za jednu veliku klasu mehanickih sistema lagranzijan je razlika kineticke i potencijalne en-
ergije

i=1,...,n. (2.4.26)

L(g.gt) =T —U . (2.4.27)

To su sistemi sa potencijalnim silama koji su ili bez veza ili sa idealnim vezama?®. Postoji mnogo
mehanickih sistema za koje ne vazi pravilo 7L =T — U”, §to bi moglo da znaci da ovo pravilo
nije univerzalno. Tipican primer za ovakve sisteme su sistemi sa disipativnim silama. Medjutim,
disipativne sile su efektivne sile i posledica su medjumolekulskih interakcija. Omne su, dakle
dobijene ignorisanjem (odnosno integracijom) mnogo unutrasnjih stepeni slobode. Jednostavnije
receno, one su izvedene iz fundamentalnih medjumolekulskih interakcija koje su elektromagnetne
prirode i za koje je pravilo ” L. = T'—U” ispunjeno. Disipitavne sile se uvode empirijski, ne ulaze¢i
u mikroskopsku strukturu. Lagranzeve jednacine za nepotencijalne sile ¢emo izvesti u poglavlju
2.8.

Recimo na kraju da svi fundamentalni zakoni u fizici (elektromagnetizam, gravitacija, stan-
dardni model elektroslabih i jakih interakcija i dr.) se opisuju dejstvom. Jednacine kretanja
se dobijaju pomocu varijacionog principa. Hamiltonov princip, je prema tome fundamentalni
princip za dobijanje osnovnih fizickih jednacina.

Primer 1. Blok mase M nalazi se na horizontalnoj ravni po kojoj moze da se kreé¢e bez
trenja. Blok je oprugom konstante elasticnosti k£ vezan za zid, kao na slici 2.4. Nominalna duzina
opruge je lg. Za blok je lakim, neistegljivim koncem duzine [ vezana mala kuglica mase m. Naci
lagranzijan i sastaviti Lagranzeve jednacine kretanja.

Resenje: Sistem ima dva stepena slobode. Za generalisane koordinate uze¢emo rastojanje
bloka od zida za koji je zakacena opruga, x i ugao ¢ koji pravac matematickog klatna gradi sa
vertikalnom osom. Dekarove koordinate kuglice mase m su

xa=x+Ilsing, ya=Ilcosp . (2.4.28)
Diferenciranjem po vremenu dobijamo

Ta = TH+Ilpcosy,

ya = —lpsing (2.4.29)
2Neka je
A1dgqr + -+ Apdg, =0 . (2.4.25)
Medjusobna nezavisnost varijacija dg; znac¢i da mozemo izabrati d¢; # 0, dgx = ...dq, = 0 $to zamenom u
(2.4.25) daje Ay = 0. Dalje bi uzeli dga # 0, dg1 = dg3 = ...dq, = 0 Sto bi dovelo do Ay = 0, itd. Dakle,
dobijamo da je A} =---=A4,, =0.

30vakvi sistemi se u literaturi nazivaju i monogenim.
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st

m

Slika 2.4: Slika uz primer 1.

pa je
vy =35 + 05 = 3+ PP+ 2picosp . (2.4.30)
Lagranzijan sistema je
M i? k
L= 2:U + %(1}2 + 2% + 2lpid cos @) 4+ mg cos p — E(x —1p)? . (2.4.31)
Zamenom
oL
— = —k(x—1
ox (1: 0) )
oL . .
Frl (M 4+ m)& 4+ mlgp cos ¢ (2.4.32)
x
! d 0L\ 0L
—(=—=)——=—=0 2.4.33
dt ( ot ) ox ’ ( )
dobijamo Lagranzevu jednacinu
. d .
(M +m)i + ml&(gp cos) +k(z—1)=0. (2.4.34)
Analogno, zamenom
oL C .
— = —mlprsing —mgsiny ,
Iy
oL
— = ml*¢ +mlicosp (2.4.35)
0
u jednacinu za ¢ dobijamo drugu Lagranzevu jednacinu
ml%@ + mli cos p +mgsinp = 0 . (2.4.36)

Primer 2. Nadi lagranzijan i jednacine kretanja za dvostruko matematicko klatno prikazano
na slici 1.9. Mase kuglica su m; i mo, a duzine konaca zanemarljivih masa su [y, odnosno Is.
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Resenje: Generalisane koordinate su uglovi ¢ i ¢9; vidi sliku 1.9. Kineticka energija kuglice
mase mq je

T — mligr
2
Dekartove koordinate druge cestice su
Ty = lysin + lssin g

Yo = licospy + lscosp, .

Njihovim diferenciranjem po vremenu, kvadriranjem i sabiranjem dolazimo do kvadrata brzine
druge kuglice. Njena kineticka energija je

T2 = 72 (l%@% + l%@g + 2[1[2@1()02 COS(QOQ — @1)) . (2437)
Lagranzijan je

1 . m . . ..
L = §m1lf<,0f + 72 <l%<,0% + 1393 + 20112919 cos(ipg — 901))

+ magly cos 1 + mag(ly cos gy + Iy cos o) . (2.4.38)

Lagranzeve jednacine kretanja su

(m1 + mg)ll(ﬁl + TTLQlQQbQ COS(QOQ — QOI) — mglggb% SiIl(CIDQ — g01> = —(m1 + mg)g sin ®1 ,
Malapy + MaliP1 cos(pa — 1) + mali 3 sin(ps — 1) = magsin @y,

Ova dva primera ilustruju Lagranzev metod. Jednacine kretanja smo dobili iz lagranzijana.
Nismo crtatli sile koje deluju na tela, kao sto se to radi u Njutnovoj mehanici. Sva informacija
o sistemu je sadrzana u lagranzijanu. Pored toga u okviru Lagranzevog metoda jednostavnije
je raditi sa silama reakcija veza, ako su one idealne, naravno. U ovim primerima sile reakcije
veze su sila zatezanja konca i sila reakcije podloge i njih je i u Njutnovoj mehanici lako odrediti.
Medjutim, generalno sile reakcije veze se tesko nalaze.

Lagranzeve jednacine, za razliku od Njutnovih, vaze i u neinercijalnim sistemima. O tome
¢e biti vise reci kasnije u glavi 7.

Nejednoznacnost lagranzijana

Lagranzijan nije jednoznacno odredjen. Neka je F' = F'(q,t) funkcija generalisanih koordinata i
vremena. Lagranzijanu L = L(q, ¢,t) mozemo dodati vremenski izvod funkcije F' i pri tome oba
lagranzijana daju iste jednacine kretanja. Dakle, lagranzijan

dF

-
T E

opisuje istu fiziku kao i lagranzijan L.
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Jednacine kretanja su odredjene stacionarnoséu dejstva. Potrebno je da pokazemo da iz
§ [ Ldt =0 sledi § [ L'dt = 0. Ovaj uslov znadi da je varijacija dodatnog ¢lana jednaka nuli, tj.

t "\ OF
f_z:(’iqfS

ti

ts

5/ dF(t,q) = dF(q(t),t) =0. (2.4.39)
t;

Rezultat sledi iz ¢injenice da su varijacije koordinata u krajnjim tackama jednake su nuli, tj.

dq;(t;) = 0qi(ty) = 0 . Primetimo da funkcija F' ne moze da zavisi od generalisanih brzina. Takva

zavisnost bi variranjem dala ¢lanove proporcionalane sa d¢; koji nisu jednaki nuli, jer varijacija

generalisane brzine u trenucima ¢; i t¢ nije jednaka nuli.

2.5 Kovarijantnost Lagranzevih jednacina

Ve¢ smo ranije rekli da generalisane koordinate nisu jednozna¢no odredjene. Sa koordinata
qi, - - -, G, mozemo prec¢i na nove koordinate @)y, ...,Q,. Pokazatemo da Lagranzeve jednacine
vaze u bilo kom sistemu koordinata, tj. one imaju isti oblik u svim koordinatnim sistemima.
Koordinatna transformacija, tj. prelazak na druge koordinate je

Qi=Qi(q1,--- qnit), 1=1,...n. (2.5.40)

Pretpostaviéemo da je ova veza invertibilna. Novi lagranzijan, L’ je dobijen iz starog smenom
promenljivih

L'(Q,Q,t) = L(a(Q. 1), d(Q, Q. 1), 1) . (2.5.41)
Lagranzeve jednacine u () koordinatama su
d oL’ oL’
&(a@) 50, = (25.42)

Iz (2.5.41) sledi

oL’ oL g,
a(ss) - Talasg)

oL 0
B Z dt(@qL] 8321)

oL 0q dq; d OL
-3 [__ % 4 % __.} (2.5.43)
8qj 8QZ 8QZ dt 8qj
U drugom koraku koristili smo pravilo 'ponistenje tacaka’
94 _ 94 (2.5.44)
0Qr  0Qr’
koje se odmah vidi iz
0 0
9 G+ 2l q] . (2.5.45)

OQk



2.6. MATEMATICKO KLATNO 47

Sli¢no je
oL’ 0L 0q; 0L 0q;
= [—ﬂ + —-i} . (2.5.46)
0Q; < 10¢; 0Q; ~ 9¢; 0Q;
Oduzimanjem (2.5.43) i (2.5.46) dobijamo
() oL s SOy On (2.5.47)
dt an an N ; an dt aq] qu o
Posto je matrica % nesingularna to iz Lagranzevih jednacina u ¢ koordinatama slede la-

granzeve jednacine u () koordinatama. Dakle, Lagranzeve jednacine imaju isti oblik u svim
koordinatama, tj. one su kovarijantne.

Kovarijantnost Lagranzevih jednacina se moze videti iz sledec¢e jednostavne analize. La-
granzeve jednacine slede iz Hamiltonovog principa, koji od svih trajektorija u konfiguracionom
prostoru po kojima sistem moze da se krece izdvaja jednu, pravu klasi¢nu trajektoriju. Dakle,
Hamiltonov princip odredjuje trajektoriju kretanja i zbog toga on je geometrijski princip. Ko-
ordinate koje koristimo da parametrizujemo trajektoriju su proizvoljne.

2.6 Matematicko klatno

Kuglica mase m, koja se kre¢e u vertikalnoj ravni po krugu poluprecnika [, u polju Zemljine teze

je matematicko klatno, slika 1.12. Sistem ima jedan stepen slobode. Za generalisanu koordinatu

mozemo izabrati ugao ¢ koji pravac konca gradi sa vertikalom. Lagranzijan je

ml2<,b2
2

Iz lagranzijana se lako dobija jednacina kretanja

L= + mgl(cosp — 1) . (2.6.48)

G+ %Simp =0, (2.6.49)

Dobili smo difrencijalnu jednacinu drugog reda, koju ne¢emo resavati. Resenje jednacine kretanja
nac¢i¢emo preko integrala kretanja. Naime, gravitaciona sila je konzervativna, pa je energija
2,:2

E="F 4 mgl(1 — cos p) (2.6.50)

integral kretanja. Preciznije, ona je tzv. prvi integral kretanja, jer zavisi od generelisane koor-
dinate i generalisane brzine, tj. dobijena je jednom integracijom jednacina kretanja. 1z (2.6.50)
sledi

) 2g FE
gp—:i:\/7<cosw—1+m—gl> . (2.6.51)

Neka su pocetni uslovi dati sa ¢(t = 0) =01 ¢(t = 0) = 1/ 2. Ukoliko je E < 2mgl klatno ¢e
se najvise otkloniti za ugao g, kada je kineticka energija jednaka nuli, pa je

E =mgl(1 — cosyy) . (2.6.52)
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U ovom slucaju kretanje klatna je periodicno i kuglica se krece u intervalu uglova —¢y < ¢ < .
Ovakvo kretanje se naziva libracijom ili oscilovanjem. Iz (2.6.51) sledi

2
o= :l:\/Tg(cos © — Cosyy) - (2.6.53)

Period kretanja klatna obelezi¢emo sa T'. Za t = T'/4 je ¢ = ¢ pa je

l ) d T/4
/_/ 2 :/ dt | (2.6.54)
29 Jo +/COSp — coSs g 0

[ [%° d
T =4, /—/ Ld . (2.6.55)
29 Jo 4/COsp — cos g

Smenom sin £ = sin £* sin ¢ = ksin 6 gornji integral postaje

/2
T = 4£/ 49 . (2.6.56)
g9Jo

1 — k2sin’ 0

odnosno

Gornji integral se ne moze izraziti preko elementarnih funkcija. Period oscilovanja je

T = 4\/51((/4) : (2.6.57)

gde je K (k) tzv. elipticki integral prve vrste.
Ukoliko je k? < 1 podintegralnu funkciju u (2.6.56 ) mozemo razloziti u red

1 k2 .92 3 4 . 4
=1+ —sin“0+ -k*sin"0+... , (2.6.58)
V1 —k?sin?6 2 8

a integraciju izvesti ¢lan po ¢lan. Tako dobijamo da je period oscilovanja klatna dat sa

I 1 11
T =2 —<1 S SR ) 2.6.
w\/; + b+ v+ (2.6.59)

Period oscilovanja klatna zavisi od amplitude ¢q, i od duzine klatna. Za male uglove ¢y ~ 0,
zadrza¢emo se na vodecem clanu u izrazau za period. Tako dobijamo dobro poznat rezultat:

l
T = zw\ﬁ . (2.6.60)

Ukoliko je E > 2mgl ugao ¢ raste neograniceno, klatno opisuje krug za krugom. Ovakvo
kretanje se zove 'rotacija’. Granicni slucaj izmedju prethodna dva, kada je £ = 2mgl, je tredi
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tip kretanja klatna. Klatno ¢e uspeti da dostigne polozaj ¢ = 7, ali mu za to treba beskonacno
puno vremena, jer se kreée sve sporije i sporije. Za E = 2mgl jednaéina (2.6.53) postaje

d
LA 2\/§dt . (2.6.61)
cos (%) l

/ tan (% - g) (2.6.62)

Primenom

COS T

uz pocetni uslov ¢(t = 0) = 0 dobijamo
¢ = m — 4darctan <e_\/%> . (2.6.63)

Kretanje je asimptotsko, cestica tacku ¢ = 7 dostize za beskonacno vreme.

2.7 Virtuelna pomeranja i virtuelni rad

Kao §to smo rekli, polozaj svake Cestice u sistemu, r,, (o =1,...,N) jednozna¢no je odredjen
generalisanim koordinatama:

o =Tolq1, -, Gn,t) . (2.7.64)
Pri prelasku sa jedne trajektorije ¢;(t), ..., ¢,(f) drugu infinitezimalno blisku trajektoriju

C]1(15) + 5Q1(t)7 s 7Qn(t) + 5Qn(t) )

vektor polozaja Cestice, r, promeni se za

0t =1o(q1 +0q1, -, Gn + 0qn,t) — volq1, -+ Gn,t) - (2.7.65)

Pri varijaciji vektora polozaja oba radijus vektora sa desne strane izraza (2.7.65) su u istom
trenutku vremena. Lako se vidi da je

", dr,
org = Z 8_%6% . (2.7.66)

Varijacije vektora polozaja cestica nazivaju se jos i virtuelnim pomeranjima. To su proizvoljne,
infinitezimalne promene polozaja Cestica sistema koje su u skladu sa vezama, a koja su nacinjena
u fiksnom trenutku vremena. Virtuelna pomeranja se razlikuju od stvarne promene polozaja
Cestica
dr, = r.(t+dt) —r,(t)
n
or or
= ——dg; + ——
i1 8q1 ot
= vu(t)dt. (2.7.67)

dt
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Stvarno pomeranje dr, izvrSeno je u vremenskom intervalu (t,¢ + dt), dok je pri virtuelnim
pomeranjima vreme fiksirano (zamrznuto). Definisa¢emo i treéi vid pomeranja Cestica u sistemu,
tzv. moguce pomeranje. Moguce pomeranje, dr, Cestice indeksa a izvrSeno je u intervalu
(t,t + dt), ali ono ne mora biti jednako proizvodu brzine ¢estice u trenutku ¢ i vremenskog
intervala dt, tj. dr, # v,dt. Ako su veze stacionarne onda se generalisane koordinate mogu
tako izabrati da se u zakonu (2.3.15) vreme ne pojavljuje eksplicitno. U tom slu¢aju virtuelna
pomeranja se poklapaju sa moguéim.

Rad sila na virtuelnim pomeranjima cestica definiSe se analogno radu na stvarnim pomeran-
jima

N
§A = ZFQ .ot . (2.7.68)
a=1

Pokaza¢emo da je rad idealnih sila reakcije na virtuelnim pomeranjima jednak nuli. To se vidi
direktno:

N
0A = > R .o,
a=1

N k

= Z Z )\avafa : (51'04
oz;l a:l i ar

- Z Z NVt a—;éqi : (2.7.69)
a=1 a=1 =1 v

Primenili smo izraze (1.10.32) i (2.7.66). Ako dalje iskoristimo

N
orq,  0fa
;V“f“a_% ~ g (2.7.70)

dobijamo

n k
0A = Z Z )\a(aa_?(sqi

i=1 a=1

k
= Y Mbfa (2.7.71)
a=1

Jednacine veza f, = 0 daju 6 f, = 0, pa prema tome dobijamo dA = 0.

U poglavlju 1.10 rekli smo da su idealne reakcije veza linearne kombinacije gradijenata veza,
tj. one su oblika (1.10.32). Ekvivalentna definicija idealnih sila reakcije je da su sile reakcije
u nekom sistemu cestica idealne ukoliko je njihov rad na proizvoljnim virtuelnim pomeranjima

jednak nuli, tj. ukoliko je
N

> R4V 61, =0. (2.7.72)

a=1
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Moze se pokazati da iz uslova (2.7.72) sledi da su idealne reakcije veza oblika (1.10.32). Recimo
na kraju da uslov idealnosti sila reakcije sile ne znaci da svaki sabirak u izrazu za virtuelni rad
(2.7.72) mora biti jednak nuli. Potrebno je da cela suma bude jednaka nuli. To ilustruje naredni
primer.

Primer 1. Naci virtuelna pomeranja cestica kod dvojnog matematickog klatna. Pokazati
da je ono idealni sistem.
Resenje: Sa slike 2.2 se vidi da su radijus vektori cestica

riy = lycospie; +[lisinpiey

ro = (lycosp; + lacosps)er + (Isinp; + I sinps)es . (2.7.73)
Virtuelna pomeranja cestica su

ory = li(—sinpie; + cospies)dp;
dry = —(lysinpi0p; + lysin padps)er + (11 cos p10p1 + ls cos padpa)es . (2.7.74)

Sile reakcije deluju duz niti. Sila reakcije koja deluje na prvu cesticu je R; = T; + Ty, a na
drugu je Ry = —T5. Sa T) obelezili smo silu zatezanja u gornjem, a sa 75 u donjem koncu
dvojnog klatna. Virtuelni rad sila reakcije je

0A = R1 -(5r1+R2-(5r2
= (T1 -+ Tg) . 51‘1 — T2 : (51‘2 . (2775)

Zamenom izraza za virtuelna pomeranja dobija se dA = 0, dakle dvojno matematicko klatno
jeste idealni sistem. U ovom primeru vidimo da pojedina¢ni sabirci u virtuelnom radu sila
reakcije nisu jednaki nuli, ali njihov zbir jeste.

2.8 Lagranzeve jednacCine za sisteme sa nepotencijalnim
silama

U ovom poglavlju izves¢emo Lagranzeve jednacine kretanja kada su u sistemu prisutne nepoten-
cijalne sile. Takodje, pretpostavi¢emo da pored idealnih imamo i neidealne sile reakcije.
Definisimo funkcional I sa

tr ty N omov2
I= dtT = dty ——2 2.8.76
o= s 210

i

koji je, kao sto vidimo, integral kineticke energije. Potrazimo varijaciju ove veli¢ine, tj. njenu
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infinitezimalnu promenu pri prelasku sa jedne trajektoriju na drugu, koja je u njenoj okolini:
ty N o2 ty N mov2
61 = dt e L
[y [Tays
g a=1 g a=1
ty N 1
= dt —ma< Vo +0vy)? — vi)
DM TA(CE

ty N
= / dt Y matadis . (2.8.77)
t;

a=1

Sa V, = Vv, + 0v, obelezili smo brzinu ¢estice indeksa o na variranoj trajektoriji. U (2.8.77)
koristili smo

dr, d
(SVa = 5(@) = &((5['&) s (2878)

tj. ¢injenicu da varijacija i vremenski izvod komutiraju. Pokazimo to. Diferenciranjem po
vremenu izraza (2.7.64) dobijamo brzinu Cestice indeksa «

" dr,. Or,

o = o, 4T - 2.8.79
Vo Lo T (2879)
Varijacija brzine je
- ara . 8I'a . 8ra
Vo = 2 65 )i+ 500 + ()
u 82]? n 81‘ n 821'
= G0 —0G; g . 2.8.80
; B,0, 0% * z; ag; 4T 2 919q;"! (2.8.80)
Sa druge strane je
d d /= Or,
dt (5ra) a(; . 56]2)
“ 82]:' n 81‘ n 821-
= G0 —0G; “5q; . 2.8.81
Py 3Qj6qiq A ; 0q; %+ — otdg; 1 ( )

Ovim smo pokazali (2.8.78). Primenom parcijalne integracije izraz za varijaciju §I postaje

Vo d . )
ol = /t dt;ma<a <ra . 5ra> — Ty - 5ra>
ty N N
= — / d¢ Z Moty - 0Ty + Z M0,
ti a= a=
) N1 1
_ _/ Aty ((Fa+ Ra) - o, ) -
ti a=1

ty
t

i
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Drugi sabirak u drugom redu je jednak nuli. U narednom redu primenili smo drugi Njutnov
zakon. Podintegralni izraz u poslednjem redu je rad aktivnih sila i sila reakcije koje deluju u
sistemu na virtuelnim pomeranjima

N
0A=Y (Fo+Ry)-or, . (2.8.82)

a=1
Primenom (2.7.66) ovaj rad mozemo napisati u obliku

N n

0A = Y (Fa+Ra)- ) g—’;f“aqz-

a=1 =1
n

= ) (Qi+R)dg (2.8.83)

=1

gde smo uveli generalisane aktivne sile sa

Y o,
= azl F,, - P, (2.8.84)
i generalisane sile reakcije N
R, = ;Ra : (?92‘2‘ . (2.8.85)
Dakle, .
61 = — /tf dt Y (Qi+ Ri)dg; . (2.8.86)
ti i=1

Sa druge strane, posto je kineticka energija funkcija generalisanih koordinata, generalisanih
brzina i vremena, to po analogiji sa variranjem dejstva, varijacija funkcionala I je data sa

51:/ dtZ[aql t(gg)}(s%. (2.8.87)

[zjednacavajuéi (2.8.86) sa (2.8.87) dobijamo

/dz[aq, dt<az>+Qz—l—R]5qz—0 (2.8.88)

Kako su varijacije d¢;, nezavisne to dobijamo

d /0T OT
E(aq,) ~ gy = QiR (2.8.89)

Ovo su Lagranzeve jednacine kretanja.
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Aktivne sile u sistemu se mogu podeliti na potencijalne i nepotencijalne

F, =F0t) L pi0) — ¢ [ 4+ F0P) | (2.8.90)

«

Generalisana aktivna sila je

N
or
o _ (mp)) , Z-a
Qi 321 ( VU +Fy > a4,
oU (np)
- _ (np) 2.8.91
94, +Q; (2.8.91)

Sila reakcije koja deluje na cesticu indeksa « je suma idealnih i neidealnih sila, R, = Rgd) +
R™Y. Rad idealnih sila reakcije na virtuelnim pomeranjima je jednak nuli.
Zamenjujuéi izraze za generalisane sile u (2.8.89) dobijamo

d @L* aL* _ ~(np) (neid)
&< o ) _ B, = Q"™ + R/ , (2.8.92)
gde je
L.=T-U. (2.8.93)

Ova veli¢ina nije Lagranzijan sistema. Dobili smo Lagranzeve jednacine za holonomne sisteme
kod kojih pored potencijalnih postoje i nepotencijalne sile interakcije.

Primer 1. Telo osciluje na opruzi konstante elasti¢nosti k£ i nalazi se u viskoznoj tec¢nosti.
Sila otpora je F = —bv gde je b konstanta. Naéi jednacinu kretanja.
Resenje: Sistem ima jedan stepen slobode. Funkcija L, je

L, = T-U
ma?  ka?

— = 2.8.94
5 5 ( )

Generalisana nepotencijalna sila je
Q= —bx (2.8.95)

pa je jednacina kretanja

mi = —kx — bt . (2.8.96)

Primer 2. Po povrsini glatke cilindriéne povrsi radijusa R krece se Cestica mase m. Grav-
itaciono polje je usmereno duz ose simetrije cilindra. Na cesticu deluje i sila otpora F = —m~yv,
gde je v pozitivna konstanta. Sastaviti Lagranzeve jednacine kretanja.

Resenje: Generalisane sile su

Qo = Froo=—mR%

Q. = F- % = —myi . (2.8.97)
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Velicina L, je

L, = %(R%Q +22) —mgz . (2.8.98)
Jednacina kretanja
d /0L, 0L,
— — = 2.8.99
dt ( op ) Oy @ ( )
daje
p=—7p. (2.8.100)
Druga jednacina kretanja
d /0L, 0L,
E( 0% > T @ (28.10)
daje
Z4+g=—7%. (2.8.102)

2.9 Generalisano potencijalne sile

Generalisano potencijalne sile su vazan slu¢aj nepotencijalnih sila. Za silu ¢emo rec¢i da je
generalisano potencijalna ako je oblika

d soU oUu
i= ol la ) — ) 2.9.103
gde je U = U(q, 4, t) generalisani potencijal. Zamenom (2.9.103) u (2.8.89) dobijamo
d /0L OL
— — =0 2.9.104

gdeje L=T —-U.
Lorencova sila, F = ¢(E+v xB) je sila kojom elektromagnetno polje deluje na naelektrisanje.
Ona je primer generalisano potencijalne sile. Generalisani potencijal je

U =qo(t,r) —qv-Alt,r), (2.9.105)
gde su ¢ i A potencijali elektromagnetnog polja. Jacine polja su
0A
E = —— _
ot Ve,
B = rotA. (2.9.106)
Nadjimo sada izraz
d soU ou
— (=)= 2.9.107
dt ( oz ) ox ( )
Lako se vidi da je
ou  0¢ 0A, 0A, 0A,
Fr qa——q(vz ox Ty ox T 8x>

oz
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Dalje je
dA 1)) 0A 0A 0A
Fp=—q— — a5 ——Z + v, 2 :) . 2.9.1
* T q8x+q<vx ox Tt ox T 8x> (2.9.108)
Koristedi A oA oA oA A
L= b, vy v, 2.9.1
dt ot T U or +Uy 83} + Uy Oz ) ( 9 09)
dobijamo
0A, 00
b= q<_ ot _8_33)
0A, 0A, 0A, O0A,
+oan (- aﬂ*qu(W‘ 5)
= qE, + q(vy(rotB), — v,(rotB),)
¢E, + q(v x B), . (2.9.110)

Sli¢no vazi i za y i z komponentu. Dakle, Lorencova sila jeste generalisano potencijalna.

2.10 Lagranzeve jednacine sa mnoziteljima veza

Razmatrajmo sistem od NN cestica sa konzervativnim silama i idealnim holonomnim vezama.
Pocetni skup generalisanih koordinata je ¢qi,...,qsy. Njih ima 3N. Zbog prisustva k holonom-
nih veza n = 3N — k koordinata je nezavisno. U poglavlju 2.4 smo jednacine kretanja izveli
variranjem dejstva izrazenog u nezavisnim generalisanim koordinatama. Medjutim, cesto je
korisno da u opisu fizickog sistema koristimo sve koordinate ¢, ..., g3y, a ne samo podskup
nezavisnih generalisanih koordinata. Ako koristimo nezavisne koordinate, simetrija fizickog sis-
tema nije eksplicitna, tj. manifestna. To c¢esto komplikuje dinamicke jednacine. Dakle, da
bi simetrija postala vidljiva, koristimo sve koordinate. Uze¢emo da je lagranzijan holonomnih
sistema funkcija svih 3N koordinata i odgovarajucih brzina. Varijacija dejstva je onda data sa

59 — /t;f dthNl [gi - %(g;)}éqi ~0. (2.10.111)

Primetimo da se sumiranje po indeksu ¢ u prethodnoj formuli vrsi od 1 do 3N. Iz Hamiltonovog
principa, 65 = 0, sledi

3N

SIFCRETLO P s

i=1

Medjutim iz prethodnog izraza ne mozemo da zakljucimo da su izrazi u velikoj zagradi jednaki
nuli, jer varijacije d¢; nisu medjusobno nezavisne. Broj nezavisnih varijacija je isti kao broj
nezavisnih koordinata, tj. on je n = 3N —k. Preostalih k varijacija koordinata su zavisne od 3N —
k nezavisnih varijacija. Dejstvo variramo, ali uz uslove, a to su jednacine veza f,(q,t) = 0,a =
1,...,k u teoriji. Problem je analogan problemu u matematickoj analizi kada npr. odredjujemo
ekstremum neke funkcije vise promenljivih, ali uz neki zadati uslov.
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Jasno je da varijacija veza data sa

= 0f,

e 250 =0 (2.10.113)

0fa =

Mnozeéi prethodni izraz sa neodredjenim Lagranzevim mnoziteljima A\, = A,(¢) i sumiranjem
poa=1,...,k dobijamo

ZZA 0fa5qz =0. (2.10.114)

a=1 i=1

Sabiranjem (2.10.112) i (2.10.114) dobijamo

BE_N:B(? <8ql) ZA afa] ¢ = 0. (2.10.115)

Varijacije koordinata d¢;, i = 1,...,3N podeli¢emo u dva skupa: nezavisne varijacije koordinata
0q;, - - -, 0qy kojih ima n, i preostalih k zavisnih varijacija d¢,.1,...,0q3n. Mnozitelja veza ima
k, isto onoliko koliko ima zavisnih koordinata. Mnozitelje ¢emo odrediti iz zahteva da su izrazi
u zagradama u (2.10.115) uz zavisne varijacije koordinata jednaki nuli. Onda su preostale samo
nezavisne varijacije koordinata. Izrazi u zagradama, koje mnoze varijacije nezavisnih koordinata
su jednaki nuli. Dakle, u svakom sluc¢aju dobijamo jednacine

d ;0L\ 0L
= _ = Gla 2.10.11
dt(@g) g~ """ g, (2.10.116)

Jednacine (2.10.116) su Lagranzeve jedna¢ine sa mmnoziteljima veza. Izraz na desnoj strani
jednacine (2.10.116) oznaci¢emo sa R;, tj.

R Ny, U 2.10.11
=Y (2.10.117)

To su generalisane sile reakcije holonomnih veza.
Opisanu proceduru mozemo pojednostaviti na sledeé¢i nac¢in. Uvedimo modifikovani la-
granzijan

k
E:L+Z)\afa, (2.10.118)

gde smo obi¢nom lagranzijanu dodali ¢lan sa mnoziteljima veza 2521 Aafa. Odgovarajuée, mod-
ifikovano dejstvo je

S = /;2 [L(q, q,1) + i Aafa(q)] dt | (2.10.119)
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gde generalisane koordinate ¢;, © = 1,...,3N i mnozitelje veza tretiramo kao nezavisne varijable.
Variracija modifikovanog dejstva (2.10.119) je

55:/t2dt[§(gi <an> ;)\ 8f“>5 +Zfa5w (2.10.120)

t1

Hamiltonov princip, S = 0 onda daje sledece jednacine:

3N
;[gj dt(@q,) ZA afa} 0gi =0, (2.10.121)

fo=0,a=1,... k. (2.10.122)

Prva jednacina je ista kao (2.10.115), dok su naredne jednacine jednacine veza. Primenjujuéi
logiku opisanu u prvom delu ovog poglavlja iz prve jednacine (2.10.121) dobijamo Lagranzeve
jednacine sa mnoziteljima veza (2.10.116). Opisani metod se uz neznatne modifikacije moze
primeniti i kod neholonomnih sistema.

Primer 1. Vratimo se ponovo na primer iz poglavlja 1.10. Naci jednacine kretanja primenom
formalizma izlozenog u ovom poglavlju.

Resenje: Kao sto smo rekli veze su fi = p—1=01 fo = 2 = 0. Modifikovani lagranzijan je

1
L= Em(p‘2 + p?p? 4+ %) +mgpcos + A fi + Xofs . (2.10.123)
Variranjem dejstva po koordinatama p, ¢, z dobijamo jednacine:

mp —mpp® —mgcosp = A,
d

me (p 90> +mgpsing = 0,

mi = A . (2.10.124)

Variranje dejstva po mnoziteljima dobijamo jednacine veza p =1 i z = 0. Iste jednacine dobili
smo ranije kada smo Lagranzeve jednacine sa mnoziteljima veza izveli vektorskim metodom.
Prednost ovog metoda nad vektorskim metodom je ocigledna.

Primer 2. Cestica mase m kreée se bez trenja po paraboli z = Az?, gde je A konstanta,
u vertikalnoj ravni, kao §to je prikazano na slici 2.5. Cestica se nalazi u gravitacionom polju
g = —ges. Nadi jednacine kretanja cCestice i reakcije veza. U pocetnom trenutku cestica je na
visini A i ima nultu brzinu.

Resenje: Lagranzijan sa mnoziteljima veza je

L= %(ﬁ + 9 + %) —mgz + M (2 — Ax®) + Moy .
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Variranjem dejstva dobijamo jednacine kretanja i veze:

mi = —2\Ax
my = Ao
mzZ = —mg+ A\
2 = Ax?
y = 0. (2.10.125)

Odmah se vidi da je druga veza trivijalna. Prva veza daje z = 2Axg i 2 = 2A(i? + 2%) .
Eliminisanjem promenljive z preko promenljive x i njenih izvoda u trecoj jednacini, dobijamo

m(g + 2Ai?)
N = —2 7 2.10.126
P14 4A22 ( )
Zamenom ove vrednosti Lagranzevog mnozitelja u prvu jedna¢inu dobijamo
4A%x 2gAx
T ' =0. 2.10.127
Tt T i aase ( )

Ova jednacina nije jednostavna za resavanje. Umesto nje primeni¢emo zakon odrzanja energije.
Naime, odrzanje energije je

mgh = %(1 + 4A22)i? + mgAx® (2.10.128)
odakle je )
2 = % (2.10.129)
Zamenom ovog izraza u (2.10.126) dobijamo
A = % . (2.10.130)
Sila reakcije veze je R = %ez :

2.11 Kineticka energija sistema cestica u generalisanim
koordinatama

Razmatramo holonomni sistem od N cestica. Diferenciranjem (2.3.15) po vremenu dobijamo
brzinu cestice indeksa a

_ Or, " or,, .

o« =Tg= —— —q; - 2.11.131
v r ot +i:1 8qiq ( )
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z = Ax?

Slika 2.5: Slika uz primer 2.

Zamenom gornjeg izraza u kineticku energija sistema cestica

N
1
= izmafi, (2.11.132)
a=1

dobijamo

r- —Zma<a“> DIBWR R

1 Oor, OJr,

- 1 a— — . 2.11.133
Ovaj izraz ¢emo prepisati u obliku

T=T,+ Z Nig; + = Z Mi;did; (2.11.134)

ij
gde je
N

no= 3 m(G)

a=

N
Ni = Zma%'ara7

— ot 8qi
N
or, Or,
M, = C— . 2.11.1
y ; Mo ( 35)

Iz izraza (2.11.134) vidimo da je kineticka energija sistema cestica sa holonomnim vezama
kvadratna funkcija generalisanih brzina. Prvi ¢lan u (2.11.134) je konstantan, drugi linearan, a
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Slika 2.6: Slika uz zadatak 2.2.

treci cisto kvadratan po generalisanim brzinama. Ako su veze u sistemu stacionarne, general-

isane koordinate se mogu izabrati tako da je %" = 0, pa u izrazu za kineticku energiju preostaje
samo kvadratni ¢lan: )
T=: ; Mi;Gid; - (2.11.136)

Matrica M;; = M;;(q) se Cesto naziva masenom matricom.

2.12 Zadaci

2.1. Cestica mase m se krec¢e u vertikalnoj ravni u gravitacionom polju Zemlje. Neka je z—osa
usmerena vertikalno na dole, a y osa je horizontalna. U pocetnom trenutku cestica se nalazila
u koordinatnom pocetku. Pokazati da je vreme za koje Gestica stigne u tacku (x1,y;), po krivoj

= y(z) dato sa
1 /xl 1 + y/2
t=—= dx/ .
V29 Jo x

Odrediti funkciju y = y(z) tako da vreme kretanja cestice bude najmanje. Ovaj problem se
naziva Bernulijevim problemom brahistohrone.

2.2. Dve jednake kuglice masa m povezane su oprugom konstante elasti¢nosti k£ i nominalne
duzine [y. Kuglice i opruga se nalaze u cevi koja rotira u horizontalnoj ravni oko vertikalne ose
konstantnom ugaonom brzinom €2. Osa rotacije prolazi kroz jedan kraj cevi. Naci lagranzijan i
Lagranzeve jednacine kretanja.

2.3. Tanak Stap duzine R i zanemarljive mase rotira oko jednog svog kraja u vertikalnoj ravni
konstantnom ugaonom brzinom 2. Za drugi kraj Stapa preko konca duzine [ i zanemarljive mase,
vezana je kuglica mase m. Kuglica se kre¢e u vertikalnoj ravni. Naéi lagranzijan i Lagranzeve
jednacine kretanja za ovaj mehanicki sistem. Gravitacija deluje vertikalno na dole.

2.4. Cestica mase m kreée se po glatkom prstenu, polupreénika R, koji rotira oko vertikalne
ose konstantnom ugaonom brzinom Q u Zemljinom gravitacionom polju. Cestica je spojena
oprugom sa vrhom prstena. Konstanta elasti¢nosti opruge je k, a njena nominalna duzina [.
Naci lagranzijan i Lagranzeve jednacine kretanja ako

(a) je opruga namotana na prsten, kao na slici 2.8;
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m

Slika 2.7: Slika uz zadatak 2.3.

Slika 2.8: Slika uz zadatak 2.4.

Slika 2.9: Slika uz zadatak 2.4.
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Slika 2.10: Slika uz zadatak 2.6.

ma

Slika 2.11: Slika uz zadatak 2.7.

(b) opruga nije namotana na prsten, kao na slici 2.9.

2.5. Po povrsini glatke sfere radijusa R krece se cestica mase m. Na cesticu pored gravitacione
sile deluje i sila otpora F = —m~v, gde je v pozitivna konstanta. Sastaviti Lagranzeve jednacine
kretanja cestice.

2.6. Na svaku od dve lake neistegljive niti duzine [, okacena je po jedna kuglica mase m. Kuglice
su medjusobno povezane oprugom konstante elasticnosti k. Rastojanje izmedju tacaka u kojima
su zakacene niti, d, jednako je nominalnoj duzini opruge. Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve
jednacine kretanja.

2.7. Kotur zanemarljive mase obeSen je za horizontalni zid oprugom konstante elasti¢nosti £ i
nominalne duzine [y, kao na slici 2.11. Preko kotura je prebacen neistegljivi konac zanemarljive
mase, na Cijim krajevima vise tegovi masa mj, odnosno, my. Sastaviti lagranzijan sistema,
naci jednacine kretanja, kao i ubrzanje kotura i tegova. Sistem se nalazi u gravitacionom polju
usmerenom vertikalno na dole.

2.8. Blok mase M nalazi se na glatkoj strmoj ravni nagibnog ugla «. Blok je spojen oprugom
konstante elasti¢nosti £ i nominalne duzine [y za vrh strme ravni. Za blok je pomoc¢u neistegljive
niti duzine [ obeSena mala kuglica mase m koja se kre¢e u vertikalnoj ravni.
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Slika 2.12: Slika uz zadatak 2.8.

N

ma ms3

Slika 2.13: Slika uz zadatak 2.9.

(a) Sastaviti lagranzijan ovog sistema.

(b) Naéi Lagranzeve jednacine kretanja.

2.9. Za sistem sa slike 2.13 naci lagranzijan i jednacine kretanja. Mase tela su my, mq i ms.

2.10. Dve cestice masa m; i mo spojene su neistegljivom niti duzine [ i zanemarljive mase. Nit
je provucena kroz vrh glatke sfere radijusa R tako da cestica mase m; moze da se krece po sferi,
a Cestica mase my duz vertikalnog pravca, kao sto je prikazano na slici 2.14.

(a) Nadi jednacine veze i odrediti broj stepeni slobode sistema;
(b) Sastaviti lagranzijan sistema.

(c¢) Odrediti integrale kretanja i na osnovu toga naé¢i konaé¢ne jednacine kretanja u kvadratu-
rama.
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z
g

m

R ‘mQ '
Y

€T
Slika 2.14: Slika uz zadatak 2.10.
mao m1
k g

Slika 2.15: Slika uz zadatak 2.11.

2.11. Na horizontalnom stolu nalaze se dva tela masa m; i my spojena oprugom konstante
elasticnosti £ i nominalne duzine ly. Za telo mase m; preko neistegljivog konca obeseno je
telo mase mgz, kao na slici 2.15. Konac je prebacen preko kotura zanemarljive mase. Sastaviti
lagranzijan i na¢i Lagranzeve jednacine kretanja. Trenje je zanemarljivo.

2.12. Dve male kuglice masa my i ms kre¢u se u vertikalnoj Oxy ravni. Prva kuglica se krece
duz r—ose, a druga duz vertikalne y—ose. Kuglice su spojene tankim stapom zanemarljive mase
i duzine [, kao sto je prikazano na slici 2.16. Gravitacija je usmerena duz y—ose, g = —ge,.
Napisati jednacine veza i odrediti broj stepeni slobode. Sastaviti lagranzijan i na¢i Lagranzeve
jednacine kretanja. Trenje je zanemarljivo.

2.13. Cestica mase m kreée se po glatkom izvrnutom konusu, ¢ija je osa simetrije vertikalno
postavljena. Polu-ugao konusa je . Sastaviti lagranzijan i na¢i Lagranzeve jednacine kretanja.
Nadi integrale kretanja i konac¢nu jednacinu kretanja cestice u integralnom obliku.

2.14. Cestica mase m, na koju ne deluje nikakva spoljasnja sila, zakacena je na laku neistegljivu
nit duzine L, koja je potpuno obmotana oko nepokretnog cilindra radijusa R. U pocetnom
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X
my

Slika 2.16: Slika uz zadatak 2.12.

Slika 2.17: Slika uz zadatak 2.12.
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trenutku (¢ = 0) Cestici je saopstena brzina intenziteta vy u radijalnom pravcu. Sastaviti la-
granzijan i Lagranzeve jednacine kretanja. Odrediti vreme za koje Ce se nit sasvim odmotati.

2.15. Cestica mase m kreée se po paraboli y = az?, gde je a pozitivna konstanta. y—osa je
verikalna tako da je gravitaciona sila koja deluje nacesticu —mge,. Cesticu je oprugom konstane
k i nominalne duzine [y vezana za koordinatni pocetak. Naci lagranzijan i sastaviti jednacine
kretanja.

2.16. Cestica mase m kreée se po elipsi

1'2 y2
StE=1

Cestica je oprugom konstane k i nominalne duzine Iy vezana za koordinatni pocetak. Naéi
lagranzijan i sastaviti jednacine kretanja. Za generalisanu koordinatu izbrati koordinatu x.

2.17. Resiti zadatak 1.11 primenom metoda izlozenog u poglavlju 2.10.

2.18. Resiti zadatak 1.13 primenom metoda izlozenog u poglavlju 2.10.
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Glava 3

Zakoni odrzanja 1 simetrija

U prvoj glavi, posve¢enoj Njutnovoj mehanici, polazec¢i od osnovnih teorema mehanike, odredili
smo uslove pod kojima su impuls, moment impulsa i energija sistema cestica o¢uvane veli¢ine. U
ovoj glavi, nas pristup ¢e biti drugaciji. Opstiji i elegantniji. U formalizmu analiticke mehanike
simetrija sistema se direktno vidi iz lagranzijana, odnosno dejstva. Transformacije simetrije
jednacine kretanja prevode u jednacine kretanja. Cesto se lagranzijan konstruise polazeéi od
simetrijskih razloga. Posledica simetrije fizickih sistema su oc¢uvane velicine. Tu se vidi fizicki
smisao odgovaraju¢ih veli¢cina. U prva dva paragrafa analiziratemo translacionu i rotacionu
simetri¢nost lagranzijana i zakone odrzanja impulsa i moment impulsa kao njihovu posledicu. U
narednom poglavlju vide¢emo u kakvoj vezi je translaciona vremenska invarijantnost lagranzijana
sa energijom sistema. U poslednjem paragrafu, nac¢i¢emo opstiji metod za nalazenje ocuvanih
veli¢ina kao posledicu simetrije fizickih sistema. To je ¢uvena Neterina teorema.

3.1 Homogenost prostora i zakon odrzanja impulsa

Razmatracemo izolovan sistem cCestica bez veza sa konzervativnim silama. Za generalisane koor-

dinate izabra¢emo Dekartove koordinate ¢estica: xy, 1, 21, ..., 2ny. Lagranzijan za ovakav sistem
je
e 1
_ "2 _
L= ;mara : ZﬁUagﬂra rg)) (3.1.1)

gde je U,p potencijalna energija interakcije Cestica indeksa o i 8. Lagranzeve jednacine su

d s OL oL

— ——=0,a=1,...,N . 3.1.2

dt <8va> or,, ( )

Generalisani impuls p; konjugovan (pridruzen) koordinati ¢; je definisan sa

)
04

Di (3.1.3)

Generalisani impulsi se u opstem slucaju ne poklapaju sa obi¢nim impulsima, ¢ak ne moraju
imati dimenziju impulsa. U nasem slucaju, kada su generalisane koordinate Dekartove, genera-

69
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lisani impulsi

oL
~Or,
se poklapaju sa obicnim implusima cestica.

U inercijalnim izolovanim sistemima sve tacke u prostoru su ravnopravne. Za takav prostor
kazemo da je homogen. Ceo fizicki sistem mozemo translirati za proizvoljan vektor, a da se pri
tome dinamika sistema ne promeni. Dakle, homogenost prostora je invarijantnost na prostorne
translacije. Sistem vezan za disk koji rotira oko svoje ose je neinercijalan. U njemu prostor nije
homogen, tj. tacke prostora nisu ravnopravne. Malo telo postavljenu u centar diska sa nultom
pocetnom brzinom ¢e mirovati. Ukoliko isto telo stavimo u neku drugu tacku diska, opet sa
nultom pocetnom brzinom, telo ¢e poceti da se kreée (uz uslov da je centrifugalna sila veéa od
sile trenja). Ovakav prostor je nehomogen, tj. nije translaciono invarijantan.

Teorija je invarijantna na neke transformacije ako je dejstvo nepromenjeno pri tim transfor-
macijama. Medjutim, u ovom i narednom poglavlju dovoljno je da posmatramo samo lagranzijan,
jer mera integracije d¢ je nepromenjena pri transformacijama koje analiziramo.

Po = MgV (314)

novi polozaj r., prema
r, —>r, =r,+e. (3.1.5)

Posto je € konstantan vektor, to je brzina ¢estice pre i posle translacije nepromenjena, tj. v/, =
v,. Jednacine kretanja pre tanslacije su r, = r,(t). Teorija je translaciono simetri¢na ako su

r/ = r/ (t) jednacine kretanja ¢estica. Drugim re¢ima, ako se svako resenje jednacina kretanja

(03
transformise u resenje onda je ta transformacija simetrija. Sada ¢emo eksplicitno proveriti
invarijantnost lagranzijana (3.1.1) pri translacijama. Veé smo rekli da se brzina ¢estica ne menja

pri translacijama, pa je kineticka energija nepromenjena. Dalje se lako vidi da je
Iro — Tl = [ra —rg],

pa je i potencijalna energija invarijantna pri translacijama. Dakle, lagranzijan (3.1.1) jeste
translaciono invarijantan.
Generalno, promena lagranzijana L(r,, v,,t) pri infinitezimalnoj translaciji (3.1.5) je

oL

0L =1L t)— L t)=¢€- — . 1.
(¥ + € Va,t) = L(ra, Va 1) = € za:ara (3.1.6)
Primenom Lagranzevih jednacina kretanja (3.1.2) imamo
d oL
n - (T
€ d¢ ;8va
d
= € &<Za:mava)
dpP
= € — . (3.1.7)
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0T o,

Su

Slika 3.1: Rotacija vektora r, za mali ugao d¢.

Dobili smo da je promena lagranzijana proporcionalna vremenskom izvodu ukupnog impulsa
sistema. Veé smo rekli da je promena lagranzijana (3.1.1) jednaka nuli, 6L = 0. Kako je vektor
€ konstantan i proizvoljan, to je

dpP
i 0= P = const. (3.1.8)

Ovo je zakon odrzanja impulsa. Odrzanje impulsa sistema je posledica translacione simetrije
lagranzijana tog sistema. Na osnovu gornje analize videli smo da je impuls sistema konstantan,
ali pored toga vidimo i Sta je impuls sistema. Naglasimo jo$ jednom da odrzanje impulsa vazi u
inercijalnim sistemima koji su izolovani.

3.2 Izotropnost prostora i zakon odrzanja momenta im-
pulsa

Ako su svi pravci u sistemu ravnopravni kazemo da je prostor izotropan. Preciznije, ako takav
sistem zarotiramo oko bilo koje ose za proizvoljan ugao dinamika sistema se nec¢e promeniti.
Drugim rec¢ima sistem je rotaciono invarijantan. Ovo osobinu imaju zatvoreni inercijalni sistemi.

Na slici 3.1 prikazano je kako rotacija transformise vektor polozaja cestice. Neka je d¢p = dpn
infinitezimalno mali ugao, gde je n ort ose oko koje se vrsi rotacija usmeren po pravilu desne
ruke. Ako se rotacija vrsi u smeru prstiju desne ruke onda kaziprst pokazuje smer orta n. Pri
ovoj rotaciji vektor r, prelazi u

r, — T, =r,+0r,
= I,+0pXr,. (3.2.9)

Intenzitet vektora or, je dp|r,|sind, gde je € ugao izmedju vektora r, i n. Diferenciranjem
(3.2.9) po vremenu dobijamo zakon transformacije brzine Cestice pri rotacijama

Vo = Vo +0p X Vg . (3.2.10)
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Sada ¢emo naci promenu lagranzijana pri rotaciji za ugao de. Tejlorov razvoj daje
0L = L(ra+0p X 14, Vo + 0@ X Vy,t) — L(ry, va,t)

= i[&pxra %%—(&oxva)- 8L].

— or, v,

ol

Ako iskoristimo cikliénost mesovitog proizvoda dobijamo

N
oL oL
5L:5¢.; (ra X o T Va X ava) . (3.2.11)
Primenom Lagranzevih jednac¢ina promena lagranzijana postaje
N
d /0L oL
RS IEORAED
¥ ; ' th oA v X@va
e (S )
® dt Zr oA
g,
= 5¢'£<;raxpa)
dL
= 9 : 2.12
P (3.2.12)

Na kraju vidimo da je promena lagranzijana proporcionalna izvodu momenta impulsa sistema
po vremenu.

Sa druge strane, na osnovu oblika lagranzijana (3.1.2), vidimo da je on rotaciono invarijan-
tan. Naime, rastojanje izmedju tacaka u kojima su cestice indeksa a i [ je nepromenjeno pri
rotacijama:

¥~ x| = |ra 15+ 0p X (ra —15)
= Ira = 052 4 200 — 15) - (5 X (ra —15)
= |r, —1gl, (3.2.13)

jer je drugi ¢lan pod korenom u drugom redu jednak nuli. Odavde sledi da se potencijalna energija
ne menja pri rotacijama. Dalje vidimo da se kvadrat brzine cestica ne manja pri rotacijama:

V2 = (Vo + p X vy)?

V2 +2v, - (0 X Vy)
= v2, (3.2.14)
pa je onda kineticka energija invarijantna na rotacije. Ovim smo pokazali da je lagranzijan (3.1.1)

rotaciono invarijantan, tj. da je 0L = 0. Ponovimo jos jednom da smo razmatrali infinitezimalne
rotacije, tj. zadzavali smo samo ¢lanove koji su linearni po malom uglu rotacije.
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Rotaciona invarijantnost lagranzijana znaci da je

dL

—~_0 3.2.15
=0, (3:2.15)

tj. moment impulsa sistema je integral kretanja. Dobili smo zakon odrzanja momenta impulsa
sistema. Da rezimiramo: Impuls i moment impulsa su integrali kretanja kod sistema koji su
invarijantni na prostorne translacije odnosno rotacije.

3.3 Homogenost vremena i zakon odrzanja energije
Vremenska translacija je transformacija oblika

t—t+dt, (3.3.16)
gde je 0t konstanta. Promena lagranzijana L(q, ¢, t) holonomnog sistema pri vremenskoj translaciji

za 0t je
oL

Invarijantnost znaci da je 6L = 0, $to daje
oL
—0. 3.1
BT 0 (3.3.18)

Dakle, ako lagranzijan ne zavisi eksplicitno od vremena, dinamika sistema se ne menja pri
vremenskim translacijama. Kazemo da je sistem invarijantan na vremenske translacije, tj. one
su simetrija sistema. U takvim sistemima vreme je homogeno, i to je jos jedan nacin da iskazemo
ovu simetriju. Diferenciranjem lagranzijana po vremenu, uz uslov (3.3.18) dobijamo

i—f = Z (g—iqz + %%)

i=1
= %(i%%) , (3.3.19)
i=1

pri ¢emu smo primenili Lagranzeve jednacine kretanja i definiciju generalisanog impulsa. Iz
poslednje relacije vidimo da je

d /< .
E(zpiqi _ L) —0. (3.3.20)
i=1
Veli¢ina u zagradi

E= pigi—L (3.3.21)
=1
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je integral (konstanta) kretanja. Ona se naziva generalisanom energijom ili funkcijom energije.
Vidimo da je ocuvana samo ako lagranzijan ne zavisi eksplicitno od vremena.
Dalje ¢emo uzeti da je sistem idealan i da su sile konzervativne. Lagranzijan je tada

L=T-U(q) . (3.3.22)

Ako su veze stacionarne, kineticka energija ima oblik

1 .
(4]
Generalisani impulsi su
oL oT
P 3% G,

- 32l )

t,j=1

Parcijalni izvodi koji se pojavljuju u zadnjem redu poslednje formule su jednaki Kronekerovim
deltama. Definiciju Kronekerove delta mozete nac¢i u dodatku A. Prema tome imamo

RS . .
Pr = 5 > M <5¢ij + 5ij¢>

ij=1

1 n
- 5> (M,m» + Mik> gi. (3.3.24)

=1

Simetricnost masene matrice, M;; = Mj; daje
= Myg; , (3.3.25)

pa je generalisana energija

& = Zpi% -
i=1
= Z AijGiq; — % Z Aiqiq; +U

i,j=1 i,j=1
Ly
= 3 > Aijgig; +U
ij=1
= T+U=F. (3.3.26)

Generalisana energija se poklapa sa ukupnom mehanickom energijom E sistema ukoliko su veze
stacionarne, holonomne i idealne, a sile konzervativne.
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Primer 1. Kuglica mase m moze da se kre¢e bez trenja po kruznom ramu od zice radijusa
R. Ram je postavljen vertikalno i rotira konstantnom ugaonom brzinom w oko vertikalne ose.
Odrediti generalisanu energiju kuglice i pokazati da se ona ne poklapa sa mehani¢ckom energijom.

Resenje: Kretanje kuglice je odredjeno sa dve veze: r = R i ¢ = wt. Druga veza je nesta-
cionarna. Generalisana koordinata je sferni ugao 0. Lagranzijan je

L= % <R292 + R*w?sin® 6’) —mgRcosf . (3.3.27)
Generalisani impuls je
oL .

= — =mR% . 3.3.28
Do o0 ( )

Generalisana energija je

E = pgé — L

= % (R292 — R*w?sin® 0) +mgRcos@ . (3.3.29)

Mehanicka energija kuglice je
E = % <R292 + R*w?*sin? 9) + mgR cos 0 (3.3.30)

i ona se ne poklapa sa generalisanom energijom, jer u sistemu postoji nestacionarna veza. Ge-
neralisana energija je integral kretanja, dok ukupna mehanicka energija to nije.

3.4 Neterina teorema u analitickoj mehanici

U ovom poglavlju generalnije ¢emo analizirati svojstva simetrije mehanickih sistema. Simetrija
fizickih sistema znaci da se sistem ne promeni pri odredjenom skupu transformacija. Preciznije,
transformacije simetrije jednacine kretanja transformisu ponovo u jednacine kretanja. Mehanicki
sistem je opisan lagranzijanom L(q, ¢,t), odnosno dejstvom

S= / ® Llalt). d(0). byt (3.4.31)

t1

Za mehanicke sisteme transformacije definiSemo promenom koordinata, tj. relacijama koje
povezuju koordinate i vreme pre transformacije sa koordinatama nakon transformacije. Takodje,
vreme t moze biti promenjeno pri transformacijama. Sasvim generalno transformacije mogu biti
neprekidne (kontinualne) i diskretne. Translacija, kao i rotacija su primeri neprekidnih trans-
formacija, jer su parametri ovih transformacija neprekidni (vektor translacije, odnosno uglovi
rotacije). Transformacija ¢ = —t je tzv. inverzija vremena i ona je diskretna transformacija.
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Prostorna inverzija, pri kojoj koordinate menjaju znak, ¢, = —¢; je takodje diskretna transfor-
macija. Ispitivanje da li neki sistem poseduje ili ne simetriju svodi se na ispitivanje ponasanja
dejstva pri tim transformacijama.

Pri kontinualnim transformacijama generalisane koordinate i vreme prelaze u nove, primovane
koordinate i vreme prema: t — t'(t), ¢;(t) — ¢.(t'). Mi ¢emo se ograni¢iti na infinitezimalne
transformacije:

t — t'=t+0t(t)
a(t) — ) =at)+dq(t) . (3.4.32)

Sa 0t(t) oznacili smo infinitezimalnu promenu vremena koja moze da zavisi od ¢, a sa 0¢;(t)
promene generalisanih koordinata. Rac¢un koji dalje sledi podrazumeva da sve radimo u prvom
redu po malim velicinama.

Potrazimo promenu dejstva pri transformacijama (3.4.32). Dejstvo se menja zbog promene
koordinata i vremena. Takodje, pri transformacijama (3.4.32) granice integracije se menjaju.
Donja granica integracije nakon smene postaje ¢} = #'(¢;) odnosno infinitezimalno | = ¢, +dt(¢).
Sliéno vazi i za gornju granicu integracije. Promenu dejstva obelezi¢emo sa 0.5 i ona je razlika
dejstva nakon i pre transformacije:

s = S§'=-8

to

_ /f L (). d (). )t — / L(g(), (1), )dt . (3.4.33)

1 31

U novom dejstvu S’ napravi¢emo smenu promenljive: sa integracije po ¢’ pre¢i¢emo na integraciju
po t. Jasno je da je

dt’ = dt(l + %) , (3.4.34)

kao i da je

L(d'(t),qd ("), t) = L(d({t+dt),q(t+ot),t+dt)
dL(q'(t),q'(t),1)

= Lld0.4 (1)) + =L
= L), q .1 + 3L (‘J(ti’t Q). 5, (3.4.35)

Pri prelazu iz drugog u trec¢i red uklonili smo primove na koordinatama i brzinama od kojih
zavisi lagranzijan u drugom sabirku, jer racunamo u prvom redu po malim velicinama. Taj ¢lan
je infinitezimalno mala veli¢ina prvog reda zbog ¢lana dt. Transformisano dejstvo, s tacnoséu do
prvog reda po malim varijacijama, je

S = /: dt(l + %) (L(q’(t), q(t),t) + %&)

_ /tz dt(L(q’(t),q"(t),t) + d(jft)> '

t1

(3.4.36)
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Varijaciju forme koordinata je definisana sa

00gi(t) = q;(t) —qi(t) .

To je razlika koordinata u istom trenutku vremena. Dalje je

L/ (0).4/(8).1) = Lia(t).4(2).1) + z g_iao(‘ﬁ) S (348D
Primenom Lagranzevih jednacina oL d oL
T ( 8%) (3.4.38)
1mamao
LA/ (0),8(0), 1) = Dla), d(0),1) + 5 @- S0 (3.4.39)

Kombinujuéi prethodne formule, dobijamo da je infinitezimalna promena dejstva data sa

58 — /t dta<L5t+Za )

- (LcSt + Z ) . (3.4.40)
Ako uvedemo notaciju
oL
= Lot 3.4.41
Q + Z 7. (3.4.41)
vidimo da je varijacija dejstva jednaka razlici ove veli¢ine u trenucima t5 i ¢y, tj.
05 =Q(ta) — Q(t1) . (3.4.42)

Veé smo rekli da transformacija koordinata i vremena je simetrija sistema ako se pri njoj
jednacine kretanja prevode ponovo u jednacine kretanja. Taj uslov ¢e biti ispunjen ako se
dejstvo ne menja pri transformacijama (3.4.32), tj. ako je S = 0. Onda iz (3.4.42) sledi da
je velicina () konstanta kretanja. Velicina () se naziva joS i integralom kretanja i Neterinim
naelektrisanjem. Dakle, svaka kontinualna transformacija na koju je dejstvo invarijantno daje
veli¢ine koje su konstante kretanja. Ovaj iskaz je Neterina teorema. On daje jasnu vezu izmedju
simetrije sa jedne strane i integrala kretanja i predstavlja jedan od temelja moderne fizike.

Varijacija forme koordinate dyq;(t) je povezana sa totalnom varijacijom koordinate dg;(t).
Lako se vidi da je

0g:(t) = q(t') — ai(t)

() — a(t) + a(t) — a(t)

() 4+ qi(t + dt) — q;(¢)

(1) + ¢;(t)ot . (3.4.43)

i

& 8

QA
= =
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Gornja formula je taéna u linearnom redu po varijacijama 0t i dg;, zato je doq;(t') = oqi(t).
Generalnije, teorija poseduje neku simetriju ako je varijacija dejstva jednaka integralu to-

talnog diferencijala:
to

to
0S = / dt@ =0F
t1

3.4.44
T (3.4.44)

Ovakva promena dejstva nece uticati na jednacine kretanja. Promena dejstva, tj. veli¢ina 0 F,
se nalazi eksplicitno zamenom transformacije (3.4.32) u dejstvo. Ako je 6F # 0 onda je velicina

t1

oL
= Lot doq; — OF 3.4.45
Q + Z o4, 0q ( )
konstanta kretanja.
Primer 1. Vremenska translacija je
t = t+7
aG(t) = a(t), (3.4.46)
gde je 7 konstanta. Ako lagranzijan ne zavisi ekspicitno od vremena onda je
05 =0, (3.4.47)
tj. 0F = 0. 1z §¢;(t) = 0 sledi doq;(t) = —7¢;(t). Prema (3.4.45) otuvana veli¢ina je
. OL .
Q=1L — Z Gigg ™= —T<Xi:piqi - L) . (3.4.48)

Konstantu —7 mozemo ignorisati, pa je ocuvana veli¢cina generalisana energija.
Primer 2. Lagranzijan slobodnog izolovanog sistema cestica koje interaguju centralnim konz-
ervativnim silama je

1 1
L=5Y maty =5 > Uas(lta —1s]) - (3.4.49)
a=1 af=1
Pokazati da je on invarijantan na rotacije
v =t
I, = Tat+06xr,, (3.4.50)

gde je 00 infinitezimalni ugao rotacije. Nac¢i odgovarajué¢u ocuvanu velic¢inu.
Resenje: Lako se vidi da je 0F = 0. O¢uvana veli¢ina je

N ol N
Q= Z géora = Zmafa (00 x ry)
a=1 a o

N
= 50-2 Ml X Ty
(0%

= 00 L.
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Ugao rotacije 60 je konstantan, pa je moment impulsa L konstanta kretanja. Rotaciona simetrija
daje moment impulsa kao ocuvanu veli¢inu.
Primer 3. Pokazati da je Lagranzijan iz Primera 2 invarijantan na translacije
t = t,
r, = r,+e, (3.4.51)

«

gde je € proizvoljan konstantan vektor, kao i da je o¢uvana veli¢ina impuls sistema.
Resenje: Ocuvana veli¢ina je

Q=) 5 0ra =) mMafa-€. (3.4.52)
a=1 a «

Iz ovog izraza je jasno da je impuls konstanta kretanja.
Primer 4. Ispitati da li je model iz Primera 2 invarijantan na Galilejev bust. Pokazite da
je velicina mr, — tP konstanta kretanja.
Resenje: Galilejev bust je zadat sa
t = t,
r’ = r,—0Vt. (3.4.53)

«

Uzeli smo da je brzina §V kojom se krece sistem S’ infinitezimalno mala. Promena dejstva je

s = [ a5 3 =9V = 5 3 Uaoll — )

- /dt [% za:mafi - %Z Uag(|ta — Fﬂl)]

af

= —/dthafa~6V

_ / dt%( _ ga;mara V). (3.4.54)

U gornjoj formuli promenu dejstva smo nasli u linearnom redu po brzini 6V. Vidimo da je
promena dejstva integral izvoda veli¢ine

0F == mur -6V (3.4.55)

po vremenu. Dakle, Galilejev bust je transformacija simetrije naseg dejstva. Dalje je 0t = 0 i
or, = —0Vt, pa je

N
Oora + Mele -0V

a=1

N
Mely - OVE + Z Mely - OV

a=1

N oL
2 5,
N
g2

- (mrc _ tp) 5V (3.4.56)
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integral kretanja. Kako je 0V proizvoljno, to je velicina mr.—tP konstanta kretanja. Ovaj zakon
konzervacije omoguc¢ava nam da uvek mozemo kombinovanjem Galilejevog busta i translacije,
izabrati sistem centra mase, tj. partikularnu vrednost radijus vektora centra mase, npr. r. = 0.
U prethodna cetiri primera analizirali smo vremenske translacije, rotacije, prostorne translacije
i bustove. Ove transformacije ¢ine Galilejeve transformacije. Vidimo da su, zbog invarijantnosti
dejstva na Galilejeve transformacija energija, impuls, moment impulsa i veli¢ina mr, — tP kon-
stante kretanja.

Energija, impuls i moment impulsa nepoznatog fizickog sistema se nalaze ispitivanjem ponasanje
sistema pri vremenskim translacijama, prostornoj translaciji i rotacijama. Sli¢no vazi i za druge
fizicke velicine.

3.5 Zadaci

3.1. Lagranzijan cestice u gravitacionom polju je

1
L= Em(x'2+y2 + 3%) —mgz .

Pokazati da ovaj lagranzijan nije invarijantan na proizvoljne translacije

r — T+e€
y — yte
zZ — Z+e€3,

ali da jeste invarijantan na translacije u xy ravni, tj. kad je e3 = 0. Odrediti o¢uvanu veli¢inu.

3.2. Cestica mase m kreée se u potencijalu
) z
U = Uypsin ((p — E) ,
gde su Uy i b konstante. Pokazati da ovaj model poseduje simetriju

e — o+,
z — z+b0,

gde je 0 konstanta. Naci odgovarajucu ocuvanu velicinu primenom Neterine teoreme.

3.3. Cestica se kreée po glatkom paraboloidu z = kp?, gde je k pozitivna konstanta. Pokazati
da je Lagranzijan invarijantan na rotacije oko z—ose i primenom Neterine teoreme pokazati da
je z—komponenta uglovnog momenta konstanta kretanja.

3.4. Keplerov problem je kretanje ¢estice u potencijalu U = k/r. Lagranzijan je dat sa

1 k
L= —-mi*— = .
2 T
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(a) Pokazati da je Lagranzijan invarijantan na infinitezimalne transformacije
r—-r+2(r-a)r—(r ra)—(r-ar,
gde je a konstantan infinitezimalni parametar.

(b) Primenom Neterine teoreme pokazati da je o¢uvana velic¢ina
_ r
R =mr x L+ mk- .
r
Vektor R je tzv. Runge-Lencov vektor.

3.5. Lagranzijan nekog sistema sa dva stepena slobode ima oblik

12+ 9>  ay—yi
L=-— .
222 492 2?4 yP

Pokazati da je on invarijantan na transformacije: = — e’z,y — e’y. Ove transformacije se

nazivaju sklaliranjem, tj. promenom skale. Pokazati, primenom Neterine teoreme, da je veli¢ina

oy tuay
Q= x2+y2

integral kretanja.

3.6. Lagranzijan relativisticke jednodimenzione Cestice je
.2
/ x

L=—-mc*/1— - -
c

(a) Nadi jednacinu kretanja cestice.

Sa c je obelezena brzina svetlosti.

(b) Pokazati da je dejstvo invarijantno na transformacije

t'" = axsinh(#) + t cosh(6)
' = tsinh(f) + x cosh(h) ,

gde je # konstantan parametar.

(c¢) Odrediti integral kretanja koji odgovara ovoj simetriji.
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Glava 4

Male oscilacije

Ova glava posvecena je malim oscilacijama konzervativnih sistema. Prvo ¢emo definisati ravnote-
znu konfiguraciju, a zatim ¢emo analizirati kretanje ovih sistema oko polozaja stabilne ravnoteze.
U aproksimaciji malih oscilacija lagranzijan sistema je kvadratan po malim odstupanjima od
ravnoteznog polozaja. Pogodnim izborom koordinata, lagranzijan sistema moze se napisati kao
zbir lagranzijana harmonijskih oscilatora koji medjusobno ne interaguju. Kretanje sistema se
svodi na superpoziciju harmonijskih oscilacija. U poslednjem delu ove glave, analizira se prelazak
sa diskretnih na kontinualne sisteme. Oscilovanje sistema velikog broja tackastih ¢estica prelazi,
u ovom limesu, u talasno kretanje u neprekidnoj sredini.

4.1 Ravnotezna konfiguracija

Razmatraéemo idealne holonomne sisteme ¢estica sa stacionarnim vezama i konzervativnim sil-

ama. Generalisane koordinate ¢emo obeleziti sa ¢y, ..., q,. Intuitivno je jasno da je mehanicki

sistem u ravnotezi ukoliko proizvoljno dugo ostaje u fiksnoj konfiguraciji. U ravnoteznoj kon-
. . L . (0) ONE

figuraciji sve generalisane koordinate su konstantne. Preciznije, konfiguracija (q; ’,...,qn ") je

ravnotezna ukoliko sistem koji se u pocetnom trenutku nalazio u toj konfiguraciji sa nultim
pocetnim generalisanim brzinama ostaje proizvoljno dugo u toj konfiguraciji. Dakle, ako pocetni
uslovi

at=0=¢", G(t=0)=0i=1,....n, (4.1.1)

daju jednacine kretanja
a(t) = ¢ (412)
za svako ¢ = 1,...,n, konfiguracija (qgo), e 50)) je ravnotezna. Cestice u ravnoteznoj konfigu-

raciji miruju. Sistem moze da nema ili da ima viSe ravnoteznih konfiguracija.
Kako su veze u sistemu stacionarne, to kineticka energija sadrzi samo kvadratni ¢lan po
generalisanim brzinama, pa je lagranzijan ovakvih sistema dat sa

L= > My()isd; ~ Ula) (4.1.3)

i,j=1

83
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Lako se vidi da je

oL 1= OM;; .. OU
a2 = 5 =4 — 5
dq 2 5= Oa Iqu
oL - _

j=1

pa Lagranzeve jednacine imaju oblik

aMlJ , 8MU oU

t,j=1

Lagranzeve jednacine Cine sistem nelinearnih diferencijalnih jednacina drugog reda.
U ravnoteznoj konfiguraciji vaze uslovi (4.1.2), §to zamenom u jednacine kretanja daje

ou

—| =0,0=0,....,n. 4.1.6
8ql0 Y ) 7n ( )

Dakle, ako su prethodni uslovi zadovoljeni onda je konfiguracija (4.1.2) ravnotezna. Iz (4.1.6)
vidimo da su sve generalisane sile u ravnoteznoj konfiguraciji jednake nuli.

Energija konzervativnih sistema je stalna. Sistem moze da se nadje samo u onim konfigu-
racijama ¢ija je potencijalna energija manja od ukupne energije. Dakle, ukupna energija sistema
odredjuje oblast u konfiguracionom prostoru u kojoj sistem moze da se nadje. Ravnotezna kon-
figuracija (qgo), e 7q7(10)) je stacionarna tacka potencijala. Stacionarna tacka moze biti lokalni
minimum ili maksimum potencijala, mada moze da se desi da stacionarna tacka nije ni mini-
mum ni maksimum potencijala. Neka ravnotezna konfiguracija odgovara minimumu potencijala.
Tada, zbog zakona ordzanja energije, sistem malo izvedenen iz ravnoteze, ostaje u okolini ove
ravnotezne konfiguracije. Za ovakvu ravnotezu kazemo da je stabilna. Sa druge strane ako
ravnotezna konfiguracija nije lokalni mimimum potencijala, sistem ¢e moc¢i da predje u konfig-
uraciju koja je proizvoljno daleko od polozaja ravnoteze. U ovom slucaju radi se o nestabilnoj
ravnotezi. Recimo na kraju, da ukoliko potencijal ne zavisi od neke koordinate, onda ravnoteza
moze biti ostvarena za proizvoljnu vrednost te koordinate. Takva ravnoteza se naziva indifer-
entnom.

Mozemo da zaklju¢imo da ako potencijalna energija U(q,...,q,) ima minimum u tacki
(qgo), e ,qﬁo)) onda je ta tacka stabilna ravnotezna konfiguracija. Ovaj iskaz je poznat pod
imenom Lagranz-Dirisleova teorema. Kriterijum za odredjivanje ekstremnih vrednosti funkcija
vise promenljivih je dat u dodatku C.

Potencijalna energija klatna mase m i duzine [ je U = mgl(1 — cos ¢), gde je ¢ otklon klatna

od vertikalnog pravca. Stacionarne tacke potencijala se dobijaju iz

ou

9 =mglsinp =0 . (4.1.7)

Konfiguracije ¢ = 0 i ¢ = 7 su ravnotezne. U ¢ = 0 potencijalna energija ima minimum, pa je
ta konfiguracija stabilna. Za ¢ = 7 ravnoteza je nestabilna.



4.2. JEDNACINE KRETANJA 85

4.2 Jednacine kretanja

U ovom poglavlju analizira¢emo kretanje konzervativnih sistema sa stacionarnim vezama oko
polozaja stabilne ravnoteze. Uveséemo smenu koordinata

(1) = ¢ +mi(t) , (4.2.8)

gde su 7; mala odstupanja od stabilnog ravnoteznog polozaja. Zadatak nam je da linearizujemo
teoriju po malim odstupanjima na nivou jednacina kretanja. To znaci da lagranzijan treba da
razvijemo do kvadratnih clanova po malim odstupanjima. Potencijalnu energiju i koeficijente
M;; ¢emo razviti u Tejlorov red oko ravnotezne konfiguracije

oU 1« U
Ul ) = U@ a?) +o| mt 5D 5
(QIv 4 ) (ql ) »dn ) T @QZ Onl + 2 ij—1 8QZaqj

Oﬁiﬁj +0(n*),

Mi(qr, - ) = My, ¢9)+0@0) =mi;+0@). (4.2.9)

Prvi ¢lan u razvoju potencijalne energije je konstanta koju ¢emo odbaciti, jer ne utice na
jednacine kretnja. Drugi ¢lan je jednak nuli, zbog uslova (4.1.6). U tre¢em clanu koeficijente
82U

94:94; |
simetricni. Lagranzijan u ovoj aproksimaciji onda postaje

¢emo obeleziti sa k;; = . Jasno je da je m;; = my; i kijj = kj;, tj. ovi koeficijenti su

n

1 .
L= 9 Z (mijm%‘ - kijﬂz‘ﬁj) : (4.2.10)

ij=1
Parcijalni izvodi lagranzijana po generalisanim brzinama su

oL 1 O . o .
o, = 3 Z (mz’ja—mﬁj +mz‘ja_7.7j77i)

1,7=1

1 ¢ : :
= 3 Z (mij5il77j + mij5jl77i>

i,j=1

A IR © Y

= 5 (i + > maiy)
j=1 j=1

= Y myu; . (4.2.11)
j=1

Sliéno je i
oL -
=== k. (4.2.12)
o =
Zamenom (4.2.11) i (4.2.12) u Lagranzeve jednacine kretanja
d 0L oL
—( =) —5—=0 4.2.13
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dobijamo jednacine

3

(mljﬁj + kljﬁj) =0, I=1...,n (4.2.14)
1

J

Jednacine kretanja su spregnute (kuplovane) diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim
koeficijentima. Partikulatno resenje prethodnih jednac¢ina pretpostavi¢emo u obliku

n; = A; cos(wt + ¢) , (4.2.15)

gde je w frekvenca, A; su amplitude, a ¢ pocetna faza. Zamenom ovog reSenja u jednacine
kretanja dobijamo sistem homogenih jednacina po amplitudama

> (—myw® + k) A;=0,1=1,....n. (4.2.16)

J=1

Da bi ovaj sistem imao netrivijalna resenja potrebno je i dovoljno da njegova determinanta bude
jednaka nuli, tj.
/{311 — w2m11 c. kln — w2m1n
=0. (4.2.17)

2 2
ki —wmpr ... Kkpp — WM

Leva strana prethodne jednacine je polinom n—tog stepena po w?. Nule tog polinoma su karak-
teristicne frekvence wy,...,w, . Iz fizickih razloga je jasno da su frekvence realne. Formalniji
dokaz ove tvrdnje da¢emo u poglavlju 4.4.

Partikularno resenje (4.2.15) je harmonijsko oscilatovanje sistema kao celine sa jednom od
karakteristicnih frekvenci. Za frekvencu w = wy, partikularno resenje jednacina kretanja je

77](.’“) - Ay“) cos(wit + k).
Amplitude A§k), j =1,...,n za fiksnu frekvencu w; nisu medjusobno nezavisne. Njihov odnos

se dobija zamenom frekvence w = wy u homogen sistem jednacina (4.2.16).
Opste resenje jednacina kretanja je superpozicija partikularnih resenja

n; = Z C’kAgk) cos(wit + @x) , (4.2.18)
k=1

gde su Cj, konstante. Ako uvedemo tzv. normalne koordinate (mode) sa

Q1 = Cy cos(wit + @r) (4.2.19)

onda imamo .
n=>_ APQ; . (4.2.20)

k=1

Male oscilacije idealnog holonomnog sistema sa stacionarnim vezama i konzervativnim silama oko
polozaja stabilne ravnoteze predstavljaju superpoziciju ¢isto harmonijskog oscilovanja sistema
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Slika 4.1: Longitudinalne oscilacije dve cestice spojene oprugama.

kao celine. Jednacine (4.2.20) mozemo shvatiti kao smenu promenljivih kojom prelazimo sa
n-koordinata na ()-koordinate. Normalne koordinate zadovoljavaju sledeé¢e jednacine

Qr+wiQr=0,k=1,...,n. (4.2.21)

To su ujedno i jednacine kretanja sistema koji razmatramo u normalnim koordinatama. Vidimo
da su ove jednacine dekuplovane. Dakle, polazni sistem u pogodno izabranim generalisanim
koordinatama smo predstavili kao sistem neinteragujuc¢ih oscilatora. Kasnije ¢emo pokazati
da se lagranzijan moze prepisati kao zbir lagranzijana harmonijskih oscilatora bez medjusobne

interakcije
n

Y (QF —wiQ)) . (4.2.22)

=1

1

L==
2

4.3 Primer

Dve cestice masa m vezane su oprugama konstanti elasti¢nosti £ i nominalne duzine [, kao na
slici 4.1. Neka su opruge nedeformisane. Ako sistem izvedemo iz polozaja ravnoteze on ¢e poceti
da osciluje. Odredimo sopstvene frekvence oscilovanja ovog sistema.

Sistem ima dva stepena slobode. Generalisane koordinate su rastojanja x; i x5 prikazana na
slici (4.1). Potencijalna energija je

1 1 1
U= Ekaﬁ + k(ws — z1)? + ékxg (4.3.23)
pa je lagranzijan
L = T-U
1 1 1 1 1
= §mm% + Ematg - §k:x2 - §k(x2 — ) — 5]@263 . (4.3.24)

Lagranzijan mozemo prepisati u eksplicitnijem obliku

1 1
L= Qmﬁ — kal + §m$§ — ka3 + kzyxs . (4.3.25)
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Prva dva, kao i naredna dva ¢lana u lagranzijanu su lagranzijani slobodnih oscilatora. Poslednji
¢lan, kxoxq predstavlja interakciju, tj. kuplovanje ova dva oscilatora. 1z

ou

= —

8%1 ’

ou

— = 4.3.2
s 0 (4.3.26)

sledi da je tacka x1 = x9 = 0 ravnotezni polozaj. Jednacine kretanja su

ma'c"l —|—2kx1 — k.ﬁEQ =0 s

Zamenom

11 = Aj cos(wt + )
xg = Ay cos(wt + @) (4.3.28)

u jednacine kretanja dobijamo homogen sistem

(—mw2 + Qkf)Al - k’AQ =0 s
—kA; + (—mw? +2k)A, = 0. (4.3.29)
Iz ) L
—mw~ + 2k — _
4 e 4 %' =0 (4.3.30)

sledi da su karakteristi¢cne frekvence

W = \/ %7 Wy = \/ E (4331)
m m

Za w = w; iz (4.3.30) sledi

AP =AM =4 (4.3.32)
dok za w = wy sledi
AP = 4P =B (4.3.33)
Opste resenje jednacina kretanja je
ry = AC)cos(wit + 1) + BCs cos(wat + ¢2)
xe = —AC)cos(wit + 1) + BCycos(wat + @) (4.3.34)

odnosno

vy = AQ1+ BQ
To = —AQl + BQQ 5 (4335)
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gde su @); normalne koordinate. Kretanje sistema kao celine je superpozicija dva oscilatorna
kretanja. Jedno je sa frekvencom w, a drugo sa frekvencom wy. Za prvu frekvencu cestice
osciluju sa suprotnom fazom, a za drugu osciluju u fazi. 1z resenja (4.3.35) vidimo da postoje
¢etiri neodredjene konstante ACY, BCs, p1 i 9. Konstante A i B su nebitne i mozemo uzeti da
jeA=B= \%, pa se preostale konstante C, Cy, 1, o3 odredjuju iz pocetnih uslova. Ako ove

vrednosti za A 1 B zamenimo u (4.3.35), lagranzijan (4.3.24) postaje

1 . 1 . k
L= mQi+ 5mQ3 — 5301 + Q3) . (4.3.36)
Vidimo da je on zbir lagranzijana dva slobodna oscilatora, tj. lagranzijan izrazen u normalnim
koordinatama ne sadrzi interakcioni ¢lan.

4.4 Normalne mode i svojstveni problem

Obelezimo simetri¢ne matrice ¢iji su elementi m;;, odnosno k;; sa M, odnosno K. Uvedimo vek-
tor A = (Ay, ..., A,)T sastavljen od amplituda oscilovanja. Sistem jednacina koje zadovoljavaju
amplitude (4.2.16) moZemo prepisati u matricnom obliku KA = w?M A, odnosno

M1'KA =w’A . (4.4.37)

Iz zadnjeg izraza vidimo da su karakteristicne frekvence i amplitude svojstvene vrednosti, odnosno
svojstveni vektori matrice M~ K. MnoZenjem svojstvene jednacine (4.4.37) sa AT sa leve strane,
dobijamo
2 ATKA

ATMA
Matricni elementi matrice M su vrednosti drugih izvoda potencijala u ravnoteznoj konfiguraciji.
Posto je ova konfiguracija stabilna, to je po Silvesterovom kriteriumu, matrica M pozitivno
definitna!. Kineticka energija je takodje pozitivna, pa zaklju¢ujemo da su i brojilac i imeni-
lac u (4.4.38) pozitivni. Prema tome, svojstvene vrednosti w? su pozitivne, a to znaci da su
karakteristi¢ne frekvence realne.

Vel smo naglasili da lagranzijan (4.2.10) sadrzi mesovite clanve. Pokazimo sada da je moguce,

smenom koordinata, tj. prelaskom na normalne koordinate transformisati ovaj lagranzijan u
oblik gde su mesoviti ¢lanovi odsutni. Lagranzijan (4.2.10) postaje

w (4.4.38)

1 1
L= 577TM17 — 5nTKn : (4.4.39)
gde je n = (n1,...,n,)T. Matrica M je simetri¢na, pa je moZemo ortogonalnom matricom S
dijagonalizovati, tj. STMy;S = M. Dijagonalnu matricu smo obelezili sa My. Kineticki ¢lan u
lagranzijanu postaje
1 1 1
T = 57'7TM7'7 = 5(57'7)TJ\4d(57'7) = §:ETMd:ic : (4.4.40)

1Vidi Dodatak C
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gde smo uveli nove koordinata z = Sn. Matrica M, ima nenegativne realne brojeve na dijagonali,
jer je kineticka energija sistema nenegativna. To znaci da postoji kvadratni koren iz matrice M.
Zato mozemo uvesti nove generalisane koordinate y sa y = /My, u kojima kineticka energija
ima jednostavan oblik

Lo I
T = QyTy =3 ny . (4.4.41)
i=1

Veza izmedju n i y koordinata je y = v/ MySn. Pri ovoj smeni koordinata potencijal postaje

1 1
U=on"Kn=Sy" (VM) 'SKS™ (VM) "y (4.4.42)

Matrica M = (v/My) 'SKS™(/My)™! je takodje simetri¢na, pa je mozemo dijagonalizovati
ortogonalnom matricom R: V; = RMR?T. Matrica V; ima nenulte elemente samo na dijagonali.
Potencijal postaje

1 1 1
U =gy  R'VaRy = o (Ry)"Va(Ry) = 5Q"VaQ , (4.4.43)

gde smo uveli nove koordinate ) = Ry = R+\/M;Sn. Poslednja ortogonalna transformacija R
deluje trivijalno u kinetickom ¢lanu. Dakle, na kraju smo dobili

1o 1
L = §QTQ— §QTVdQ
- %Z (@2 - w2?) . (4.4.44)
=1

Lagranzijan je suma medjusobno neinteraguju¢ih lagranzijana harmonijskih oscilatora; @Q; su
normalne koordinate ili normalne mode.
U primeru oscilovanja dve tackaste mase, izlozenom u poglavlju 4.3, matrice koeficijenata u

lagranzijanu su
M = (m 0) (4.4.45)

0 m
2k —k
K= (—k; Zk) . (4.4.46)
Masena matrica M je dijagonalna, pa je S = I; matrica M je
2k _k
M = (_mﬁ i”) . (4.4.47)
Svojstvene vrednosi ove matrice su w? = % 1wl = %, Sto su karakteristicne frekvence.

Primer 1.

Na svaku od dve lake neistegljive niti duzine [, okacena je po jedna kuglica. Mase kuglica su
my 1 mo. Kuglice su medjusobno povezane oprugom konstante elasticnosti k, kao na slici 4.2.
Rastojanje izmedju tacaka u kojima su zakacene niti, d, jednako je nominalnoj duzini opruge.
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Slika 4.2: Spegnuta klatna

(a) Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve jednacine kretanja. Za generealisane koordinate uzeti
uglove 6, i 05 koje klatna zaklapaju sa vertikalom.

(b) Na osnovu rezultata (a) nadi jednacine kretanja u aproksimaciji malih oscilacija. Odrediti
sopstvene frekvence.

(c¢) Nadi lagranzijan u aproksimaciji malih oscilacija. Proveriti da on daje jednacine kretanja
dobijene u delu (b).

(d) Naéi matricu M, njene svojstvene vrednosti i odrediti matricu rotacije koja dijagonalizuje
ovu matricu.

(e) Na osnovu rezultata (d) odrediti normalne koordinate i izraziti lagranzijan iz dela (c) preko
normalnih koordinata.

Resenje:

(a) Uze¢emo da je koordinatni pocetak u tacki vesanja prvog klatna, x—osa je usmerena ver-
tikalno na dole, a y—osa u horizontalnom pravcu na desno. Koordinate prve kuglice su

x1 =1lcosby, y, =Ilsinb, ,
dok su koordinate druge kuglice
To =1cosby, ys=d-+1Isinby .
Kvadrat brzine prve kuglice je
v} = it +gi = P67 .

a drugu kuglicu je
vy = i1 + 95 = 1°05 .

Potencijalna elasticna energija je

Ua = %k((:@ —z1)° + (y2 — y1)2> (4.4.48)

2
k:<\/d2 202 1 2di(sin 0, — sin ;) — 22 cos(05 — 0,) — d) . (4.4.49)

N —
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dok je gravitaciona potencijalna energija

Uy = —mygl cos 6y — maglcos Oy .
Lagranzijan je
Lo 1 o
L = §m1l 07 + émgl 05 + mqgl cos 6, + magl cos Oy

1 2
- §k<\/d2 202 + 2dI(sin 05 — sin ;) — 202 cos(fy — 0;) — d> . (4.4.50)
Jednacine kretanja se dobijaju pravolinijski:

. d
mql%0, + myglsinf; — kl<1 N _><dCOS 01+ Isin(0; —02)) = 0

VX

. d
mal?0y + mogl sin by + kl(l — —) (dcosfy +1sin(f, —0y)) = 0, (4.4.51)

VX

gde je
X = d? 4 21* + 2dl(sin 6y — sin 0;) — 20 cos(fy — ;) .

Jednacine kretanja u aproksimaciji malih oscilacija su

mal20; + myglhy — ki*(6; —60;) = 0

mgl2é2 + mggleg + k’l2(92 — 91) = 0. (4452)
Uvedeéi kolonu koordinata ;
(b
- ()
jednacina kretanja je
MO+ K6 =0,

gde su matrice M i K date sa
_(mal 0 (mag+kl =kl
M_(O m21>’ K_( —kl meg + kL)

Resenje ¢emo pretpostaviti u obliku @ = A cos(wt + ¢), gde je A kolona amplituda

Ay
A= ( A2> |
Zamenom u jednacine kretanja dobijamo sekularnu jednacinu

mag + kl — mylw? —kl B
Kl mag + Kl — malw?|

odakle se dobijaju karakteristéne frekvence

Kk
wlz\/g, w2:\/g+—+—. (4.4.53)
[ I mp  mg
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(¢) Za male uglove otklona je

VA2 4 212 + 2dl(sin Oy — sin0y) — 212 cos(fy — 0y) —d ~ 1(6, — 61) |

pa je lagranzijan

1 . 1
L= —mllQG% + =

. 1 1 1
5 2m2l29§ + mlgl(l — 59%) + mggl(l — 56‘%) — 5]’6’(02 — 91)2 .

Iz njega direktno slede jednacine (4.4.52).

(d) Matrica M je dijagonalna, pa je S = I. Dalje je

94 k  ___k
M = (/M) ' SKS(v/Mg) ' = (l e M@) .
l

Svojstvene vrednosti ove matrice su w? i w3. Svojsveni vektori su

od kojih formiramo matricu

R:ﬁ(—% f%z)

koja dijagonalizuje matricu M, tj.

2
. T w1 0
V — RMR _<o w2> .

2

(e) Normalne koordinate su odredjene prema

Q1) _ O\ 1 mal Mol 0,
(&) =i (5) = e (i o) (&)

odakle je
1 Mo
9, = —— " (Qy —,/—2
! mi + Mg (@ my @)
1 mq
0y = —— + 4/ — . 4.4.54
2 T 2(Ql mQQQ) ( )

Prelaskom na normalne koordinate lagranzijan postaje

1. 1. 1 1
L=§Qf+§Q§—§W%Q?—§W§ .
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Slika 4.3: Lanac tackastih masa.

4.5 Longitudinalne oscilacije lanca tackastih masa

Neka je N tackastih Cestica masa m spojeno oprugama konstanti elasti¢nosti k, kao na slici
4.3. Pretpostavimo da je rastojanje izmedju susednih cestica a i neka su tada sve opruge nede-
formisane. Sa n; obelezi¢emo odstupanje i—te Cestice od polozaja ravnoteze. Lagranzijan ovog
sistema je

1 -
L= EmZﬁf -5 > k(i —m)? (4.5.55)
=0 =0
Uzeli smo 19 = nyy1 = 0, jer su nulta i NV 4+ 1—va cestica nepokretne. Ova dva uslova

predstavljaju granicne uslove. Lagranzeve jednacine kretanja se lako dobijaju iz lagranzijana.
One su
mij+k2m — g1 —m-1) =0, 1=0,...,N+1. (4.5.56)

Resenje prethodnog sistema jednacina pretpostavi¢emo u obliku
m = Ajcos(wt + ¢) . (4.5.57)

Zamenom (4.5.57) u sistem jednacina (4.5.56) dobijamo

2
(2 - m: >Al A — A =0, (4.5.58)
Dobili smo sistem homogenih linearnih jednacina za amplitude. Jedan nac¢in da odredimo karak-
teristicne frekvence je da nadjemo determinantu ovog sistema jednacina i da je izjednacimo sa
nulom. Medjutim, mi ¢emo krenuti drugim putem. Resenje jednacina (4.5.58) trazi¢emo u
obliku

Ay = Ae'l0=0) (4.5.59)

gde su A, 6 i 0 realne neodredjene konstante. Zamenom u (4.5.58) dobijamo

mw?

2 — = 2cosf , (4.5.60)
odakle je
4k 0
2= —sin? - . 4.5.61
W' = _sin” 5 ( )

Odmah vidimo da je i Be "+9) takodje partikularno resenje jednacina (4.5.58). Dakle, opste
resenje za amplitude je ‘ '
Ay = Ael0-9) | Be=il6+9) (4.5.62)
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Granicni uslov Ag = 0 daje B = — A, dok uslov Ay, = 0 daje sin(N + 1)0 = 0 odnosno

nm

= : 4.5.63

N +1 ( )
U prethodnoj formuli indeks n bi mogao da bude bilo koji ceo broj. Mi éemo uzetin =1,..., N,
jerzan =N+ 1, N +2,... ne dobijamo nove uslove. Prema tome, karakteristicne frekvence

oscilovanja su

k nm
oy () w1y, 1564
w —sin SN n (4.5.64)

Indeks n prebrojava modove oscilovanja. Vidimo da postoji N modova oscilovanja. Uzimanjem
0 = /2 partikularno resenje za amplitudu A4, je dato sa

A = 24sin ( Nhfl) : (4.5.65)
Opste resenje jednacina kretanja je
al Inm
m= ;A(n) sin (N n 1) cos(wpt +¢n) ,l=1,...,N | (4.5.66)

gde se amlitude A, i faze ¢, odredjuju iz 2n pocetnih uslova.

Kontinualni limes. Talasna jednacina

Uzmimo sada da je broj cestica u lancu veliki, tj. N — oo. Takodje neka rastojanje izmedju
susednih Cestica, a tezi nuli, ali tako da je (N 4 1)a = L, gde je L ukupna duzina lanca. Dalje
¢emo uzeti da m — 0, ali tako da je odnos m/a = p konstantan i jednak masi lanca po jedinici
duzine. Orijentisimo osu z duz lanca tako da se [—ta Cestica nalazi poziciji * = la. U limesu
koji smo opisali, veli¢ina n,(t) postaje n(t, z), tj. elongacija deli¢a kontinualnog lanca u tacki =
u trenutku ¢t. Jednacine (4.5.56) ¢emo prepisati na slede¢i nacin

m .. M+1 — T M — "M
—1; — k — =0 4.5.67
i — k(T =) =0, (4.5.67)
odnosno
77 i T _
9N <M) —0. A5
Wop a - 0 (4.5.68)

U limesu a — 0 izraz u velikoj zagradi je drugi parcijalni izvod elongacije n(t, z) po koordinati
x, pa dobijamo

om _rom _ 45.
5% " 7o 0, (4.5.69)

gde je Y = ka Jungov moduo. Dobili smo talasnu jednacinu. Fazna brzina longitudinalnih
talasa u zici data je sa

(4.5.70)



96 GLAVA 4. MALE OSCILACLJE

Resimo gornju talasnu jednacinu uz granicne uslove (¢, = 0) = n(t,x = L) = 0. Partikularno
reSenje talasne jednacine trazi¢emo u obliku proizvoda dve funkcije

n="T()X(z)
od kojih jedna zavisi od vremena, a druga od x. Zamenom u talasnu jednac¢inu dobijamo
19°T  ,10°X
s X ox?
Leva strana gornje jednacine je funkcija vremena, a desna koordinate x. Obe funkcije moraju
biti konstante i obelezi¢emo ih sa —w?. Tako dobijamo

(4.5.71)

er,

@ +w T =0,

22X W

ot %X ~0. (4.5.72)

Resenja za funkcije 7'(t) i X (x) su onda

T(t) = Acos(wt+ ),
X(z) = FEcos(kx)+ Fsin(kx) , (4.5.73)
gde je w = kv tzv. disperziona relacija, a k je talasni broj. Granicni uslovi n(t,z = 0) = n(t,x =

L) = 0 daju E = 0 i diskretizuju talasni broj k = nw/L, n = 1,2,.... Partikularno resenje
talasne jednacine dato je sa

N (t, 2) = C cos(wnt 4 @) sin (%x) : (4.5.74)
gde je
Y
Wy = vk = —"% . (4.5.75)
0

Ovo reSenje je stojeci talas.
Kontinualni limes u izrazu (4.5.64) daje

k Y
w—Q\/—sm@ %%% . (4.5.76)

Dobili smo rezultat (4.5.75).

Pokazali smo da jednacina kretanja i disperziona relacija u diskretnom slucaju prelaze u
kontinualnom limesu utalasnu jednacinu, odnosno u uslov (4.5.75). Kineticka energija u kontin-
ualnom limesu postaje

me — = / de 877 %/0 dzp <Z7Z> : (4.5.77)
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Potencijana energija na slican nacin postaje

U= %Y/OL dx(?—Z)z (4.5.78)
pa je lagranzijan 5
L= %/0 do M%)Q - Y(%ﬂ . (4.5.79)

Variranjem ovog lagranzijana dobijamo jednacinu (4.5.69). Detalje ovog izvodjenja mozete naéi
u [1].

4.6 'Transverzalne oscilacije lanca tackastih masa

U ovom poglavlju razmatrac¢emo transverzalne oscilacije lanca tackastih masa. Neka su N
kuglica, svaka mase m spojene nitima zanemarljive mase. Rastojanje izmedju susednih kuglica
je a. Sile zatezanja u nitima su konstantne i iznose 7. Cestice se izvedu iz ravnoteznih polozaja
u pravcu normalnom na strunu, kao Sto je prikazano na slici 4.4. Elongaciju i—te kuglice u
trenutku ¢ obelezi¢emo sa 1;(t). Na i—tu kuglicu deluje transverzalna sila

( Y — i n Ui — Yig1 ) '
VWi — i) +a® /(i — i) + a?

Kao i u prethodnoj lekciji uzimamo g = ¥y = 0. U aproksimaciji malih oscilacija [¢; —
1| < a, gornji izraz za silu postaje

Fi=-T

(4.6.80)

F = —5(2%‘ — i1 — Yiy1) (4.6.81)

Ova sila je konzervativna i mozemo uvesti potencijalnu energiju sa

N

T
U= D (Wisr — i) (4.6.82)
i=0
Lako se proverava da je F; = —g—gi. Lagranzijan sistema cestica koji razmatramo je
| X A
_ 2 N2
Lagranzeve jednacine kretanja
d /0L oL
—<—) -~y (4.6.84)

su
.7
m¢z+g(2¢z—¢l+1—¢l—1) =0,1l=1,...,N . (4.6.85)



98 GLAVA 4. MALE OSCILACLJE

3%‘—1 :% §¢i+1

T

Slika 4.4: Transverzalne oscilacije lanca tackastih masa

Ove jednacine su ekvivalentne sa jednac¢inama kretanja (4.5.56) za slucaj longitudinalnih os-
cilacija do na zamenu k — T'/a. ReSenje jednacina kretanja je analogno sa slu¢ajem longitudi-
nalnih oscilacija. Sopstvene frekvence su

T nm
=2y —sin () =1, N 4.6.86
“ ma 2(N +1) " ( )

Resenje jednacina kretanja je superpozicija transverzalnih oscilacija sistema sa frekvencama

w1, ...,wy 1dato je sa
al Inm
¢l:;A(n)51n<N+1

gde se amlitude A, i faze ¢, odredjuju iz pocetnih uslova.

) cos(wnt + ¢n) (4.6.87)

Kontinualni limit. Transverzalne oscilacije strune

Analogno longitudinalnim oscilacijama i u sluc¢aju transverzalnih oscilacija ¢emo napraviti kon-
tinualni limes. Uze¢emo da je broj ¢estica u niti NV veliki, ali tako da je (N +1)a = L, kao i da je
masa Cestice m mala, tj. tezi nuli, ali tako da je m/a = u konaé¢na veli¢ina koja predstavlja masu
zice po jedinici duzine. U ovom limesu model tackastih masa opisan u prethodnom poglavlju
postaje model transverzalnih oscilacija zice, koja je fiksirana na krajevima i zategnuta stalnom
silom zatezanja T. Elongacije i—te Cestice 1;(t) prelaze u polje ¥ (¢, x). Jednacine (4.5.56) u
kontinualnom limesu prelaze u talasnu jednacinu

0% T 9%

potpuno analogno kao u slucaju longitudinalnih oscilacija. Iz talasne jednacine vidimo da je
brzina transverzalnih oscilacija u zici data sa

(4.6.89)

v =

T
e

Naredni zadatak je da nadjemo resenje talasne jednacine (4.6.88) uz granic¢ne uslove ¥(t,z =
0) = ¢(t,x = L) = 0. Partikularna resenja su data sa

nmwx

Y(t, z) = Acos(wat + @) sin(T) , (4.6.90)
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Slika 4.5: Slika uz zadatak 4.4.

gde su sopstvene frekvence talasa u zici
Wp = kv =—4[—. (4.6.91)

Ova resenja su stojeci talasi, odnosno harmonici.

4.7 Zadaci

4.1. (a) Odrediti ravnotezne konfiguracije dvostrukog matematickog klatna. Mase ¢estica su
my 1 me, a duzine klatna su [y i [5. Ispitati stabilnost ovih konfiguracija.

(b) Ako je [y =1y =1 1imy = ms = m odrediti normalne frekvence dvostrukog matematickog
klatna i predstaviti lagranzijan preko normalnih koordinata.

4.2. Cestica mase m moze da se krec¢e bez trenja po kruguznom obrucu, poluprec¢nika R. Obru¢
rotira stalnom ugaonom brzinom w oko vertikalne ose u gravitacionom polju.

(a) Odrediti ravnotezni polozaj Cestice. Kako je veza nestacionarna, pod ravnoteznom se
podrazumeva ravnoteza u odnosu na vezu. Pokazati da ako je g/(Rw?) < 1 ravnoteza je
stabilna, a ako je g/(Rw?) > 1 ravnoteza je nestabilna.

(b) Naéi frekvencu malih oscilacija oko polozaja stabilne ravnoteze.
4.3. Nadi normalne frekvence oscilovanja za sistem iz zadatka 2.8.

4.4. Tri ¢estice masa m, 2m i m spojene su oprugama istih konstanti elasticnosti k& i nominalnih
duzina [y, kao sto je prikazano na slici 4.5. Sistem se nalazi na horizontalnoj idealno glatkoj
podlozi i cestice mogu da se kre¢u duz jedne prave. Odrediti normalne frekvence i normalne
koordinate.

4.5. Dva klatna, oba duzine [, sa jednakim masama m spojena su oprugom konstante elasti¢nosti
k i nominalne duzine [y, kao na slici 4.2. Rastojanje izmedju tacaka u kojima su klatna u¢vrséena
je takodje lp. Odrediti frekvence malih oscilacija sistema i na¢i normalne koordinate.

4.6. Za sistem prikazan na slici 4.6 nadi lagranzijan i jednacine kretanja. Odrediti takodje
normalne frekvence ovog sistema. Mase tela su my i mo. Koeficijenti elasticnosti opruga su
jednaki i iznose k. Nominalne duzine opruga su [y. Rastojanje izmedju zidova gde su opruge
ucvrséene je 2ly. Duzina klatna je [.
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Slika 4.6: Slika uz zadatak 4.6.

T

Slika 4.7: Slika uz zadatak 4.7.

4.7. Klatno mase m i duzine [ nalazi se na bloku mase M koji se nalazi na glatkoj horizontalnoj
podlozi.

(a) Pokazati da je lagranzijan dat sa

~ M+m
2

L

| .
2 + ml cos 026 + §m1292 + mglcosf .

(b) Nadi lagranzijan u aproksimaciji malih oscilacija.

(c¢) Odrediti frekvencu malih oscilacija.

4.8. Dva tela masa m; i mo spojena su preko dva kotura zanemarljivih masa kao na slici 4.8.
(a) Odrediti ravnoteznu konfiguraciju sistema.

(b) Neka su z; i x5 odstupanja tela mase my, odnosno msy od ravnotezne konfiguracije. Naéi
lagranzijan sistema preko ovih koordinata.

(c) Eliminisati koordinatu x5 preko koordinate z; u lagranzijanu.

(d) Odrediti frekvencu malih oscilacija sistema.

4.9. Nadi sopstvene frekvence malih oscilacija dvojnog izvrnutog klatna sa slike 4.9. Stapovi
imaju duzine [ i zanemarljive su mase.
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Slika 4.8: Slika uz zadatak 4.8.

Slika 4.9: Slika uz zadatak 4.9.

P2 M
¥1

¥3

Slika 4.10: Slika uz zadatak 4.10.



102 GLAVA 4. MALE OSCILACLJE

% my ma mq E
k k k

Slika 4.11: Slika uz zadatak 4.11.

4.10. Tri mala tela masa m, m i M spojena su oprugama konstanti £ kao na slici 4.10. Tela
se kre¢u se po krugu radijusa R. Nominalne duzine opruga su jednake i iznose 2w R/3. Naéi
sopstvene frekvence ovog sistema.

4.11. Linearni lanac je sastavljen naizmeni¢no od cCestica masa m; i mso, kao na slici 4.11.
Sve opruge imaju nominalnu duzinu [y i konstantu elasti¢nosti k. Nadéi disperzionu relaciju
longitudinalnih oscilacija ovog lanca.



Glava 5

Centralno kretanje

U ovoj glavi analizira¢emo jedan vazan primer kretanja, a to je kretanje u polju centralne
sile. Planete se oko Sunca kre¢u pod dejstvom centralne sile obrnuto proporcionalne kvadratu
rastojanja izmedju Sunca i planete. Elektrostaticka sila je takodje primer centralne sile. Do
kona¢nih jednacina kretanja doc¢i¢emo reSavanjem odgovarajuc¢ih Lagranzevih jednacina, ali i
polazeé¢i od prvih integrala kretanja. To je sadrzaj prva dva poglavlja. U tre¢em poglavlju
kvalitativno, bez reSavanja jednacina kretanja, diskutujemo moguce orbite cestica u centralnom
polju. Naredna tri poglavlja se odnose na Keplerov problem. Na kraju ove glave analizira¢emo
rasejanja cestica.

5.1 Kretanje u polju centralne sile. Lagranzeve jednacine

Centralno kretanje je kretanje cestice pod dejstvom centralne sile. Centralna sila, kako joj samo
ime kaze, usmerena je ka jednoj tacki, koju zovemo centrom sile. Centralna sila ima oblik

F = f(r)-.

Vidimo da intenzitet centralne sile zavisi od rastojanja r. Lako se vidi da je rotF = 0, Sto znaci
da je centralna sila konzervativna. Iz

F=-VU(r)=—F-, (5.1.1)

potencijalna energija U je
U= —/f(r)dr . (5.1.2)

Za cesticu koja se kreée u polju centralne sile, moment impulsa L = r X p, je integral kretanja,

jer je
dL f(r)
— =rx —>r=0. 5.1.3
dt r ( )
Sektorska brzina predstavlja povrsinu koju radijus vektor ¢estice prebrise u jedinici vremena, tj.
~dS  lrxdr 1 L

VS_E_QTzﬁ@XV):%' (514)
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Vidimo da je sektorska brzina kolinearna sa momentom impulsa cestice. Kako je moment impulsa
cestice konstanta kretanja, to je i sektorska brzina konstanta kretanja. Ovo znaci da radijus
vektor Cestice u polju centralne sile prebrise za jednaka vremena jednake povrsine. Ovaj iskaz
je poznat kao drugi Keplerov zakon.
Iz
Lr=(rxp)-r=0 (5.1.5)

sledi da je radijus vektor cestice ortogonalan na vektor momenta impulsa. U polju centralne sile
cestica se kre¢e u ravni ortogonalnoj na moment impulsa, koji je kao Sto smo ve¢ rekli, konstantan
vektor. Ako je moment impulsa duz z—ose, Cestica se kreée u xy ravni. Centralno kretanje ima
dva stepena slobode. Redukcija broja stepeni slobode cestice, od tri do dva, je posledica zakona
odrzanja momenta impulsa, odnosno simetrije sistema. Za generalisane koordinate izabra¢emo
polarne koordinate p i ¢.

Lagranzijan za cesticu koja se krece u centralnom potencijalu je

L= gl + 7°8%) ~ Up) (5.1.6)

Da bismo izveli jednacine kretanja potrebno je da nadjemo odgovarajuce parcijalne izvode la-
granzijana (5.1.6) po generalisanim koordinatama i brzinama:

0L _ s
a(p - pgp?

oL

g~

oL

ap - mp)

oL 22 !

D - . 1.
9 mpp” —U'(p) (5.1.7)

Jednacine kretanja postaju

mp—mpp* +U'(p) = 0,

%(mp%) = 0. (5.1.8)
Da bismo nasli reSenje jednacina kretanja moramo zadati pocetne uslove, tj. vrednosti general-
isanih koordinata i brzina u poc¢etnom trenutku: pg, o, po 1 ©o-

Lagranzijan (5.1.6) ne zavisi od ¢ koordinate. Koordinate od kojih lagranzijan ne zavisi
nazivaju se ciklicnim koordinatama. Iz jednacina kretanja sledi da su odgovarajuéi generalisani
impulsi konstante kretanja. Konkretno, u nasem slucaju iz druge Lagranzeve jednacine u (5.1.8)
sledi da je generalisani impuls p, pridruzen koordinati ¢, konstanta kretanja. Ovaj generalisani
impuls je

oL

Py = 7 = mp*p = const . (5.1.9)
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Moment impulsa cestice je
L =mr x v = pe, x (pe, + ppe,) = mp*pe, = pe, .

Dakle, generalisani impuls p, jednak je projekciji momenta impulsa na z osu, p, = L..
Vratimo se sada na jednacine kretanja. Lako se vidi da je

_dede Lo d (1)
P

P= dpdt  mdp
. d (dp) & (1)
P=a\at) ~ m2p2dp? \p/
Zamenom prethodne formule u prvu jednacinu u (5.1.8) dobijamo diferencijalnu jedna¢inu

d? /1 1 mp?
o omr 1.1
) =) (5.1.10)

¢ijim resavanjem odredjujemo trajektoriju cestice u eksplicitnom obliku p = p(¢). Ova jednacina
je poznata pod imenom Bineova formula.

Primer 1. Cestica mase m kreée se u polju centralne sile po logaritamskoj spirali, p =
ke*?, gde su k i a konstante. Odrediti silu i potencijal, kao i jednacinu kretanja cCestice u
parametarskom obliku, p = p(t), ¢ = ¢(t). U pocetnom trenutku je p(t = 0) = ¢9. Moment

impulsa cestice je L,.
Resenje: Zamenom
d? (1) o«
dp? \p p
(14 a?)L,

mp3

u Bineovu formulu, (5.1.10) dobija se

f:_

Vidimo da je sila privla¢cna. Potencijalna energija je
1 HL,
U=— / dpf = % '
2mp

Iz
. L.
Q)O_mp27

i jednacine trajektorije dobijamo diferencijalnu jednacinu

L,
e2Pdp = dt ,

mk?
odakle je
1 2L,
O = %ln(kat—FC) )
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Integraciona konstanta C' odredjuje se iz pocetnog uslova. Rezultat je C = €2*¥°. Zamenom
zavisnosti polarnog ugla od vremena u jednacinu trajektorije dobijamo

2aL
=ky/ = .
P mk? +c

5.2 Prvi integrali kretanja

Za Cesticu koja se kre¢e u polju centralne sile energija i moment impulsa su integrali kretanja. U
prethodnom poglavlju smo to videli na osnovu oblika centralne sile. U Lagranzevom formalizmu
odrzanje ovih veli¢ina se vidi direktno iz lagranzijana. Lagranzijan (5.1.6) ne zavisi eksplicitno
od vremena, tj. invarijantan je na vremenske translacije, pa je energija konstanta kretanja.
Pored toga lagranzijan (5.1.6) je invarijantan na rotacije oko z—ose, pa je moment impulsa L,
ocuvan. Energija cestice je

. .
E=Sm(p*+p¢") + Ulp) (5.2.11)

dok je moment impulsa
mp’p =L, . (5.2.12)

Ako izrazimo ¢ iz (5.2.12) i zamenimo u (5.2.11) dobijamo

1

5mp2 + Ug(p) = E (5.2.13)
gde je
LZ
Uet(p) = U(p) + Zmsz (5.2.14)

tzv. efektivni potencijal. Jednacina (5.2.13) daje

p= 2 (- aln)) (5215)

Sto je diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive, pa je

(5.2.16)

Prethodna jednac¢ina daje zavisnost radijalne koordinate od vremena, p = p(t). Zamenom ovog
reSenja u jednacinu (5.2.12) dobijamo

L, [t dt
=2 — . 5.2.17
L /0 P2 (1) e ( )
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Jednac¢inu trajektorije Cestice nasli smo u parametarskom obliku. Ako podelimo jednacine
(5.2.15) i (5.2.12) dobijamo

\/2 (E —Uegl(p)) . (5.2.18)

Z

Dobijena jednacina razdvaja promenljlve, a integracija daje

p dp
P = Lz/ + %o - (5.2.19)
o 0°7/2m(E = Us(p))

Izraz (5.2.19) je eksplicitan oblik jednacine kretanja cestice, p = p(). Jednacine kretanja Cestice
u polju centralne sile nasli smo u parametarskom, odnosno u eksplicitnom obliku. ReSenja su
data u integralnom obliku, tj. u kvadraturama. U kona¢nim jednacinama kretanja figurisu cetiri
integracione konstante pg, g, £ 1 L,. Umesto pocetnih generalisanih brzina py i ¢y koristimo
energiju i moment impulsa.

Dakle, da zaklju¢imo. Jednacina trajektorije ¢estice u polju centralne sile moze se dobiti
resavanjem Bineove formule, Sto smo izlozili u prethodnom poglavlju. Pored toga jednacina
kretanja moze biti dobijena iz prvih integrala kretanja.

Primer 1. Cestica mase m krece se u potencijalu

%) m(2).

gde su Uy i a pozitivne konstante. Naci jednacinu trajektorije Cestice ako je njena energija £/ = 0,
a moment impulsa L,.
Resenje: Primenom (5.2.19) imamo

Y=

\/an21 — 5=

L2
2z = Upa®In <£> - —= .
a 2m

Gornji integral se lako resava smenom

Rezultat je

L2 a mUO 2
—5— iz -C
p = qe?ma Ug ((p ) ,

gde je C' integraciona konstanta koju odredjujemo iz pocetnih uslova.
Primer 2. Cestica mase m, nalazi se na rastojanju po od centra sile, ¢ji je potencijal

3
Kp
U=—,
3
gde je k pozitivna konstanta. Pocetna brzina cestice zaklapa ugao 7/2 sa radijus vektorom. Naéi
vrednost pocetne brzine za koju Ce se ¢estica kretati po krugu.
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Resenje: Cestica se kreée po krugu ukoliko je U/z(p) = 0. Ovaj uslov daje

Lz 1/5

P=Po= <—> :
mk

Vrednost momenta impulsa je L, = muvypg, pa je

3
[ KPy

vg =1/ — .
m

5.3 Kvalitativna analiza centralnog kretanja

Uvodjenjem efektivnog potencija kretanje cestica u polju centralne sile svodi se na kvazi-jedno-
dimenziono kretanje, ali u efektivnom potencijalu. Cestica se moze kretati u oblasti prostora
u kojoj radijalna koordinata ispunjava uslov F > Ug(p). U suprotnom, p bi bilo imaginarno.
Prema tome, jednacina F = U.(p) odredjuje granice oblasti u kojoj se ¢estica moze kretati.
Koreni ove jednacine se nazivaju povratnim tackama. Iz (5.2.15) vidimo da je p u povratnim
tackama jednako nuli, tj. radijalna brzina cestice je jednaka nuli. Posto je ¢ u ovim tackama
razli¢ito od nule, ¢estica se u povratnim tackama ne zaustavlja. Ako je oblast prostora u kojoj
se krece Cestica data sa p > puyn, Cestica moze da ode u beskonacénost. Kretanje je infinitno.
Sa druge strane ako jednac¢ina F = Ueg(p) ima dva razli¢ita konacna korena: puin 1 Pmax, onda
se ona krece u ogranicenoj oblasti ppin < p < puax- U ovom slucaju kretanje cestice je finitno,
odnosno vezano. Povratna tacka p = pnin se naziva pericentrom, a p = puax apocentrom.
U ovim tackama cestica je najblize, odnosno najdalje od centra sile. Pri kretanju planeta oko
Sunca ove tacke se nazivaju afelom, odnosno perihelom. Za vreme za koje ¢estica od minimalnog
rastojanja dodje u polozaj kada je rastojanje maksimalno, i ponovo dodje u tacku trajektorije
kada je rastojanje najmanje, radijus vektor ¢estice opiSe ugao

prx d
Ay = 2L, / P . (5.3.20)
pmin P2/ 2m(E — Uest(p))

Ovo je ilustrovano na slici 5.1. Orbita cCestice ¢e biti zatvorena, ako ovaj ugao zadovoljava uslov
o P

Ap =27= | (5.3.21)
q

gde su p i g celi brojevi. Ako ovaj uslov nije ispunjen trajektorija nije zatvorena.

U daljoj kvalitativnoj analizi kretanja cestice u polju centralne sile uze¢emo da je potencijal
obrnuto proporcionalan rastojanju cestice od centra sile, tj. U = k/p. Kretanje Cestice u
ovakvom potencijalu je Keplerov problem. Razlikova¢emo dva sluc¢aja. Prvo ¢emo uzeti da je
potencijal odbojan, tj. £ > 0. Tada je efektivni potencijal

k L?

U (p) = ~ 5.3.22
W)=+ g (53.22)
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Slika 5.1: Precesija pericentra.

P1 P

Slika 5.2: Efektivni potencijal za odbojnu silu proporcionalnu sa 1/72.
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8 \/p

Slika 5.3: Efektivni potencijal za privla¢nu silu proporcionalnu sa 1/r?, slucaj E > 0.

Vet
P2 P33 Ps
E N

Slika 5.4: Efektivni potencijal za privla¢nu silu proporcionalnu sa 1/r?, slucaj E < 0.

pozitivan i prikazan je na slici 5.2. Ako je energija Cestice pozitivna, £ > 0, onda vidimo da
je kretanje moguce u oblasti p > p;, gde je p; povratna tacka. Ovakvo kretanje je infinitno.
Cestica moze da ode u beskonacnost, a sa druge strane moze da se priblizi centru sile najvise do
rastojanja p;.

Drugi slucaj je privlacan potencijal oblika U = —|—i|. Ukoliko je energija Cestice E pozitivna,
ona se krece u oblasti p > p; na slici 5.3. Kretanje je infinintno, jer ¢estica moze beskonacno
da se udalji od centra sile. Ukoliko je E = 0 ¢estica takodje moze da ode u beskonacnost. Ako
je 0 < E < (Ustt)min Cestica se kreée u ogranicenoj oblasti ps < p < ps. Sa (Ueg)min Obelezili
smo minimum efektovnog potencijala. Tacke ps i p5 su povratne tacke. Za ovakvo kretanje
kazemo da je finitno ili vezano. Ako je E = (U.g)mm onda je p = p3. Cestica se kreée po krugu
poluprecnika ps. Ako je (Ues)min > E kretanje Cestice nije moguce.
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5.4 Keplerov problem

Keplerov problem je nalazenje jednacina kretanja Cestice mase m u polju centralne sile koja je
obrnuto proporcionalna kvadratu rastojanja

F=—e¢,, (5.4.23)

gde je k konstanta. Ovo je vrlo vazan primer centralnih sila. Njutnova sila gravitacije je primer
ovakve sile. Tada je k = —GyMm, gde je M masa cCestice koja se nalazi u koordinatnom
pocetku, a G Njutnova gravitaciona konstanta. Ako je k = % dobijamo Kulonovu silu
izmedju nealektrisanja ¢ i Q).

Bineova formula (5.1.10), za slucaj Keplerovog kretanja, postaje
d? /1 1 mk
— ()= 5.4.24
de? ( p) p L? ( )
Ako uvedemo smenu u = 1/p, onda prethodna diferencijalna jednac¢ina ima oblik

e k
Sl u=- (5.4.25)

Ovo je nehomogena diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijentima. ReSenje ove jednacine
je zbir homogenog i partikularnog resenja, v = uy, + u,. Homogeno resenje je

up = Acos(¢ + o) , (5.4.26)

gde su A i ¢y konstante. Partikularno resenje je konstanta u, = C, koju lako odredjujemo iz
same diferencijalne jednacine. Rezultat je

mk
Dakle, resenje je
mk

T (5.4.28)

1
; = Acos(p + o) —

Uzec¢emo da je g = 0. Ovim izborom ugao koji odgovara minimalnom rastojanju p je ¢ = 0, tj.

dp
— =0. 5.4.29
dep le=0 ( )

Dakle, u polarnim koordinatama jednacina trajektorije je

1

= 5.4.30
Acosp — "2—5 ( )
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Konstantu A izrazi¢emo preko energije Cestice, date sa (5.2.11) i njenog momenta impulsa. Vezu
izmedju A i E je najjednostavnije odrediti ako energiju izracunamo za ¢ = 0, tj. ply,—o = 0.
Odavde je

L?A% mk?
E=—/—— —— 5.4.31
2m 2027 ( )
odnosno
2m mk?
A= (& ). 4.32
\/Lz + 202 (5.4.32)
Jednacina trajektorije Cestice je
p
= 5.4.33
P —% +ecosp ( )
gde su parametri p i € dati sa
L? 2L2F
== =14/1 = . 5.4.34

Privlacan potencijal

Analizirajmo prvo slucaj privlaénog potencijala, kada je konstanta k negativna. Jednacina

trajektorije (5.4.33) je
p

=" 5.4.35
P 1+ecosep ( )
U Dekartovim koordinatama ona postaje
(1 —e¥)a? + 2pex +y* = p* . (5.4.36)
Za ¢ = 0, sto odgovara minimalnoj energiji cestice F;, = —7%22, gornja jednacina postaje

jednacina kruga z? + y* = p? .
Pretpostavimo sada da je 0 < & < 1, odnosno Fy,;, < E < 0. Tada jednacina (5.4.36) postaje

2 2

pe >2 Yy D
— . 5.4.37
<$+1—52 +1—82 (1 —¢e2)? ( )

Posle jednostavnih algebarskih transformacija gornja jedna¢ina ima standardni oblik jednacine
elipse u Dekartovim koordinatama:

(x+x)* 32
Poluose elipse su date sa
p k p L,
a4 — =— b= - , 5.4.39
1—¢e2 2F V1i—e2 —2mE ( )
a x. je dato sa
P (5.4.40)
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Yy
b | p
_ %) Pmin
Fy c |1 r

pmax

Slika 5.5: Trajektorija cestice za Fy;, < E < 0.

Ekscentricitet elipse je ¢ = va? —b* = 5. Odmah vidimo da je z. = ¢, $to znaci da je
jedna ziza elipse u koordinatnom pocetku, tj. u centru sile (vidi sliku 5.5). U slucaju elipti¢nog
kretanja planeta naseg Suncevog sistema, Sunce se nalazi u jednoj u zizi elipse. Ovo je tzv. prvi
Keplerov zakon.

Lako se vidi da u ovom sluc¢aju povratne tacke odgovaraju uglovima ¢ = 0, odnosno ¢ =7
ione su ppin = 1%5’ 0dnosno pmax = 725 -
Sektorska brzina u slucaju elipticke orbite je

mab  |L.|

T (5.4.41)
gde je 7 period kretanja. Kvadiranjem dobijamo
2,2
2 _ 4 .22 a0 422 3D

T—4mﬂm—4mﬂ'aﬁ. (5442)

Zamenom vrednosti p u poslednji izraz konac¢no dobijamo

4 2

2= (5.4.43)

K|

Kvadrat perioda obilaska planeta oko Sunca proporcionalan je tre¢em stepenu velike poluose
elipse. Ovo je tre¢i Keplerov zakon.
Dalje ¢emo analizirati slucaj e = 1, tj. E = 0. Trajektorija ¢estice u ovom slucaju,

v =p* —2px | (5.4.44)

je parabola prikazana na slici 5.6.
Konacno ukoliko je energija Cestice pozitivna, tj. ako je € > 1 jednacina (5.4.36) postaje

(x —x.)?  9°

= 1, (5.4.45)
gde su
p p
- b= —— 5.4.46
o= 5 o ( )

i . = 4=5. Dobili smo jednacinu hiperbole. Cestica se u ovom slu¢aju kreée po grani hiperbole
prikazanom na slici 5.7.
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\py
-

Slika 5.6: Cestica nulte energije kreée se po paraboli.

]S
8

To—al

Slika 5.7: Trajektorija ¢estice pozitivne energije-hiperbola.
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Slika 5.8: Trajektorija ¢estice u odbojnom potencijalu-hiperbola.

Odbojan potencijal

Ukoliko je sila odbojna, k£ > 0 jednacina trajektorije u polarnim koordinatama je

b

= — 0.4.47
—1+ecosp ( )

p

U Dekartovim koordinatama to je jednacina hiperbole (5.4.45). Cestica se sada kreée po grani
hiperbole prikazanoj na slici 5.8. Uporedite grane hiperbole po kojima se cestica krece za
privlacan i odbojan potencijal.

Rezimirajmo na kraju ovog paragrafa da trajektorija cestice u potencijalu proporcionalnom sa
1/p moze biti parabola, hiperbola, krug ili elipsa, zavisno od znaka konstante proporcionalnosti,
k i vrednosti energija cestice.

5.5 Runge-Lencov vektor

U prethodnom poglavlju analizirali smo Keplerov problem, tj. kretanju cestice u potencijalu
U= % Videli smo da su energija i moment impulsa ¢estice konstante kretanja. Medjutim,
postoji jos jedan integral kretanja, tzv. Runge-Lencov vektor. On je definisan sa

R =p x L+ mhk- . (5.5.48)
r

Sada ¢emo pokazati da je ovaj vektor konstanta kretanja. U zadatku 3.4 to je bilo pokazano
primenom Neterine teoreme. Diferenciranjem (5.5.48) po vremenu dobijamo

R = p X L+mk£—mk7'"£2
r T
r . r . r
= /{:mﬁ X (r X T)+ mk; - mkrﬁ : (5.5.49)

Razvijanjem dvostukog vektorskog prizvoda lako se vidi da je R = 0. Dakle, Runge-Lenov vektor
je integral kretanja. Runge-Lencov vektor je ortogonalan na moment impulsa, R -L = 0, pa lezi
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u ravni kretanja. Skalarni proizvod Runge-Lencovog vektora i vektora polozaja cestice je
R-r=r-(pxL)+mkr. (5.5.50)
Kako je r - (p x L) = L? to imamo
r-R=L*+mkr. (5.5.51)

Ako ugao izmdju Runge-Lencovog vektora i vektora polozaja obelezimo sa ¢, to gornja jednacina,
posle preuredjenja, postaje

L2
mlk|
r=— = : (5.5.52)
TR T R COS ¥
Dobili smo jednac¢inu trajektorije ¢etice iz koje vidimo da je R = m/|k|e odnosno
R? = m?k* + 2mL°E . (5.5.53)

Kretanje jedne cestice odredjeno je sa tri stepena slobode. Da bismo nasli kona¢nu jednacinu kre-
tanja moramo znati Sest integracionih konstanti (npr. pocetni polozaj i poCetna brzina ¢estice).
Kod konzervativnih sistema, zbog vremenske translacione invarijantnosti, pocetni trenutak je
proizvoljan, pa je broj nezavisnih integrala kretanja pet'. Kod Keplerovog kretanja konstante
kretanja su: energija, moment impulsa i Runge-Lencov vektor. To je ukupno sedam skalarnih
velicina. Dakle, dve viSe nego §to treba. Izmedju ovih sedam veli¢ina postoje dve relacije. Jedna
je da je projekcija Runge-Lencovog vektora na pravac momenta impulsa jednak nuli, a druga je
relacija (5.5.53). Dakle, ipak imamo pet nezavisnih integrala kretanja.

5.6 Problem dva tela

U ovom poglavlju razmatra¢emo kretanje dve izolovane Cestice masa m; i mo, koje medjusobno
interaguju centralnom silom. Potencijalna energija je funkcija rastojanja izmedju cestica U =
U(|ry — r1]). Sila koja deluje na prvu cesticu je Fy; = —V1U(|ry — r1]), dok je sila koja deluje
na drugu cesticu Fiy = —=VyU(|ry — 11]).
Lagranzijan ovog dvocesticnog sistema je
. mlr% mgr%

L= 4 22— Ufes 1)) (5.6.54)

Sa promenljivih ry i ry pre¢i¢emo na nove promenljive, date sa

miry + Mals
r, — ————=
ma —+ mo

r = rp—rg. (5.6.55)

LGeneralno, za zatvoren sistem sa m stepeni slobode postoji 2n interala kretanja; ukoliko je sistem konzerva-
tivan taj broj je 2n — 1.
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r. je radijus vektor centra mase, a r relativan radijus vektor jedne ¢estice u odnosu na drugu.
Invertovanjem gornjih jednacina sledi

r, = re— ———T,
my + Ma
ry = ro+—% . (5.6.56)
my1 + Mo
Nakon smene promenljivih lagranzijan je
12 12
L= MJF’L_ —U(lt]) (5.6.57)
2 2
gde je
B mime
H= my + Mo

redukovana masa.

U novim promenljivim lagranzijan je zbir dva nezavisna lagranzijana. Prvi sadrzi samo
koordinate centra mase, a drugi varijable r i r. Radijus vektor centra mase je ciklicna koordinata,
pa je r. konstanta kretanja. Jednacine kretanja u novim promenljivim su

i) 5 ="
%(‘;_f) _ g_f 0. (5.6.58)
odnosno
(mi+mp)i. = 0
g = —VU(r) . (5.6.59)

Razdvajanje promenljivih vidimo i na nivou jednacina kretanja. U jednoj jednacini figurise
centar mase Gestica, a u drugoj relativni radijus vektor. Cestica mase y je fiktivna, tzv. relativna
cestica. Iz prve jednacine vidimo da se centar mase kre¢e konstantnom brzinom ili miruje, a
druga da se relativna cestica krec¢e pod dejstvom sile —VU(r). Ako predjemo u sistem centra
mase problem dva tela sveli smo na kretanje jedne fiktivne tzv. relativne cestice.

Pri kretanju Zemlje oko Sunca mozemo zanemariti uticaj drugih tela. U sistemu centra mase
kretanje je ekvivalentno kretanju relativne ¢estice. Konstanta k& u ovom slucaju je k = GymM,
gde smo sa m obelezili masu Zemlje, a sa M masu Sunca. U tre¢em Keplerovom zakonu potrebno
je da m zamenimo sa p. Tako dobijamo

N 4mm? 5

= Gom ¥ " (5.6.60)

T
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Slika 5.9: Trajektorija Cestice u odbojnom potencijalu U (r).

5.7 Rasejanje cestica na centralno simetricnom potenci-
jalu

Razmatra¢emo kretanje ¢estica u sferno—simetricnom potencijalu U(r), koji na velikim rastojan-
jima od centra sile tezi nuli, tj. U(r — oo) — 0. Uzeéemo da Cestice dolaze iz beskonacnosti.
Zavisno od vrednosti energije i momenta impulsa one mogu da budu rasejane ili zahvacene.
Ukoliko je minimalno rastojanje do kojeg cestice mogu da se priblize centru sile razlicito od
nule, ¢estica se rasejava na potencijalu. Ona naime dolazi iz beskonac¢nosti, priblizava se centru
do minimalnog rastojanja i zatim nastavlja da se udaljava. Za odbojnu Keplerovu silu trajek-
torija Cestice ima dve asimptote, kao Sto se vidi sa slike 5.9. Ugao izmedju ove dve asimptote,
0 zvatemo uglom rasejanja. Promena pravca kretanja Cestice je rasejanje Cestice. Ako cestica
moze da dodje do centra sile govorimo o zahvatu. Mi ¢emo analizirati samo rasejanje Cestica.
Rasejanja se intenzivno koriste u skoro svim granama fizike, jer pruzaju znac¢ajnu informaciju
o sistemima na kojima se vrsi rasejanje. U atomskoj, nuklearnoj fizici kao i u fizici Cestica,
cestice mete se bombarduju projektilima i na osnovu njihovog rasejanja dolazimo do informa-
cije o strukturi mete. U spektroskopiji analizira se rasejanje elektromagnetnih talasa poznatih
karakteristika na meti koja se ispituje.

Neka je brzina cestice na velikom rastojanju od centra sile jednaka vy. Rastojanje izmedju
pravca brzine ¢estice vg i z—ose je b, tzv. parametar sudara. Energija cestice E = muv3 /2 i njen
moment impulsa L = muvgb su konstante kretanja. Trajektorija cestice je simetri¢na u odnosu na
pravac OP, slika 5.9. Ovaj pravac je pravac r—ose koordinatnog sistema u kojem smo u jednom
od prethodnih poglavlja analizirali kretanje Cestice u centralnom potencijalu. Ugao izmedju
asimptota i pravca OP obeleziémo sa ¢, Sto je maksimalna vrednost azimutalnog ugla. Na slici
5.9 prikazan je slucaj rasejanja u slucaju odbojnog potencijala. Vidimo da je 2¢p9+60 = 7m. U
slucaju privlacnog potencijala bilo bi 2y — 0 = 7, tako da generalno vazi § = |1 — 2¢|. Uglu
o odgovara beskona¢na udaljenost ¢estice od centra sile, pa primenom (5.2.19) dobijamo

o d
©o = mugb L — . (5.7.61)
rain 12\ f2m(E — U(r)) — "8t

272
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b+ db /\\
U z

Slika 5.10: Geometrija rasejanja za odbojan potencija.

Ugao rasejanja onda je dat sa

& dr

T — 2mugb : (5.7.62)

9 —
rain 123 f2m(B — U (r)) — 82

2r2

Dakle, za cesticu koja dolazi iz beskona¢nosti sa datom brzinom, ugao skretanja je kompletno
odredjen parametrom sudara. Neka sada umesto jedne Cestice imamo monoenergetski snop
cestica. Cestice u snopu ¢e se rasejavati u funkciji parametra sudara. Broj ¢estica koji u jedinici
vremena prodje kroz povrs normalnu na pravac kretanja cestica je fluks, odnosno intenzitet
snopa. Ako obracunamo ovaj fluks po jedinici povrsine, onda se ova veli¢ina naziva gustinom
fluksa. Dakle, gustina fluksa, ng snopa je broj cestica snopa koje u jedinici vremena prodju kroz
jedini¢nu povrsinu normalnu na pravac kretanja cestica. Broj cestica u jedinici vremena koje se
raseju u pravcu orta n u prostorni ugao df2 obelezicemo sa dn. Podrazumeva se da daleko od
centra sile imamo detektor koji broji ove cestice. Diferencijalni efikasni presek je koli¢nik broja
rasejanih Cestica u prostorni ugao df2 u jedinici vremena i gustine fluksa upadnih cestica, tj.

_dn

do (5.7.63)

Un '
Kako je trajektorija ¢estica jednoznac¢no odredjena, znamo da Ce se Cestice u prstenu sa slike
5.10 izmedju b i b 4+ db upadnog snopa rasejati u segmentu (0,0 + df). Broj rasejanih cestica u
jedinici vremena je onda dn = ng2wbdb. Prema tome, presek za rasejanje je

dQ b
do = 27bdb = 27rbdbd—Q = g

db
—(dQ2 . 5.7.64
dﬁ‘ ( )

Prostori ugao je odredjen sa df2 = sin 8dfdy. Kako zbog geometrije problema nista ne zavisi od
azimutalnog ugla ¢, po njemu ¢emo integraliti, pa je d€) = 27 sin 6d6.

Prema tome, dobili smo
do b

a0 - sin 0

db
‘@ . (5.7.65)
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Funkcija b = b(0) je opadajucéa, pa da bi presek za rasejanjeje bio pozitivan stavili smo apsolutnu
vrednost u prethodnoj formuli. Integracijom diferencijalnog preseka po svim pravcima dobijamo
totalni presek za rasejanje

do
o= /mdQ ) (5.7.66)

Presek za rasejanje ima dimenzije povrsine.

Raderfordovo rasejanje

Vazan primer rasejanja na potencijalu je rasejanje na Kulonovom potencijalu, poznatom kao
Raderfordovo rasejanje. Ernest Raderford je alfa ¢esticama bombardovao tanke listi¢e zlata i na
osnovu tih rezultata dosao je do zakljucaka o strukuri atoma. Interakcija izmedju alfa cestica i
jezgra atoma je Kulonova.

Neka je naelektrisanje projektila g, dok je naelektrisanje mete, koja je nepokretna i nalazi se

u centru, (). Potencijal je oblika U = k/r, gde je k = %. Jednacina trajektorije naelektrisanja
q je
p
r=— 5.7.67
—% +ecosp ( )
iz koje vidimo da je
k
COS Py = e (5.7.68)
Koristeci vezu izmedju ugla rasejanja i ¢y dobijamo
0 1
in—=— . 5.7.69
sin g =~ ( )
Iz ove formule sledi
0 m2vib?
2Y 9 _ 0
cot =€~ 1= et (5.7.70)
odakle je
k 0
b= |—=cot=|. 5.7.71
mug “h9 ( )
Primenom (5.7.65) dobijamo efikasni presek za rasejanje
do kN2 1
— = 5.7.72
dQ (2mv§> sin* £’ ( )

koji je poznat kao Raderfordov presek. Totalni presek za rasejanje koji se dobija integracijom
gornjeg izraza je divergentan. Razlog za ovu beskonacnost totalnog preseka je ¢injenica da je
Kulonova interakcija dugodometna.
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5.8 Zadaci

5.1. Cestica mase m pod dejstvom centralne sile kreée se po spirali p = k¢?, gde je k konstanta.
Nadi silu koja deluje na cesticu.

5.2. Brzina cestice koja se kre¢e u centralnom polju je v = k/p3, gde je k konstanta. Ako je
angularni moment cestice L, odrediti trajektoriju i naci silu koja deluje na cesticu.

5.3. Cestica se kreée po kruznici koja prolazi kroz tacku koja je centar sile. Pokazati da je sila
koja deluje na ¢esticu obrnuto proporcionalna petom stepenu rastojanja od centra sile.

5.4. Cestica se kre¢e u potencijalu

k C
U:—+—3,
p P

gde su k i C' konstante. Pokazati da ¢e se Cestica kretati po stabilnoj kruznoj orbiti p = py ako
2
je ispunjen uslov C' > k%.

5.5. Cestica mase m krece se u centralnom potencijalu

(a) U= Skr?,
(b) U=—5,
(c) U=~ ,
(d) U=k,

gde su ki a > 0 konstante. Za svaki od ovih potencijala skicirati efektivni potencijal i analizirati
moguce orbite.

5.6. Cestica mase m kreée se u centralnom potencijalu U = Uy In (5), gde su Uy i a pozitivne
konstante. Moment impulsa cCestice je L.

(a) Skicirati efektivni potencijal.
(b) Naéi polupreénik kruzne orbite, py. Da li je ova orbita stabilna?

(c) Pretpostaviti da se Cestica kreée po trajektoriji koja malo odstupa od kruznice, tj. da je
p(t) = po+n(t). Nadi diferencijalnu jednacinu koju zadovoljava 7(t). Pokazati da je period
radijalnog kretanja cestice

B V2rL

T, =
Uo

(d) Pokazati da pericentar precesira za ugao (2 — v/2)m po jednom krugu.

5.7. Cestica mase m krece se u potencijalu

k h
U:——+—2,
p P

gde su k i h pozitivne konstante.
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(a) Pokazati da je trajektorija Cestice

1+ ecos(ag)
oa(l—e?)

gde konstante a, e i a treba odrediti.
(b) Odrediti period precesije velike poluose elipse.

5.8. Odrediti presek za rasejanje ¢estice na potencijalu

U —Uy, za p<R
0, za p> R,

gde je Uy pozitivna konstanta.

5.9. Cestica se kre¢e u odbojnom potencijalu V = k/r2. Masa Cestice je m, a energija i moment
impulsa su £, odnosno L..

(a) Pokazati da je trajektorija cestica

g po
cos(ap) ’

gde konstante py i « treba odrediti.
(b) Pokazati da je veza izmedju parametra sudara i ugla rasejanja data sa

b2 — l{f(ﬂ' — 0)2
EO(2r —0)
(c) Pokazati da je presek za rasejanje na potencijalu V = k/r?  gde je k pozitivna konstanta,
dat sa
do 7%k T—0

40~ E 60221 — 0)2sin6




Glava 6

Kretanje krutog tela

Ova glava je posvecena kretanju krutog tela. Analizirana je prvo kinematika, a zatim dinamika
ovog kretanja. Dinamicke jednacine kretanja krutog tela su prvo izvedene u okviru Njutnovog,
odnosno vektorskog metoda. Zatim su jednacine kretanja krutog tela dobijene Lagranzevom
tehnikom.

6.1 Definicija krutog tela

Apsolutno kruto telo (ili krace: kruto telo) je telo kod koga se rastojanje izmedju bilo koje dve
tacke ne menja. Skup konacno mnogo cestica na stalnom medjusobnom rastojanju je primer
krutog tela. Neprekodno rasporedjena masa u nekoj zapremini kod koje je ispunjen uslov ne-
promenljivosti rastojanja izmedju bilo koje dve tacke je takodje kruto telo. Prema tome, kruto
telo moze biti diskretan ili kontinualan sistem. Kruto telo je idealizacija, jer su sva tela u prirodi
deformabilna.

Polozaj krutog tela je potpuno odredjen sa tri tacke krutog tela: A, B i C' koje ne leze na
jednoj pravoj. Dekartove koordinate te tri tacke su A(zq,y1,21), B(%2,Ys,22) i C(x3,9s, 23).

® S

Slika 6.1: Laboratorijski i sopstveni sistem krutog tela.

123
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Slika 6.2: Dva koordinatna sistema sa zajednickim polom.

Nepromenljivost rastojanja izmedju njih daje tri jednacine veze:

(w2 — 1)’ + (2 —1)* + (22— 21)° = AB*,
(3 — 1)’ + (ys —1)* + (3 — 21)> = AC?,
(g — 23)* + (y2 —y3)® + (20 — 23)> = BC?. (6.1.1)

Kruto telo je odredjeno sa 3 - 3 — 3 = 6 stepeni slobode. Naravno, broj stepeni slobode krutog
tela moze biti i manji ukoliko je kretanje ograniceno dopunskim vezama. Npr. kruto telo koje
rotira oko fiksne ose ima samo jedan stepen slobode.

Za kruto telo vezatemo koordinatni sistem S, tzv. sopstveni sistem, slika 6.1. Koordinatni
pocetak tog sistema je pol i on moze biti proizvoljno izabran. Kretanje krutog tela u inercijalnom
sistemu S ekvivalentno je kretanju saopstvenog sistema krutog tela.

6.2 Rotacije

Neka su S 15’ dva koordinatna sistema ¢iji se koordinatni poceci poklapaju. Transformacija koja
jedan sistem prevodi u drugi je rotacija. Ovaj iskaz je poznat pod nazivom Ojlerova teorema.
Uveséemo dva skupa bazisnih vektora. Vektori e, e, i e3 su usmereni duz z,y odnosno z ose
sistema .S, dok su ortovi primovanog sistema €/, €} i €; usmereni duz Dekartovih osa 2,y i 2/,
§to je predstavljeno na slici 6.2. Primovane ortove mozemo razviti po bazisu {e;} sistema S:

3
e; = Z Rijej s (622)
j=1

gde su R;; koeficijenti koji ¢ine jednu 3 x 3 realnu matricu

Riy Ria Ris
R= 1Ry Ry R
R31 Rz Rss
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Slika 6.3: Rotacija za ugao ¢ oko z—ose.

Bazisni vektori su ortonormirani, tj. e; -e; = d;; i €] - €; = d;;. Mnozenjem (6.2.2) skalarno sa
e, dobijamo

Riy. = e - €, = cos 4(ey, €}) , (6.2.3)
pa se koeficijenti R;; nazivaju i kosinusima pravaca. Primenom relacija ortonormiranosti i (6.2.2)
imamo

3
/ / 2 : } :
51'3‘ = €;- ej = Rilekel * €k

=1 k=1
3 3 3
= Y ) RuRydu =Y RuRj
=1 k=1 k=1
3
= ) Ru(R")
k=1
= (RR"),; . (6.2.4)

Vidimo da matrica R nije proizvoljna realna 3 x 3 matrica, ve¢ mora da zadovoljava uslov
RR" =R'R=1. (6.2.5)

Ovakve matrice se nazivaju ortogonalnim matricama. One ¢ine grupu koja se obelezava sa O(3).
Definicija grupe je data u Dodatku B.

Uzimanjem determinante od (6.2.5) dobijamo da determinanta matrice R moze biti ili 1 ili
—1. Transformacije (6.2.5) za koje je det R = 1 su rotacije. One ¢ne podgrupu specijalnih
(S) ortogonalnih matrica (O) matrica ortogonalne grupe. Ova podgrupa se obelezava sa SO(3).
Slovo S u prethodnoj oznaci oznacava da je determinanta ovih matrica 1. Proizvoljna realna
3 x 3 matrica ima devet koeficijenata. Ortogonalnost matrice R (6.2.5) namece Sest uslova na
ovih devet koeficijenata, pa su samo tri koeficijenta nezavisna. Rotacije su odredjene sa tri
parametra.

Razmatrimo jednostavan primer. Neka je sistem S’ dobijen rotacijom sistema S oko es ose
za ugao ¢. Sa slike 6.3 je jasno da je

e} = cosye; + sin pey
e, = —sinye; + cosye;y
e; = e3, (6.2.6)
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pa je matrica R u ovom slucaju

cosp singp 0
Re,(p) = | —singp cosep 0] . (6.2.7)
0 0 1

Lako se vidi da je ovo ortogonalna matrica jedini¢ne determinante, dakle rotacija.
Proizvoljan vektor polozaja r moze biti razlozen bilo u sistemu S bilo u sistemu S’

3 3
r= inei = nge’i : (6.2.8)
i=1 i=1

Dekartove projekcije vektora r u sistemu S su zq, x9, £3, a u primovanom sistemu su z}, x5, z5.
Vektor r je nepromenjen. Promenom bazisa, tj. prelaskom iz jednog u drugi sistem, projekcije
vektora se menjaju. Ovakva interpretacija transformacije je pasivna. Sada ¢emo lako naéi zakon
promene koordinata. Zamenom (6.2.2) u (6.2.8) dobijamo

3 3
Z Z x;Rijej = Z Z;€; (629)

odakle sledi
> wRij=ux; . (6.2.10)

Mnozenjem prethodne relacije sa Rj_k1 i sumiranjem po j dobijamo

7= ((R") )iy , (6.2.11)

Jj=1

Sto zbog uslova ortogonalnosti matrice R postaje
3
¥, =Y Ryx; . (6.2.12)
j=1

Dakle, koordinate se pri rotacijama transformisu na isti nacin kao i bazisni vektori.
Duzina vektora r je ista u oba sistema, tj.

3 3

@)= (x:)*. (6.2.13)

i=1 i=1

Uslov ortogonalnosti matrice R izveli smo iz uslova ortonormiranosti bazisa. Medjutim mozemo
ga dobiti iz uslova da je duzina vektora ista u oba sistema, tj. iz relacije (6.2.13). Rotacije su
linearne transformacije koordinata

3
¥, =Y Ry, (6.2.14)
j=1
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za koje vazi uslov (6.2.13). Uslov (6.2.13) mozemo prepisati u matricnom obliku kao

rirs =Trgre (6.2.15)
gde je
T
rs = | 22 (6.2.16)
Zs3
vektor r u sistemu S, a
4
rg = l’l2 (6217)
3

isti vektor u sistemu S’. Veza izmedju koordinata (6.2.14) je
rs = Rrg . (6.2.18)
Transformisuéi desnu stranu izraza (6.2.15) dobijamo
rirsy =rgR'Rrg =rirg (6.2.19)

odakle sledi uslov ortogonalnosti
RTR=1. (6.2.20)

U slucaju rotacije oko z ose za ugao ¢ imamo

p :

i cosp sing 0 1
; .

Ty | = | —singp cosp 0 To
/

T3 0 0 1 x3

U prethodnom izrazu primovane i neprimovane z-koordinate su koordinate vektora r u dva
sistema.
Transformacija

zadovoljava uslov ortogonalnosti (6.2.2), ali njena determinanta je —1. Ona na koordinate deluje
prema
= —my, vy = —19, T = —x3 . (6.2.21)

Transformacija I, nije rotacija, ve¢ inverzija prostora. Kao Sto smo ranije rekli ortogonalne
matrice jedinicne determinante su rotacije. Ortogonalne transformacije ¢ija determinanta je —1
sadrze inverziju prostora.

Do sada smo rotacije razmatrali kao pasivne transformacije. Vektor polozaja je fiksiran;
koordinatni sistem smo rotirali i zbog toga su se komponente vektora menjale. Potpuno je
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Slika 6.4: Ojlerovi uglovi

ekvivalentno da koordinatni sistem drzimo fiksnim, a da rotacija deluje na vektor transformisudi
ga u primovani vektor

r'=TRr. (6.2.22)

Ovo je tzv. aktivna transformacija. Jasno je da je rotacija koordinatnog sistema oko neke
ose za ugao ¢ (pasivna rotacija) odgovara rotaciji vektora oko iste ose za ugao —¢ u fiksnom
koordinatnom sistemu (aktivna rotacija). Aktivne rotacije Cesticu 'pomere’ iz jednog polozaja
u drugi, one aktivno deluju na objekte.

Parametrizovanje matrice rotacije. Ojlerovi uglovi

Proizvoljnu rotaciju R,(p) mozemo zadati: uglom rotacije ¢ i osom oko koje telo rotira. Osa
rotacije je definisana ortom n, ¢iji je pravac duz ose rotacije, a smer ovog vektora se odred-
juje pravilom desne ruke. Ort je odredjen sa dva parametra, pa je ukupan broj parametara
potrebnih da jednoznacno definisemo rotaciju tri. Medjutim, ¢esce se za parametre rotacije uzi-
maju Ojlerovi uglovi ¢, 0, p. Na slici 6.4 su nacrtana dva sistema S i 5’ koji imaju zajednicki
koordinatni pocetak.

Presek ravni xOy i 'Oy’ je linija OA, koja se naziva ¢vornom linijom. Da bismo sistem S
preveli u sistem S’ treba da izvrsimo sledece tri sukcesivne rotacije:
e Rotacija oko orta e3 za ugao . Nakon ove rotacije x osa ¢e se poklopiti sa ¢vornom linijom.
Matrica ove rotacije je

cosp singp 0
Rey(p) = | —sing cosp 0
0 0 1

e Rotacija oko orta n za ugao 6. Ova transformacija je

1 0 0
R,(0) =0 cosf sind
0 —sinf cost
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e Rotacija oko €} za ugao 1. Matrica ove rotacije je

costy siny 0
Rey(¢) = [ —sing cosyp 0
0 0 1

Dakle rotacija koja sistem S transformise u S’ je

R(0,,1) = Rey () Rua(0) Res () - (6.2.23)

Posle duzeg, ali pravolinijskog racuna, dobijamo

cos 1) cos ¢ — cos 0 sin @ sin ¢ sin p cos Y + cosfsinycosp  sinfsin
R = | —cospsiny —cosfcosysing —sinysing + cosfcospcosy sinfcosy | . (6.2.24)
sin fsin —sinf cos ¢ cosf

6.3 Tenzori u euklidskom prostoru

Tenzori su velicine koje se transformisu po nekom pravilu u odnosu na transformacijama. Za
tenzore u euklidskom prostoru te transformacije su rotacije. Tenzori razlicitog tipa se razlikuju
po pravilu po kome se transformisu pri rotacijama. Rotacija koordinatnog sistema je ortogonalna
transformacija jedini¢ne determinate koja povezuje bazisne Dekartove ortove prema (6.2.2). Neka
je F' = F(x1,x9,x3) funkcija tri Dekartove koordinate. Nakon rotacije koordinatnog sistema ova
veli¢ina u drugom sistemu je F' = F'(x, x4, 2%). Ako se ova veli¢ina ne menja pri rotacijama,
tj.

F'(z") = F(x) , (6.3.25)
onda je ona skalar ili invarijanta. U prethodnoj formuli sa & smo obelezili sve tri Dekartove
koordinate, a sa 2’ odgovarajuée primovane Dekartove koordinate.

Vektorsko polje, ili krace vektor, V. = V(z) je takodje definisano prema nacinu na koji se
menja pri rotacijama. Dekartove projekcije vektora pri rotaciji se menjaju prema

V(2" = iRijV(aj) : (6.3.26)

j=1

gde su V;, odnosno V/, projekcije vektora na ose sistema S, odnosno S’. To je definicija vektora.
Vektor je tenzor sa jednim indeksom. Na isti ovaj nac¢in se transformisu Dekartove koordinate
radijus vektora, $to se vidi iz (6.2.12). Tenzor drugog reda T;;(x) ima dva indeksa i on je tenzor
ako se pri rotacijama transformise po slede¢em pravilu

3

T(2') = > RaRyT(x) . (6.3.27)

k=1 1=1

Uskoro ¢emo uvesti tenzor inercije i pokazati da je on stvarno tenzor drugog reda. Tenzori viseg
reda definisu se analogno.
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6.4 Salova teorema

Kretanje krutog tela moze biti predstavljeno kao kombinacija jedne translacije i jedne rotacije.
Ovo je tzv. Salova teorema. Ovo ne znadi da se kruto telo stvarno kreée tako da se prvo translira
za vektor a, a zatim rotira oko ose n za odgovarajuci ugao, ve¢ da se njegov krajnji polozaj iz
pocetnog dobija jednom traslacijom i jednom rotacijom.

6.5 Koriolisova teorema

Uzecéemo da je S nepokretni sistem, a S’ sistem koji rotira i neka se polovi oba sistema poklapaju.
Dekartova baza sistema S je {e;, i = 1,2, 3}, a sistema S’ je {€},i = 1,2,3}. Neka je A = A(t)
vektorska funkcija koja zavisi od vremena. Vektor A mozemo razloziti po bazi sistema S, kao i
sistema, S”:

3
A(t) =) Ait)e; =Y Aj(b)e(t) (6.5.28)

i=1 i=1
gde su A;(t), odnosno Al(t) koordinate vektora A u bazi S, odnosno S’. Vremenski izvod vektora
A u sistemu S’ je

dA ° a4,
E‘S/ = Sl (6.5.29)
=1

1=

Diferenciranjem vektora u A u sistemu S dobijamo

dA SdA SN de
—| = ‘e; Al—1 . 6.5.30
7 ls - dte2+; s (6:5.30)
Iz izraza (3.2.9), dobijamo infinitezimalnu promenu vektora e:
de, =dp x €] | (6.5.31)
gde je d¢ infinitezimalno mali ugao rotacije. Iz gornje formule dobijamo
de’
d? ST WX e, (6.5.32)
gde je
de
=T 6.5.33
W= ( )
ugaona brzina rotacije sistema S’. Prema tome, dobijamo
dA dA
—| =— A . 6.5.34
dt ‘S de ls rwx ( )

Dobijeni rezultat je poznat kao Koriolisova teorema. Ona povezuje vremenski izvod vektora u
rotirajuc¢em i nepokretnom sistemu.
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Slika 6.5: Infinitezimalna rotacija krutog tela.

6.6 Ugaona brzina krutog tela

Neka kruto telo za vreme dt rotira za infinitezimalno mali ugao dy oko ose odredjene ortom n,
slika 6.5. Ova osa je tzv. trenutna osa rotacije. Smer orta n odredjuje se na osnovu pravila
desne ruke. Vektor polozaja r(t) proizvoljne tacka krutog tela za vreme dt¢ predje u r+dr. Jasno
je da je dr = d¢e X r, gde je dp = dyn infinitezimalni ugao rotacije. Ako izraz za dr podelimo
sa dt dobijamo

F=wXr. (6.6.35)
Velic¢ina 1
_ ¥
w= iy (6.6.36)

je ugaona brzina rotacije krutog tela. Rezultat (6.6.35) se moze dobiti i direktnom primenom
Korioloisove teoreme: dr dr
ES:ES,—i—wxr. (6.6.37)

Izvod vektora r po vremenu u sistemu krutog tela je nula.
U prethodnoj analizi infinitezimalne rotacije razmatrali smo kao aktivne transformacije, jer
vektor r prelazi u r + dr. Infinitezimalne rotacije opisujemo vektorom rotacije, de. Pri rotaciji

za mali ugao d¢,, radijus vektor r prelazi u
r—r;=r+dgp Xr. (6.6.38)

Ako sada izvrsimo drugu rotaciju za infinitezimalni ugao d¢,, onda po istom pravilu, vektor ry
prelazi u
ri+de, xry=r+dp; Xxr+dp, x (r+de, xr) . (6.6.39)

Zadrzavajuci samo infinitezimalno male ¢lanove prvog reda, dve sukcesivne infinitezimalne rotacije
vektor r prevode u vektor

r+ (de; +de,y) xXr. (6.6.40)

Dakle, ukupni efekat dve infinitezimalne rotacije de; i de, je kao da smo napravili rotaciju za
ugao dep,; +d¢,. Pored toga infinitezimalne rotacije komutiraju. Ako neko telo rotiramo oko ose
n za ugao /3 ovu rotaciju ne mozemo opisati vektorom 7n/3. Konaéne rotacije opisujemo ma-
tricama, a ne vektorima. Mnozenje matrica, za razliku od sabiranja vektora, je nekomutativno.
Ako kutiju rotiramo oko z ose za 90°, a zatim oko y ose ponovo za 90° kutija ée peéi u polozaj
prikazan na slici 6.6. Ukoliko sada prvo rotiramo oko y za 90°, a potom oko z ose ponovo za 90°
kutija prelazi u polozaj prikazan na slici 6.7. Vidimo da krajnji polozaji kutije u ova dva slucaja
nisu isti. Ovaj primer jasno pokazuje da konacne rotacije ne komutiraju.
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o R.(90°) [ R (90°)
Slika 6.6:
o R, (90°) R.(90°) | @
Slika, 6.7:

6.7 Ugaona brzina i matrica rotacije

U prethodnom poglavlju ugaonu brzinu krutog tela smo dobili razmatranjem infinitezimalnih
rotacija. U ovom poglavlju ugaonu brzinu ¢emo odrediti iz matrice rotacije.

Neka je S nepokretan laboratorijski sistem i neka sistem S’ rotira. Koordinatni poceci ova
dva sistema se poklapaju. Kao $to smo rekli, bazisni vektori sistema S’ su linearne kombinacije

neprimovanih ortova
3

ej(t) = Rilt)e; . (6.7.41)

j=1

Diferenciranjem po vremenu gornje jednacine imamo

% = Rilt)e; . (6.7.42)
j=1
Kako je
e; = i(RT)jm(t)ein , (6.7.43)
m=1
to dobijamo .
de(jit) = Z Z Ri;(R")jme,, . (6.7.44)
j=1 m=1
odnosno / ,
de(it(t) =Y (RR")ine, (6.7.45)
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Uvedimo matricu Q(t) = R(t)R”(t). Diferenciranjem jednakosti RRT = I po vremenu dobijamo

R(t)RT(t) = —R(t)R™(t) . (6.7.46)

Dalje je
RRT = —RR" = —(RR")" , (6.7.47)
odakle zakljuéujemo da je matrica  antisimetricna, QF = —Q. Dijagonalni elementi anti-

simetri¢ne matrice su jednaki nuli, pa ona ima ukupno tri nezavisne realne komponente. Od
ove tri komponente mozemo formirati vektor na sledeéi nacin:

1
w; = 5 z;ﬁiijjk ) (6.7.48)
J

tj. wi = Qog, wh = Qg1 1wy = Qa. U (6.7.48) €451 je simbol Levi-Civita. Definicija i neke
osobine su date u Dodatku A. Iz (6.7.48) sledi

Qij = Z eijmw;n . (6749)

Zamenom ovog izraza u

dei(t) _ i Qm(t)e (1) (6.7.50)

dobijamo

3 3
o= > Zeimje:n(t)w; : (6.7.51)

wxe, = Z(w X €} )men,
m=1
3 3
= D ) emiel, . (6.7.52)
m=1 j=1
Prema tome dobili smo de!
(T
Zi ) _wx e, (6.7.53)

§to je poznat rezultat: w; su projekcije ugaone brzine u pokretnom sistemu, tj. u sistemu krutog
tela. Recept za njihovo nalazenje je prost. Prvo formirati antisimetricnu matricu €2 koristeci
matricu rotacije, a zatim iz nje procitati projekcije ugaone brzine u sistemu S’.

Primer 1. Matrica rotacije oko z ose data je sa (6.2.7). Odrediti ugaonu brzinu.
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Resenje: Matrica € je data sa

—psing  @pcose 0 cosep —sinp 0

QO = RR"=|—¢cos¢ —psing 0 sing cosp O
0 0 0 0 0 1
0 ¢ 0
= |—-$ 0 0 (6.7.54)
0 00

odakle je w = @e,.

6.8 Komponente ugaone brzine u sistemu krutog tela

Dekartove ortove sopstvenog Slstema krutog tela obelezi¢emo sa e;,7 = 1,2, 3, a laboratorijskog
(ovaj sistem je inercijalan) sa €;,i = 1,2, 3. Polozaj sopstvenog sistema S u odnosu na sistem S
odredjen je sa tri Ojlerova ugla. Infinitezimalni ugao rotacije krutog tela je dves + dpes + dén,
pa je ugaona brzina data sa

w = tpes + ¢és + fn . (6.8.55)

Da bismo nasli komponente ugaone brzine u sopstvenom sistemu krutog tela potrebno je da
vektore n i €3 razvijemo u sopstvenom bazisu krutog tela. Jasno je da je

n = cosye; — sinye; . (6.8.56)

Formulu (6.2.12) prepisa¢emo u obliku
3
= Ryiy (6.8.57)
j=1

u skladu sa promenjenom notacijom. Sa z; 1; obelezili smo projekcije vektora polozaja u sistemu
S, odnosno S. Projekcije vektora é; na Dekartove ose sistema S su @ = 0,2, = 0,33 = 1. U
sistemu S koordinate ovog vektora su

0
RO, (6.8.58)
1

gde je matrica R data sa (6.2.24). Rezultat ovog mnozZenja je

sin ¢ sin 6
cossinf | . (6.8.59)
cosf

Dakle,
€3 = sin 1 sin fe; + cos 1 sin fey + cos fe;s . (6.8.60)
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Konac¢no dobijamo
w = (sin 1 sin 0 + cos h)e; + (cos 1 sin By — sin ey + (cos B + 1))es . (6.8.61)
Komponente ugaone brzine mozemo odrediti i direktno iz matrice rotacije
R = Rey (V) Rn(0) Rey ().

Napomenimo da je u novim oznakama veza izmedju ortova laboratorijskog sistema i sistema
krutog tela data sa

Matrica €2 je data sa
Q= RR" = Ry Rl, + R, R.RIR], + R, R.Re,RERIRY, (6.8.62)
3 3 3 3 3 3

Posle malo duzeg, ali jednostavnog racuna, dobija se

0 g’ocoquL@b —cos¢sin0<p+sin¢9
Q= —cosfp—t¢ 0 ~ singsindp +cosyf | . (6.8.63)
cossinfp — sinyf —sinsinfp — cos 0

Iz matrice €2 se dobijaju projekcije ugaone brzine u sistemu krutog tela:

w; = (o3 =sinysin by + cos e
ws = Qg = costsinfp — sin b
Wy = 912 = COS 9@ + ¢ . (6864)

6.9 Komponente ugaone brzine u laboratorijskom sistemu

Odredimo sada projekcije ugaone brzine u nepokretnom laboratorijskom sistemu. Potrebno je
vektore ez i n razloziti u bazisu laboratorijskog sistema, €;, 1 = 1,2, 3. Rezultat je

w = (sin psin By + cos ph)&; + (— cos @sin B + sin h)&y + (cos B + ¢)és . (6.9.65)

Do ovih komponenti mozemo doc¢i koriste¢i matricu €2. Komponente matrice ) se trans-
formisu po tenzorskom zakonu pri rotacijama, tj.

Qij = Rsz]ann )

gde smo sa tildom obelezili komponente tenzora u laboratorijskom sistemu. Iz ove relacije uz
Q= RRT je i ' .
Qi = R R} Q= R RI Ry Ry = (RTR);; (6.9.66)

im= Ygn S Ym im=Yjn
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X

Slika 6.8: Brzina tacke krutog tela.

Ovaj rezultat mozemo pokazati na jos jedan nacin. Iz sistema krutog tela labarotorijski sistem
rotira. Drugim rec¢ima, uze¢emo da je sistem krutog tela nepokretan, a da laboratorijski rotira.
Veza izmedju ortova ova dva sistema je

Da bismo odredili € u izrazu (6.7.46) matricu R ¢emo zamenimo sa matricom R~'. Pored toga
moramo dodati jedan znak minus, jer ako jedan sistem rotira ugaonom brzinom w u odnosu na
drugi, onda taj drugi rotira ugaonom brzinom —w u odnosu na prvi. Prema tome

Q=-R'R=R"R . (6.9.67)

Ponovo smo dobili rezultat (6.9.66).
Nakon jednostavnog rac¢una nalazimo

) 0 ¢ + cos 01 oS  sin 9@'/.) — sin gpﬁ:
0= —costhp—p 0 - singsingy +cos el | (6.9.68)
— cos @ sin 0 + sin pf  — sin p sin ) — cos b 0

Projekcije ugaone brzine u nepokretnom sistemu su

o1 = Qo3 = sinsinfy + cos pd
Oy = Q31 = —cos psin 01& + sin @9
W3 = o =cosO+ ¢ . (6.9.69)

6.10 Brzina tacke krutog tela

Radijus vektor R, tacke krutog tela indeksa a u laboratorijskom inercijalnom sistemu je

R, =R +r., (6.10.70)
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gde je Rgy vektor polozaja pola sopstvenog koordinatnog sistema krutog tela, a r, radijus vektor
tacke indeksa « u sopstvenom sistemu krutog tela, slika 6.8. Diferenciranjem gornje formule po
vremenu dobijamo

Vo=Vo+wxr,, (6.10.71)

gde je Vg brzina pola, a w trenutna ugaona brzina rotacije krutog tela. Pokazimo sada da je
ugaona brzina krutog tela nezavisna od izbora pola. Neka je A pol drugog koordinatnog sistema
i neka je a radijus vektor tacke A u odnosu na pol O. Tada je brzina tacke krutog tela indeksa
o

Vo=V4+wau XI'ZX , (6.10.72)
gde je w4 ugaona brzina vezana za pol A. Zamenom r/ = r, — a u prethodni izraz dobijamo
Vo=Vi4+wx(r,—a) (6.10.73)
odnosno
Vo=Vg+wy Xr,, (6.10.74)
jer je
Vo=V, 44wy x(—a). (6.10.75)

Poredjenjem (6.10.71) sa (6.10.74) sledi
waA=w . (6.10.76)

Ugaona brzina je karakteristika tela koje rotira i nije vezana za neku specijalnu tacku, pol
koordinatnog sistema, niti za sam sistem.

6.11 Impuls krutog tela
Impuls krutog tela je zbir impulsa njegovih deli¢a, tj.
P=> m,\V,, (6.11.77)

gde je V, brzina deli¢a indeksa « u laboratorijskom sistemu. Za kruto telo sa neprekidno
rasporedjenom masom gornja suma ima beskonac¢no puno sabiraka. Tada suma prelazi u integral

P = /di : (6.11.78)

U daljem ¢emo koristiti sumu, jer to obuhvata i diskretne i kontinualne sisteme. Impuls krutog
tela se lako dobija

P = ZmaVa:Zma(Vo+w X Ty)

= m(Vo+wxr,)
= mV., (6.11.79)

gde je V. brzina centra mase. Impuls krutog tela jednak je impulsu centra mase krutog tela u
kome se nalazi mase tela.



138 GLAVA 6. KRETANJE KRUTOG TELA

6.12 Moment impulsa krutog tela. Tenzor inercije
U ovom poglavlju odredi¢emo angularni moment, tj. moment impulsa krutog tela u labora-

torijskom sistemu. To je ukupni moment impulsa krutog tela i on je zbir momenata impulsa
njegovih pojedinacnih deli¢a

L=) Lo=) meRaxV,. (6.12.80)

Zamenom (6.10.71) i (6.10.70) u prethodni izraz, imamo
L = Zma(RO +r,) X (Vog+w Xxr,)

= Y maRox Vo+ Y meRo x (w x 1)
+ Zmara x Vo + Zmara X (wxry) . (6.12.81)

U prvom ¢lanu ¢emo iskoristiti da je Y m, = m masa krutog tela; a u drugom i tre¢em ¢emo
uvesti radujus vektor centra mase tela u odnosu na sopstveni sistem

mr, = Z MaTe - (6.12.82)
Tako dolazimo do
L=mRy x Vo+mRy X (w xr.)+mr. x Vo + Zm“r“ X (W Xry) . (6.12.83)
Kako je brzina centra mase u laboratorijskom sistemu
V.=Vo+wxr,, (6.12.84)
to je
L=mRyxV.+mr.x Vy+ Zmara X (w X ry,) . (6.12.85)

Prva dva c¢lana se odnose na translatorno kretanje krutog tela, a zadnji na rotaciono kretanje.
Poslednji ¢lan je moment impulsa krutog tela u odnosu na pol sopstvenog koordinatnog sistema.
To je rotacioni ili unutrasnji moment impulsa.

Ako izaberemo da se pol sopstvenog sistema poklapa sa centrom mase krutog tela (r. = 0)
tada je moment impusa krutog tela

L=mR.,xV_.+ Zmara X (wXry,) . (6.12.86)

Prvi sabirak je moment impulsa centra mase krutog tela pod uslovom da je sva masa krutog tela
skoncentrisana u centru mase. Rotacioni (unutrasnji) moment impulsa krutog tela ! je

Lo = Zmara X (W X 1) (6.12.87)

'Moment impulsa krutog tela u odnosu na centar mase naziva se sopstvenim momentom impulsa.
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Razvijajuéi dvostruki vektorski proizvod prema (A.0.5), dobijamo

Lot = Z Mar2w — (W -To)ry) . (6.12.88)

«

Dekartove komponente unutrasnjeg momenta impulsa krutog tela su

Lrot) sza i — TailajlWj (6.12.89)

gde su sa x,; obelezene koordinate vektora r, u sistemu krutog tela. Zadnja relacija je oblika

rot Z-['L]Wj ) (61290)

gde su
Zma — TaiTaj] (6.12.91)

komponente tenzora inercije. Npr.
Li = ) malys + 23]

Ly = ) mal~Zalal - (6.12.92)

U slucaju neprekidne raspodele mase gornje formule se lako generalizuju. Komponente tenzora
inercije su

i = [ Pro)as, — ) (6.12.93)
1%

gde je p(r) gustina krutog tela. Komponente tenzora i inercije su napisane u sistemu krutog tela.
Jednaéinu (6.12.90) mozemo prepisati u obliku L,.,; = Tw , gde smo sa I obelezili tenzor inercije.

Pri rotaciji koordinatnog sistema, koordinate vektora polozaJa se transformisu prema (6.2.12).
Primenom ove formule imamo

! _ 2
Iij - § ma(ra 51] - xazxa3>
a

= ) ma[ridi; — RikRimTaron) , (6.12.94)

gde su I;; i Ij; komponetne tenzora inercije u polaznom i u sistemu koji je dobijen rotacijom iz
polaznog. Primenom 0;; = R, R, 0km lako dolazimo do

Ij; = Rix Rjm Iim - (6.12.95)
Gornju formulu prepisa¢emo u obliku

I'= RIR" . (6.12.96)
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Velicine koja se na ovakav nacin transformise pri rotacijama nazivaju se tenzorima drugog reda.
Ovim smo pokazali da je tenzor inercije doista tenzor.

Tenzor inercije je simetrican [;; = Ii;. Njegovi dijagonali elementi su momenti, a vandijag-
onalni proizvodi inercije. Svaki simetrican realan tenzor mozemo dijagonalizovati, tj. mozemo
rotacijom (ortogonalnom transformacijom) preéi u koordinatni sistem u kojem je tenzor dijago-
nalan

L 0 0
0 L 0]. (6.12.97)
0 0 I

Dijagonalni elementi I;, Iy i I3 se nazivaju glavni momenti inercije, a sistem u kojem je tenzor
inercije dijagonalan je sistem glavnih osa inercije.

Kada kruto telo rotira oko fiksne ose, odredjene ortom n pogodno je uvesti moment inercije
krutog tela u odnosu na ovu osu, I, = n”/n . Primenom ove definicije dobijamo

3
In = Z nifijnj

= Zma(’rg —(n-r,)?)

= Y mar?, (6.12.98)

gde je r,, normalno rastojanje deli¢a indeksa o u odnosu na osu rotacije. Ova formula za
moment inercije krutog tela u odnosu na osu je poznata iz Opste fizike.

Primer 1. Valjak poluprecnika osnove R i visine h ima masu m koja je ravnomerno ras-
poredjena. Naci tenzor inercije valjka u odnosu na sistem ¢iji je koordinatni pocetak u centru
mase valjka, a z—osa je usmerena duz ose simetrije valjka.

Resenje: Komponente tenzora inercije se odredjuju direktno primenom (6.12.93); ‘11" kom-

ponenta tenzora inercije je

= / dm(y? + 2%) = —- / dep / %dw / " dz(p?sin? g + 2°)
Remh Jo 0 —h/2

m h?
- (R 6.12.99
(g (6.12.99)
Sliéno se dobijaju i preostale komponente tenzora inercije. Rezultat je
m 2
2(R+ 1) 0 0
= m h2
I 0 m (R2 4 ?> o | - (6.12.100)
0 0 mR?

2

Primer 2. Nac¢i komponente tenzora inercije tanke homogene kvadratne ploce stranice a.
Koordinatni pocetak je u temenu kvadata, a x i y ose su usmerene duz stranica kvadrata (slika
6.9).
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Y

0 a v

Slika 6.9: Kvadratna ploca

Resenje: Primenom (6.12.93) imamo

m [¢ “ ma?

[11 = —2 dl’/ dyy2 = T

ma2

I, = d:c / dya® = —

]12 = ]21 = ——F dxx/ d’yy = -
2ma
I3 = dx dy 2% + y?) 3 (6.12.101)
Ostali matri¢i elementi su jednakl nuh. Tenzor inercije je
ma2 ma2 O

[= | —me e 6.12.102
= |- 5 ) 0 NE (6.12.102)

o 0 5=

Svojstvene vrednosti gornje matrice se nalaze iz
2 2
oy om0

— 3 20 =0, (6.12.103)

0 0 MT“ - A

Tma® 2ma® . - ..
M5 i s —3— - Glavni pravci inercije su
1 -1 0

1 1
— (1], =(1]. (o]. (6.12.104)
v2lo) v2\o ) \u

Ovaj koordinatni sistem je dobijen iz polaznog rotacijom za 45°. Tenzor inercije u bazisu glavnih
pravaca inercije ima dijagonalan oblik

2

ma O 0

Ii=(0 T 0 |. (6.12.105)

2ma
L




142 GLAVA 6. KRETANJE KRUTOG TELA

®

Slika 6.10: Sistem S’ je dobijen translacijom sistema S.

Stajnerova teorema

Odredimo kako se tenzor inercije menja ako transliramo koordinatni sistem za neki fiksni vektor
a, slika 6.10. U novom sistemu komponente tenzora inercije i sve druge velicine obelezi¢emo sa
primom. Komponente tenzora inercije u sistemu S’ su

;o ”2
Iij - Z Ma [Ta 51] - xazma]]
a

= D mal(ta — a)%6; — (Tai — @) (Taj — a;)]
= [ij + m(a25ij — aiaj) + m(—Zrc . a(5ij -+ ;T c; —+ aixcj) s (612106)

gde su I;; komponente tenzora inercije u polaznom sistemu. Takodje, uveli smo vektor polozaja
centra mase r, i njegove Dekartove koordinate z.;, i = 1,2, 3. Ako se pol polaznog sistema nalazi
u centru mase krutog tela, onda se prethodni izraz uproséava

I = 1™ + m(a®s; — ajay) . (6.12.107)

Ovaj rezultat poznat je kao Stajnerova teorema.

6.13 Kineticka energija krutog tela

Odredimo kineticku energiju krutog tela u laboratorijskom sistemu reference. Ona je suma
kinetickih energija njegovih deli¢a
1 2
= 5 Z maVa .

Primenom izraza za brzinu deli¢a krutog tela indeksa «, (6.10.71) dobijamo

T = ; V2+ZmaV0 (w X ry) Zmawxra

1
= 5mvg +mVy - (w X 1) + Thot (6.13.108)
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gde je Vj brzina pola u laboratorijskom sistemu, r. radijus vektor centra mase u sopstvenom
sistemu krutog tela, a

1
Tt = 5 Za:ma(w X T)? (6.13.109)
kineticka energija rotacije krutog tela. Nju ¢emo dalje transformisati prema

1
Tiot = §Zma(w XTq) (W Xry)

_ %Zmaw-(ra X (w X 1y))

= W | (6.13.110)
Primenom (6.12.87) imamo
3
1
T = 5 Z ;. (6.13.111)
ij=1
Poslednji izraz mozemo prepisati u obliku
1 N
Tiot = §wTIw : (6.13.112)

Ako izaberemo da se pol sopstvenog koordinatnog sistema poklapa sa centrom mase krutog tela
onda je kineticka energija krutog tela

3
1 1

2,j=1

Dakle, kineticka energija krutog tela je zbir kineticke energije translacije i rotacije. Kineticka
energija translacije odgovara kinetickoj energiji centra mase kao da je sva masa krutog tela u
njegovom centru mase. Drugi sabirak, kineticka energija rotacije predstavlja kineticku energiju
rotacije krutog tela oko ose koja prolazi kroz centar mase tela.

Ako kruto telo rotira oko fiksne ose ugaonom brzinom w = wn kineticka energija rotacije je

1
Toot = §[nw2 . (6.13.114)

Primer 1. Unutar cilindra radijusa R kotrlja se bez klizanja valjak radijusa r, kao sto je
prikazano na slici 6.11. Masa valjka je m. Odrediti kineticku energiju valjka.
Resenje: Kineticka energija valjka je
Loy 1oy
T= SM; + §Iw : (6.13.115)
gde je v, brzina centra mase valjka, w njegova ugaona brzina, a I moment inercije valjka u
odnosu na osu simetrije valjka. Ugao izmedju vertikale i prave koja prolazi kroz centar valjka i
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Slika 6.11: Slika uz primer 1.
Do
818

B —C
s

A D

Slika 6.12: Slika uz primer 2.

cilnidra obelezi¢emo sa ¢. Brzina tacaka na omotacu valjka koji su u kontaktu sa cilindrom je
nula, jer nema proklizavanja. Ove tacke ¢ine trenutnu osu rotaciju valjka. Iz gornjeg uslova i
ve = (R —r)¢ sledi

R—r

r

©, (6.13.116)

w =

pa je
3
T = m(R - r)2p? (6.13.117)

Primer 2.2 Pravougani ram rotira ugaonom brzinom € oko ose AB. Dijagonala AC rama
prolazi kroz homogeni valjak mase m, radijusa osnove R i visine h. Centar valjka se poklapa
sa presekom dijagonala rama i valjak rotira ugaonom brzinom w oko dijagonale AC' rama. Osa
simetrije valjka zaklapa ugao « sa dijagonalom AC rama. Odrediti kineticku energiju valjka,
ako je AB = a i ugao LACD = .

Resenje: Kineticku valjka izara¢una¢emo primenom formule (6.13.113). Centar mase valjka
ima brzinu V, = %Qa tan [, pa je kineticka energija translacije

m?a? tan? 3
8

Sistem vezan za valjak ¢emo postaviti u njegov centar, z—osa je usmerena duz ose simetrije
valjka. Ukupna ugaona brzina valjka je wp = w + 2. Njena projekcija na z—osu je

1. =

Wr3 = wcosa + Qcos(f + a) .

20vaj zadatak je iz reference [18].
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Rotaciona kineticka energija je
1
Trot = 5([10)]2{1 + ]1&)]2%2 + [3(“)12%3) )

gde su [, [, = I i I3 glavni momenti inercije valjka nadjeni u primeru 1 iz poglavlja 6.12. Dalje
je
Wiy + Why = (W + Q) — Wiy .
Lako se vidi da je
Why + why = (wsina + Qsin(a + B))? .

Konacno, ukupna kineticka energija valjka je

0242 tan? 2 h? i
7 - e tan’ +ﬂ(R—+—><wsina+9sin(a+ﬁ>)2+ o

2
5 AVEED (weosa + Qcos(a+ 5))° .

6.14 Teorema impulsa za kruto telo

Teorema impulsa za kruto telo u laboratorijskom inercijalnom sistemu je

dP
i Fe (6.14.118)

gde je P ukupni impuls krutog tela, a F(&*) ukupna eksterna sila koja deluje na kruto telo.

6.15 Kretanje krutog tela oko nepokretne tacke

Razmatrajmo kretanje krutog tela ukoliko je jedna tacka krutog tela nepokretna. Kao sto smo
ve¢ pokazali, ukupni moment impulsa krutog tela je

L = mRo x Ve +mr, x Vo + Ly, . (6.15.119)

Za pol sistema krutog tela (koji ¢emo obeleziti sa S) izabra¢emo nepokretnu tacku krutog tela,
tj. Vo = 0. Ako uzmemo da se pol laboratorijskog (nepokretnog) sistema poklapa sa polom
sistema krutog tela, onda je i Ry = 0, pa su prva dva ¢lana u izrazu za moment impulsa
jednaki nuli. Prema tome, moment impulsa u laboratorijskom sistemu sadrzi samo poslednji
¢lan L = L,y = [w. Teorema momenta imupulsa u ovom sistemu je

dL

— =M 6.15.120
dt Y ( )

gde je M moment sile u odnosu na nepokretnu tacku krutog tela. Diferenciranje po vremenu
u formuli (6.15.120) je u laboratorijskom sistemu S. Primenom Koriolisove teoreme (6.5.34)

dobijamo
dLrot

dt lIs

+w X Loy = M . (6.15.121)
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Izraz (6.15.121) je Ojlerova jednacina. Projektovanjem jednacine (6.15.121) na glavne ose
inercije sopstvenog sistema krutog tela dobijamo

Loy + (I3 — L)wws = M,

]2(,2)2 + ([1 — [3)&]1(,03 = M2

Igd.)g + ([2 - Il)(JJQ(,L}l = M3 y (615122)
gde su Iy, I, i I3 glavni momenti inercije krutog tela, My, Ms i M3, odnosno wy, wsy i w3 projekcije

momenta sile u odnosu na nepokretnu tacku odnosno ugaone brzine na glavne pravce inercije
krutog tela. Diferenciranje po vremenu u (6.15.122) je u sistemu krutog tela.

Kretanje slobodne simetricne cigre oko nepokretne tacke

Simetriéna cigra je kruto telo za koje vazi I} = [y # I3. Osa simetrije Cigre je z— osa. Dalje
¢emo uzeti da je moment sile koji deluje na ¢igru jednak nuli. Jednacine (6.15.122) imaju oblik

]1(,2)1 + ([3 — Il)L«JQa};; =0 s
]102)2 -+ ([1 — 13)(,01(,03 = 0 y
Iss = 0. (6.15.123)

Iz zadnje jednacine vidimo da je ws = A, gde je A konstanta. Diferenciranjem druge jednacine
gornjeg sistema po vremenu, uz primenu prve jednacine, dobijamo

I3 — I1\2
Dy + Az(%) W =0 (6.15.124)
1
Resenje ove jednacine je
wy = Ccos(Qt + ) (6.15.125)
gde su C'i ¢ integracione konstante, a
Is—1|A
o =14 (6.15.126)
I
Iz druge jednacine sistema (6.15.123) sledi
wy = £C'sin(Qt + @) , (6.15.127)

gde se gornji znak odnosi na slucaj Is > [, a donji na I3 < I;. Dakle, vektora ugaone brzine
ima konstantnu projekciju A na z—osu i njegov vrh opisuje krug polupre¢nika C' u zy—ravni.
Vektor ugaone brzine opisuje konus ¢ija se osa poklapa sa osom simetrije krutog tela. Ovakvo
kretanje vektora ugaone brzine naziva se precesijom; {2 je ugaona brzina precesije.

Vektor momenta impulsa L je konstantan u laboratorijskom sistemu, jer je taj sistem iner-
cijalan i jer je moment sile koji deluje na ¢igru jednak nuli. Uzmimo da je L = Leé3. Primenom
w X €3 = woe] —w1€y lako se vidi da je L- (w x eg) = 0. Vektori moment impulsa, ugaona brzina
i ez leze u jednoj ravni. Vektor momenta impulsa u sopstvenom sistemu krutog tela je

L= ]1&)161 + Ilwgeg + Ig&)gegg . (615128)
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Sa druge strane u laboratorijskom sistemu moment impulsa je L = Les. Komponente vektora
€3 u bazisu krutog tela su date sa (6.8.60). Primenom ove formule dobijamo

L = L(sin¢ sin fe; + cos 1 sin e, + cos bes) . (6.15.129)
Poredjenjem sa (6.15.128) dobijamo

I3A
cosf = 3? = cos
. L
. I
b = A(1 . ]—1> - Q. (6.15.130)

Uzeli smo da je I3 > I;. Iz prve jednacine sledi da je # konstantan ugao. Iz gornjih jednacina se
vidi da su konacne jednacine kretanja date sa

o(t) = 6,
L
pt) = ]—1“‘900,
vt) = —Qt -+, (6.15.131)

gde su g 1 o konstante odredjene pocetnim uslovima. Primenom (6.9.65) dobijamo vektor
ugaone brzine u laboratorijskom sistemu

2 A2 2
w = A(l - %) - I?’L‘;l (sin (%t)él — cos (Iﬁlt)ég) + <I£1 + AL]3 (1 - %))ég . (6.15.132)
Vektor ugaone brzine precesira oko vektora momenta impulsa, tj Z—ose opisujuéi pri tome tzv.
prostorni konus. Takodje vektor ugaone brzine precesira oko z—ose, tj. oko ose simetrije krutog
tela opisujuci pri tome takodje konus. Ovo je ilustrovano na slici 6.13. Neka je o ugao izmedju
Z ose i ugaone brzine, a  ugao izmedju vektora ugaone brzine i ose simetrije krutog tela. Lako
se vidi da su oba ugla konstantna

w3 gb—l—@/)cos%

cosa = —=1———"—
w W
> cos 6
cos B = ﬂ:w’ (6.15.133)
w w

jer su sve veli¢ine sa desnih strana jednakosti konstantne.

Nasa Zemlja nije idealna sfera, ve¢ je malo spljostena na polovima. Ona je primer simetri¢ne
¢igre. Za Zemlju je

Ii—1L 1
L 300

Kako je moment sile koji deluje na Zemlju zanemarljiv, mozemo primeniti prethodnu analizu.
Vektor ugaone brzine rotacije Zemlje precesira oko njene ose simetrije. Iz wy = dan™" sledi da
je ugaona brzina ove precesije

(6.15.134)

1
Q=—dan" ', (6.15.135)



148 GLAVA 6. KRETANJE KRUTOG TELA

Slika 6.13:

Period ove precesije je oko 300 dana. Eksperimentalni rezultat je veci i iznosi oko 435 dana.
Glavni razlog za ovo neslaganje sa eksperimentalnom vrednoséu lezi u ¢injenici da Zemlja nije
kruto telo.

Primer 1. Planeta sfernog oblika mase M i radijusa R rotira stalnom ugaonom brzinom w
oko ose simetrije. Iznenada je pogodi asteroid mase aM i ¢vrsto se slepi sa sferom u tacki pod
uglom # prema osi rotacije. Novonastalo telo nije vise rotaciono simetri¢no. Naci ugaonu brzinu
precesije ose simetrije novonastalog tela.

Resenje: Centar mase planete posle sudara sa asteroidom je udaljen od centra planete za

B aR
14

i nalazi se duz pravca koji spaja asteroid sa centrom. Neka je z osa postavljena duz ovog pravca.
Tenzor inercije u sistemu centra mase je

% + 1ia 0 0

2 a

I=MR 0 2475 0 (6.15.136)
0 0 2
Ugaona brzina precesije je
da 0
= wcosf .
247

6.16 Lagranzev metod za kruto telo

Ako ne postoje nikakva druga ogranic¢enja na kretanje krutog tela sem uslova da je rastojanje
izmedju ma koje dve tacke tela nepromenjeno, kruto telo ima Sest stepeni slobode. Za general-
isane koordinate izabra¢emo koordinate pola sopstvenog sistema krutog tela i Ojlerove uglove:
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Xo, Yo, Zo, 0, 0,1. Lagranzeve jednacine su oblika

d <8T> T
dé \ g g

Qi (6.16.137)

gde su @); generalisane sile. Polazeéi od izraza (6.10.70), vidimo da je virtuelno pomeranje deli¢a
krutog tela indeksa « dato sa
R, =0Rg+ d¢p X1, . (6.16.138)

Kruto telo je idealan sistem, pa je rad aktivnih sila na virtuelnim pomeranjima dat sa

A = ZFQ~5RQ

= Y F. - 0Ro+6¢ > roxF,
= F-0Ro+6¢p-M, (6.16.139)

gde su F i M ukupna sila, odnosno moment sile koji deluje na kruto telo. Moment sile se
racuna u odnosu na pol sopstvenog sistema krutog tela. Kako je d¢p = dipes + dpés + dfn, to su
generalisane sile

Qx:Fx:él'FaQy:Fy:éQ'F7 Qz:Fz:é?)'F?

QQZM‘H, Q¢:M'é3, Q¢:M'63 . (616140)
Generalisane sile ), @, 1 Q). su Dekartove projekcije u laboratorijskom sistemu ukupne spoljasnje
sile koja deluje na kruto telo. Da bi se formirale Lagranzeve jednacine potrebno je da kineticku

energiju krutog tela izrazimo preko generalisanih koordinata. Ako je spoljasnja sila koja deluje
na kruto telo potencijalna, mozemo je izraziti preko potencijala:

_ou.
IR,

Lagranzeve jednacine onda imaju standardni oblik sa lagranzijanom L =T — U.

F = (6.16.141)

Fizicko klatno

Neka kruto telo rotira oko fiksne horizontalne ose u gravitacionom polju (slika 6.14). Uze¢emo
da je ta osa Z—osa laboratorijskog sistema i da se ona poklapa sa z—osom sopstvenog sistema.
Radijus vektor centra mase krutog tela je a i neka je koordinatni sistem izabran tako da se centar
mase nalazi u OXY —ravni. Sistem ima jedan stepen slobode, ugao ¢ koji gradi radijus vektor
centra mase sa X —osom. Kineticka energija krutog tela u nepokretnom sistemu OXY Z je

1
T = 513%@2 : (6.16.142)

gde je I3 moment inercije krutog tela oko z—ose. Potencijalna gravitaciona energija je U =
— [dmgX, gde je X visina na kojoj se nalazi deli¢ mase dm. Lako se dobija da je

U= —mgacosy . (6.16.143)
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X

Slika 6.14: Fizicko klatno

Dakle, lagranzijan je jednak
1
L=T-U= 51339592 + mga cos ¢ . (6.16.144)

Jednacina kretanja je

d /0L oL
—(—,) ~ Py, (6.16.145)
dt \0p Oy
odnosno maa
G+ sinp =0. (6.16.146)
I33
Za male uglove ¢ vazi sin ¢ =~ ¢, pa se jednacina kretanja svodi na
G+ 90 =0, (6.16.147)
I33

Kruto telo koje osciluje u gravitacionom polju je tzv. fizicko klatno. Frekvenca oscilovanja

fizickog klatna je
= e (6.16.148)
I33

Simetri¢na ¢igra u gravitacionom polju

U ovom poglavlju analizira¢emo kretanje simetricne ¢igre u gravitacionom polju. Uze¢emo da je
tacka O nepokretna i da je ona pol laboratorijskog sistema, kao i sistema vezanog za ¢igru, kao
sto je prikazano na slici 6.15. Primenom (6.8.61) lako se dobija kineticka energija Cigre:

1
T = Trot = 5([1&)% + Ilwg + Igwg)
1 o1 :
- 5]1(gb2 sin? 0 + 62) + 5[3,(@ cos @ +1h)? . (6.16.149)

Potencijalna gravitaciona energija je
U = mgacos@ , (6.16.150)

pa je lagranzijan dat sa

1 . 1 .
L= §Il(gb2 sin? 0 + 6%) + 513(92; cos +1)* — mgacosf . (6.16.151)
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<

Slika 6.15: Kretanje simetri¢ne ¢igre u gravitacionom polju.

U ovom slucaju postoje tri integrala kretanja. Uglovi ¢ i ¢ su cikli¢ne koordinate, jer lagranzijan
ne zavisi od njih. Njima konjugovani generalisani impulsi su konstante kretanja:

oL

Py = 5% = Ilgbsin20+]3(<pcos«9+1/}) cosf = A,
2
oL ) :

Konstantne generalisane impulse smo oznacini sa A, odnosno B. Kako lagranzijan ne zavisi
ekspilicitno od vremena, to je energija konstanta kretanja

1 . 1 .
E = §Il(gb2 sin® § + 0%) + 51'3(@ cos @ + 1) +mgacosf . (6.16.153)

Ako iz (6.16.152) izrazimo ¢ i v i zamenimo u (6.16.153) dobijamo

1 .
51102 +Ug(0) = F, (6.16.154)

gde je efektivni potencijal dat sa

(B— Acosf)? A2
Usg(0) = — 0. 6.16.155
O) = 5 amzg T ag, T meaces ( )

Kretanje ¢igre je moguée za one uglove 6 za koje je E' > Ueg(0). Efektivni potencijal je prikazan

na slici 6.16. Vidimo da su @ = 01 6 = 7 vertikalne asimptote funkcije Ug(6). Za energiju E
vecu od minimuma efektivnog potencijala mogucée vrednosti ugla 6 leze u intervalu 6; < 0 < 6,.
Osa simetrije cigre opisuje krivu prikazanu na slici 6.17. Oscilovanje ose simetrije naziva se
nutacijom. Kretanje ¢igre je kombinacija precesije sa nutacijom, i naziva se pseudoregularnom
precesijom.

Primer 1. Stap duzine ! i mase m naslonjen je sa svoja dva kraja na vertikani odnosno
horizontlni zid kao na slici 6.18. Stap moze da klizi bez trenja po zidovima u vertikalnoj ravni.
U pocetnom trenutku Stap miruje i zaklapa ugao 6y sa horizontalom.
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A

0 6, 0y T

Slika 6.16: Efektivni potencijal za kretanje simetri¢ne ¢igre u gravitacionom polju.

X

Slika 6.17: Trajektorija koju opisuje vrh vektora ugaone brzine.
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T

Slika 6.18: Slika uz primer 1.

a) Napisati jednacine veza.
b) Nadi lagranzijan i Lagranzeve jednacine kretanja uzimajuéi ugao € kao generalisanu koordi-
natu.
c¢) Nadi zavisnost § = 6(t) u integralnom obliku.
d) Sastaviti lagranzijan L koristeéi koordinate centra mase i ugao 6 kao promenljive. U la-
granzijan ukljuciti veze. Nacéi odgovarajuce jednacine kretanja.
e) Izraziti Lagranzeve mnozitelje preko ugla 6 i odrediti pri kojoj vrednosti ugla 6 se gornji kraj
Stapa odvaja od zida.

Resenje:

a) Koordinate centra mase Stapa obelezi¢emo sa (x,y). Jednacine veza su:

[
fi = x—icosezo,

[
fo = y— 3 sinf =0 . (6.16.156)
b) Kineticka energija Stapa je
1 1.
T= §m(:t2 +9%) + 5192 , (6.16.157)
gde je [ = %le. Zamenom z i y iz jednacina veza dobijamo
2.
T = %92 . (6.16.158)

Potencijalna energija stapa je U = %mgl sin 0, tako da je laranzijan dat sa

12 l
L="00 - M0 . (6.16.159)
6 2
Lagranzeva jednacina kretanja je
0= —32—? cosf . (6.16.160)
¢) Primenom .
. .do
6=0— (6.16.161)

dg’
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jednacina kretanja postaje

0% = —3Tg(sin8 — sinfp) . (6.16.162)

Interacijom gornje jednacine dobijamo

0
dé
b= / | (6.16.163)
b0 \/379 (sinfy — sin 6)
d) Koordinate z,y i 6 tretiratemo kao nezavisne promenljive. Lagranzijan je
=01 mil? s, [ l .
L=—-m(@+79°) + 0" —mgy + X\ (x — —cos 9) + g (y - — sm@) : (6.16.164)
2 24 2 2
gde smo clanove sa vezama dodali u lagranzijan. Jednacine kretanja su
mi — )\1 =0 y
my+mg— A =0,
1 . l l
Emﬂ@ — )\15 sin 0 + )\25 cosf =0 . (616165)
Variranje po Lagranzevim mnoziteljima daje jednacine veza iz kojih sledi
. l.
¥ = —=fsinf — —H*cosh
2 2
I .. l.
y o= 50 cosf — 592 sinf . (6.16.166)

Pokazati da eliminacijom x i y koordinata iz jedna¢ina kretanja dobijamo jednacinu kretanja
nadjenu u delu b).
e) Lagranzevi mnozitelji su

)\1 = mI s
Ay = mi+mg, (6.16.167)
odakle dobijamo
m _ 1.
A = —79<3s1n90 — ésm@) cosf ,
1
Ny = ?’TTg(g — 2sin 6 sin @ + 3 sin® e) : (6.16.168)
Generalisane sile reakcije su
dfi Of2
S WA S Whs2
R L5, + A2 oz
dfi Of2
Ry, = M—+X—
y 1 oy + A2 oy
0 0
Re = /\1£+)\2£ (6.16.169)

00 00
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Slika 6.19: Slika uz Primer 2.

odakle konkretno dobijamo

Rl‘ - )\1 )
Ry — )\2 5
l
Ry = 5()\1 sinf — Ay cos@) . (6.16.170)

Uslov odvajanja gornjeg dela stapa je A\; = 0 sto daje kriticni ugao 6y
. 2
sin 0y, = 3 5in 6 . (6.16.171)

Primer 2. Homogena tanka Sipka mase m i duzine 2a krec¢e se unutar glatke cilindri¢ne povrsi
radijusa R u vertikalnoj ravni. Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve jednacine kretanja. Nadi
frekvencu malih oscilacija Sipke.

Resenje: Sistem ima jedan stepen slobode. Uze¢emo ugao ¢ koji Sipka gradi sa horizontalnim
pravcem za generalisanu koordinatu. Koordinate centra mase Sipke su

. = VR?—a’cosp
Yo = VR?—a’sing, (6.16.172)

odakle je brzina centra mase Sipke

v2 =32 + 97 = (R* — a®)¢” . (6.16.173)
Kineticka energija Sipke je
1 2
T = 2 4 2y.92
2m(R 3% )o©

dok je potencijalna energija U = —mgyv/ R? — a? cos ¢ . Lagranzijan je

1 2
L= ém(R2 — §a2)gb2 +mgV R* —a’cosp .

Lagranzeva jednacina kretanja je

2
(R2 _ §a2>¢ L gVR? —@@sing =0 . (6.16.174)
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Slika 6.20: Slika uz Primer 3.

Za male uglove ¢ gornja jednacina postaje jednacina oscilatora iz koje je frekvenca oscilovanja

W =@

Primer 3. Homogeni stap mase m i duzine L obeSen je jednim svojim krajem za neistegljiv
konac duzine [. Ceo sistem je u vertikalnoj ravni. Naéi lagranzijani i karakteristicne frekvence
malih oscilacija ovog sistema.

Resenje: Sistem ima dva stepena slobode; uglovi ¢ i (5 su generalisane koordinate. Koor-
dinate centra mase Stapa su

r. = lcosyr + o COS¢2
: L .
Ye = lIlsinp; + 5 sines (6.16.176)

odakle se dobija
L2
ve =g+ =P+ —

1 @5 + 112 cos(pa — 1) - (6.16.177)

Rotaciona kineticka energija je

1
Trot = —mL*p3 .

24
Lagranzijan je
1 2.2 P o .o 1 2.9 L
L = §m<l o7+ ZQOQ + [ Lp1pg cos(po — g01)> + ﬂmL o5 + mg(lcosp; + ) COS 3) .

Za male uglove gornji lagranzijan postaje
m L? lp? L2
L= (PG + T+ 1Lggn) —mg(-2L + =22) .
5 (1T 5 T g | = mg| =+ =

Odgovarajuce jednacine kretanja su

. L.

19014‘5%02 = —99

[, L.

o+ g, = —2g,. (6.16.178)

2 3 2
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T2

x1

Slika 6.21: Slika uz Primer 4.

Standardnom procedurom dobijaju se karakteristicne frekvence

2
3l+2Li3\/(l+%) —2r

By = . 16.1
(Whe=g i (6.16.179)

Primer 4. Na valjak mase M i poluprecnika R, namotana je nit. Za drugi kraj niti zakacen
je teg mase m. Nit je prebacena preko kotura zanemarljive mase, kao na slici 6.21. Valjak se
kotrlja po strmoj ravni, nagibnog ugla «, bez klizanja. Naci Lagranzijan sistema i jednacinu
kretanja. Koliko je ubrzanje centra mase valjka, a koliko tega?
Resenje: Polozaj tega je odredjen koordinatom x1, a centra mase valjka sa zo. Ugao rotacije
valjka oko ose simetrije obelezi¢cemo sa 6. Kineticka energija sistema je
1 1 1 .
T = —mi? + =Mi2 + - MR%*6* |
2 7t 2Ty
a potencijalna
U =mgx; + Mg(l — x9)siné ,

gde je [ duzina strme ravni. Uslov neistegljivosti konca daje vezu x1 = 25, a uslov kotrljanja
valjka bez klizanja @5 = Rf. Primenom ovih uslova lagranzijan postaje

3M
L = 2mi3 + Tw% —2mgxe — Mg(l — z9)sina .
Lagranzeva jednacina kretanja je
3. )
(4m + §M)$2 = Mgsina — 2mg .

Ubrzanje centra mase diska s je

. Mgsina — 2mg
To =
? 8m + 3M

Ubrzanje tega je 1 = 225 .
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Slika 6.22: Slika uz zadatak 6.4.

6.17 Zadaci

6.1. Kocka ivice a rotira za ugao od 30° oko x—ose, a zatim za ugao 45° oko y—ose. Neka se
koordinatni pocetak nalazi u temenu kocke, i neka su Dekartove ose usmerene duz ivica kocke.
Odrediti polozaj tacaka (0,0,a) i (a, a,a) nakon rotacije.

6.2. Odrediti glavne centralne momente inercije sledecih tela:

(a) homogen kvadar, mase m i stranica a,b i c,
(b) homogena tanka kvadratna plo¢a, mase m i stranica a i b,

(¢) homogen kupa mase m, polupre¢nika osnove R i visine h

T

)
)
)
(d) nehomogen valjk, mase m i poluprecnika R, ako je gustina valjka proprcionalna sa 1 — %,
gde je r rastojanje od ose simetrije,

(e) homogen elipsoid, mase m i poluosa a,b i c.

6.3. Tri tanka Stapa masa m i duzina [ spojena su u jednoj tacki i medjusobno su ortogonalni.
Odrediti glavne ose i momente inercije, ako je koordinatni pocetak u tacki u kojoj su ta tri stapa
spojena.

6.4. U vrhovima kvadrata stranice a nalaze se mase m; i msy naizmeni¢no, kao na slici. Nadi
komponente tenzora inercije u sistemu Oxyz i Ox'y'z’. Proveriti da li vazi (6.12.95).

6.5. Tanka homogena ploca mase m ima oblik jednakostrani¢nog trougla stranice duzine a.
Odrediti tenzor inercije ploce u Dekartovom koordinatnom sistemu ¢iji se pocetak poklapa sa
jednim od temena trougla dok mu se jedna od osa proteze duz ivice trougla. Potom odrediti
glavne momente inercije i glavne ose inercije.

6.6. Odrediti centar mase i glavne momente inercije homogenog poluvaljka mase m, visine h i
poluprecnika osnove R.

6.7. Odrediti glavne momente inercije i kineticku energiju homogene lopte polupreé¢nika R i
mase m, koja rotira konstantnom ugaonom brzinom w oko jedne od svojih osa simetrije.
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Y
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X 7

A

Slika 6.23: Slika uz zadatak 6.8.

AR

Z24BNi&

x A

Slika 6.24: Slika uz zadatak 6.9.

6.8. Homogena kupa mase m, polupreénika osnove R i poluugla o kotrlja se bez klizanja po
horizontalnoj ravni oko vertikalne ose ugaonom brzinom 0. Vrh kupe je ucévrséen u tacki koja
pripada horizontalnoj ravni (slika 6.23). Odrediti kineticku energiju kupe i njen moment impulsa
u laboratorijskom sistemu reference.

6.9. Resiti prethodni zadatak ako je vrh kupe ucvrs¢en u tacki koja je na rastojanju R od
horizontalne ravni (slika 6.24). Kupa ne proklizava po horizontalnoj podlozi.

6.10. Homogena kocka stranice a i mase m rotira oko jedne od svojih glavnih dijagonala kon-
stantnom ugaonom brzinom w. Odrediti kineticku energiju kocke.

6.11. Homogen pravougani kvadar ivica a, b i ¢ i mase m rotira oko dijagonale jedne svoje
strane ¢ije su dimenzije b X c¢. Ugaona brzina rotacije je w. Odrediti kineticku energiju kvadra.

6.12. Homegen valjak polupre¢nika R, visine h i mase m rotira oko ose koja prolazi kroz centar
donje osnove i tacku koja pripada gornjoj osnovi i nalazi se na rastojanju R/2 od centra osnove.
Ugaona brzina rotacije je w. Odrediti kineticku energiju valjka.

6.13. Homegena pravougaona ploca mase m, duzine a i Sirine b rotira konstantnom ugaonom
brzinom w oko jedne dijagonale, slika 6.27. Odrediti:
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Slika 6.25: Slika uz zadatak 6.10.

|y

Slika 6.26: Slika uz zadatak 6.12.

a) glavne pravce i glavne momente inercije u sistemu ciji je koordinatni pocetak u centru
g g J J1 ]
ploce;

(b) moment impulsa ploce;
(c) moment spoljasnjih sila koje deluju na plocu.
6.14. Kroz centar homogene, tanke kvadratne plo¢e, mase m i stranice a prolazi tanak Stap,

duzine [ i zanemarljive mase. Stap zaklapa ugao 6 sa normalom na plocu. Stap je uévrséen u
tackama A i B kao na slici 6.28. Ploca rotira stalnom ugaonom brzinom w.

MG

Slika 6.27: Slika uz zadatak 6.13.
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Slika 6.29: Slika uz zadatak 6.15.

(a) Nac¢u moment impulsa ploce u sistemu glavnih centralnih osa inercije, i u laboratorijskom
sistemu. Koordinatni pocetak laboratorijskog sistema se poklapa sa centrom mase ploce.

(b) Odrediti komponente momenta sile koji deluje na sistem da bi se on kretao kako je nave-
deno. Naci ih u sopstvenom i u laboratorijskom sistemu.

(c¢) Odrediti sile reakcije u tackama A i B.

6.15. Na valjak mase m i poluprecnika R namotan je konac koji je povezan sa oprugom konstante
elasticnosti k£, kao na slici 6.29. Opruga je ucvrs¢ena za horizontalni zid. Nominalna duzina
opruge je [. Naci lagranzijan sistema i Lagranzeve jednacine.

6.16. Cestica mase m klizi sa unutrasnje strane obruc¢a mase M i radijusa R. Obru¢ se kreée
bez klizanja po horizontalnom stolu. Naéi frekvencu malih oscilacija Cestice, kada je u blizini
dodira obruca sa stolom.

6.17. Obru¢ mase m i radijusa R kotrlja se bez klizanja po strmoj ravni mase M. Nagibni
ugao strme ravni je «, i ona moze da se kre¢e po horizontalnom glatkom stolu. Naéi Lagranzeve
jednacine kretanja.

6.18. Naci lagranzijan i Lagranzeve jednacine kretanja sistema sa slike 6.18; OA i AB su tanki
Stapovi, oba mase m i duzine L, koji su zglobno spojeni u tacki A. Stap OA rotira (Ogy» ravni)
oko tacke O, dok kraj B stapa AB klizi duz vertikalne ose. Sistem se nalazi u homogenom
gravitacionom polju koje je usmereno vertikalno nanize.
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T [

Slika 6.30: Slika uz zadatak 6.16.

Xz

Slika 6.31: Slika uz zadatak 6.17.

) m,l

A g

m,l

B

Slika 6.32: Slika uz zadatak 6.18.
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Slika 6.34: Slika uz zadatak 6.20.

6.19. Jedan kraj homogenog Stapa mase m i duzine L je fiksiran. Drugi kraj Stapa povezan je sa
vertikalnim zidom elasticnom oprugom zanemarljive mase, konstante elasti¢nosti £ i nominalne
duzine ly; vidi sliku 6.33. Kada je stap u vertikalnom polozaju opruga je neistegnuta. Stap
moze da rotira u vertikalnoj ravni oko ose koja prolazi kroz fiksirani kraj stapa. Nadi frekvencu
malih oscilacija Stapa. Sistem se nalazi u homogenom gravitacionom polju usmerenom vertikalno
nanize.

6.20. Homogeni stap mase m i duzine L fiksiran je jednim svojim krajem za centar diska radijusa
r i mase M. Disk se kotrlja bez klizanja po unutrasnjosti nepokretnog cilindra radijusa R.
Sastaviti lagranzijan sistema. Ako je M =2m i R = 2L = 4r, odrediti karakteristi¢ne frekvence
u slucaju malih oscilacija.

6.21. Nadi lagranzijan i Lagranzeve jedancine kretanja homogene kupe mase m i visine h cija
se baza, radijusa R, kotrlja bez klizanja po glatkoj ravnoj horizontalnoj podlozi, dok joj je vrh
fiksiran u jednoj tacki podloge (u koordinatnom pocetku). Ugao izmedju ose kupe i ma koje od
njenih izvodnica je «.

6.22. Glatka prizma mase m, visine h i nagibnog ugla « moze slobodno da klizi po glatkoj
horizontalnoj podlozi duz jednog pravca (z-ose). Tanki homogeni disk mase M i radijusa R
nalazi se na vrhu prizme (na visini h) i iz mirovanje poc¢inje da se kotrlja niz strmu ravan
prizme bez klizanja. Naci ubrzanje prizme. Sistem se nalazi u homogenom gravitacionom polju
usmerenom vertikalno nanize.

6.23. Homogena polulopta, mase m i poluprecnika R nalazi se na glatkoj horizontalnoj pod-
lozi. Nadi lagranzijan i Lagranzeve jednacine kretanja polulopte. Odrediti frekvencu oscilovanja
polulopte u slucaju malih oscilacija.
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Slika 6.35: Slika uz zadatak 6.24.

k
: ‘W@ MR

o\l

m

Slika 6.36: Slika uz zadatak 6.25.

6.24. Tri identi¢na Stapa masa m i duzina [ zglobno su spojena kao na slici 6.35. Za sredinu
horizontalnog Stapa obeseno je matematicko klatno duzine [ i mase m. Rastojanje izmedju
tacaka u A i B je takodje [. Sastaviti lagranzijan i jednacine kretanja. Odrediti sopstvene
frekvence ovog sistema.

6.25. Disk mase M i radijsa R kotrlja se bez klizanja po horizontalnoj podlozi, kao sto je
prikazano na slici 6.36. Za centar diska obeseno je matematicko klatnom mase m i duzine {. Ako
je konstanta elasti¢nosti opruge k odrediti lagranzijan i jedna¢ine krtanja ovog sistema.

6.26. Na obru¢ mase m i radijusa R namotan je konac. Gornji kraj konca je uc¢vrséen i obruc
moze da se krece u vertikalnoj ravni, kao sto je prikazano na slici 6.37. Nadi lagranzijan ovog
sistema.

6.27. Kugla mase m i radijusa R, kotrlja se bez klizanja po spoljasnjoj strani polusfere radijusa
Ry. U pocetnom trenutku kugla se nalazila na vrhu polusfere. Nadi lagranzijan sa mnoziteljima
veza, L. Odrediti ugao kada se kugla odvoji od polusfere.

6.28. Dva stapa dusina 3/ i [ spojena su u zglobu A kao na slici 6.39. Opruga je nedeformisana
kada je veci stap horizontalan. Odrediti frekfence malih oscilacija ovog sistema.
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Slika 6.37: Slika uz zadatak 6.26.

Slika 6.38: Slika uz zadatak 77.

Slika 6.39: Slika uz zadatak 6.28.

165
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Glava 7

Relativno kretanje

U ovoj glavi analiziracemo kretanje tela u neinercijalnim sistemima reference u okviru La-
granzevog formalizma. U prva dva poglavlja nadjena je veza izmedu brzine i ubrzanja cestice
u inercijalnom i neinercijalnom sistemu. Zatim, u narednom poglavlju je odreden lagranzijan
u neinercijalnom sistemu pomocu koordinatne transformacije. Na kraju je analizirano kretanje
Fukoovog klatna.

7.1 Veza izmedu brzina cestice u dva sistema

Neka je S nepokretan inercijalni sistem, a S’ sistem koji se na proizvoljan nacin kreée u odnosu
na sistem S. Kretanje primovanog sistema je u opsStem slucaju kombinacija translatornog i
rotacionog kretanja. Primovani sistem je neinercijalan referentni sistem. Na§ zadatak je da
ispitamo dinamiku kretanja cestica posmatrano iz oba sistema. Prvo ¢emo naéi vezu izmedju
brzina ¢estice u sistemu S i u S’. Radijus vektor ¢estice u sistemu S obelezi¢emo sa r, dok
radijus vektor ove Cestice u neinercijalnom sistemu S’ je r’. Veza izmedju ovih vektora je

r(t) =ro(t) +r'(t), (7.1.1)

gde je rg radijus vektor koordinatnog pocetka sistema S’. Diferenciranje gornje jednacine po
vremenu u sistemu S daje
dr dry dr’
dtls — E‘s dt ls
Primenom Koriolisove teoreme, sa diferenciranja po vremenu u sistemu S prec¢i ¢emo na difer-
enciranje u sistemu S”:

(7.1.2)

dr’ dr’ ,
— = — xr', 7.1.3
dt ls dtls Fwxr ( )
gde je w ugaona brzina rotacije sistema S’. Tako dolazimo do
v=vo+Vv +twxr’, (7.1.4)
dr’

brzina Cestice u fiksnom sistemu; v/ = <~

gde je v = % brzina ¢estice u sistemu S’. Brzina
!’

S

= 4| e brzina pola sistema S’ u sistemu S. Relacija (7.1.4) je veza izmedju brzina cestice

Vo =g

u odnosu na inercijalni i pokretni sistem.
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7.2 Veza izmedju ubrzanja cestice u dva sistema

Diferencirajmo izraz (7.1.4) po vremenu u fiksnom sistemu. Tako dobijamo

dv dvo‘ +dv’ +dw‘ 4 ><dr’
- — - = - - T w -
dt Is dt ls dtls dtls dt s
dVo‘ dV, ’ . / d ! /
= —| +— +w><v—|—w><r—|—w><<— —|—w><r>. 7.2.5
dt Is  dt ls dt ls ( )
Primenili smo Koriolisovu teoremu. Ubrzanje ¢estice u sistemu S je a = ‘é—‘t’ , a u sistemu S’ je
5
a = dd—‘;/ , dok je ag ubrzanje pola sistema S’. Prema tome veza izmedju ubrzanja cestice je
S/

a=ay +a +2wxv+wxr'+wx(wxr'). (7.2.6)

Clan a,, = 2w x v’ je Koriolisovo ubrzanje, dok je as = w x (w x r’) centrifugalno ubrzanje.

7.3 Dinamika relativnog kretanja

Neka se cestica kreée u potencijalu V(r) za posmatraca u inercijanom sistemu sistemu S. La-

granzijan je dat sa
1
L= §mV2 —V(r). (7.3.7)

Vec¢ smo ranije rekli da je Hamiltonov princip nezavistan od izbora koordinatnog sistema; drugim
recima Lagranzeve jednacine vaze u proizvoljnom sistemu koordinata. To znac¢i da smenom
promenljivih

v = vo+Vv +wxr’
r = rog+r (7.3.8)

u lagranzijanu (7.3.7) prelazimo u neinercijalni sistem. Tako dobijamo lagranzijan u sistemu S’

1
L= §m(v§ PV (WX )2+ 2v) -V 42V (w X 1) 4 2V - (w X r’)) — U, (7.3.9)

gde je V(rg+1') = U(r’) . Dalje éemo transformisati tri ¢lana u lagranzijanu (7.3.9) koja sadrze
brzinu pola primovanog sistema:

Vo 2vo -V 4+ 2v - (wxT) = 2vo - (Vv —vo) + Vg

d
= Vp- &(rg -+ 21'/) s

d / /
- a<vo (ro + 2r )) ‘S “ay-(rp+2r’) . (7.3.10)

U zadnjem redu dobili smo ¢lan koji je totalni vremenski izvod funkcije koja zavisi od primovanih
koordinata. Ovaj ¢lan ¢emo odbaciti, jer takvi ¢lanovi ne uti¢i na jednacine kretanja. Dakle
lagranzijan postaje

1
L= im(v’2 +(wxr)2+2v - (wxr)—ag-ry— 2a0-r’) —U(r') . (7.3.11)
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Ranije smo pokazali da je

(Wxr)? = r?w—(r' w)
3 3
= W’ Z i Z Wi; T3 (7.3.12)
i=1 ij=1

Slicno je i
3
vii(wxr)= ng(w xr'); = Zx;(v’ X w); . (7.3.13)

=1 =1

Primenom gornjih formula, lako se nalaze parcijalni izvodi lagranzijana po Dekartovim koordi-
natama Cestice u primovanom sistemu odnosno po odgovarajué¢im brzinama:

oL
e = mu; + m(w x r');
Y;
oL ou
o mw?r; — m(w - v )W)+ m(v' x w); — mag; — P (7.3.14)
Lagranzeve jednacine
d /0L oL
—(==)—55=0 7.3.15
dt (8352) oz} ( )
onda postaju
’ . / ’ ’ ou
ma' = —mag —m(w xr') 4+ 2mv’ X w+ mw X (r xw)—F. (7.3.16)
r

Dobili smo jednacinu kretanja cestice u neinercijalnom sistemu. Ovaj rezultat je poznat iz kursa
Opste fizike. Na ¢esticu u neinercijalnom sistemu pored prave sile —% deluju i tzv. inercijalne
odnosno fiktivne sile. Inercijalne sile nisu uzrokovane interakcijom cestice sa drugim telima, veé
su posledica neinercijalnosti koordinatnog sistema. Sila

F.or =2mv X w

naziva se Koriolisovom silom i deluje na ¢esticu koja se kreée brzinom v’ u odnosu na sistem
koji rorira ugaonom brzinom w. Inercijalna sila

Fi=-—mwx (wxr')=-m((w-rw—w’r’) (7.3.17)

se naziva centrifugalnom silom. Iz jednacine (7.3.16) vidimo da u neinercijalnim sistemima ne
vazi ma' = —%, jer se na desnoj strani ove jednacine pojavljuju inercijalne sile. Ako pored
stvarnih sila dodamo jos i inercijane sile onda drugi Njutnov zakon zadrzava istu formu kao u
inercijanim sistemima. Ovo znaci da je neinercijalnost sistema ponistena uvodjenjem inercijalnih

sila.
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7.4 Fukoovo klatno

U inercijalnim sistima klatno osciluje u jednoj ravni. U ovoj lekciji analiziratemo kretanje
klatna u sistemu vezanom za Zemlju. Videéemo da ravan oscilovanja klatna u sistemu vezanom
za Zemlju, usled delovanja Koriolisove sile, rotira. Neka je klatno uévrséeno u tacki P koja je na
z osi. Koordinatni pocetak je na povrsini Zemlje, a osa z je radijalnog pravca. Pretpostavi¢emo
da je duzina klatna [ velika i da su oscilacije male. Jednacina veze je

i+ (2= =1 (7.4.18)

Posto je z malo, tj. 22 < 2% + y? u jednacini veze zanemari¢emo ¢lan z2. Veza onda postaje

1
z= 2—l(x2 +12) . (7.4.19)

U ovom slu¢aju lagranzijan (7.3.11) postaje

1
L= imx‘2 +mw - (rxv)—mgz . (7.4.20)
Ugaona brzina rotacije Zemlje,
2T
= =7,27-10"°s7!
“ T 3600 i

je mala, pa smo kvadratni ¢lan po ugaonoj brzini u lagranzijanu zanemarili. Dalje ¢emo zane-
mariti ¢lanove u lagranzijanu proporcionalne sa z odnosno 2, pa je lagranzijan dat sa
r . . . .m
L= §m(x2 + 9%) + mw, (xy — yi) — 2_lg< +y7) (7.4.21)
gde je w, = wsiny. Ugao 1 je geografska Sirina tacke u kojoj se nalazi klatno. Lagranzeve
jednacine kretanja su

P o= 2wg—Je

l

i = —2%55—%/. (7.4.22)

Da bismo resili ovaj sistem jednac¢ina uvedodimo novu promenljivu & = x+iy. Mnozenjem druge
Lagranzeve jednacine sa ¢ i sabiranjem sa prvom dobijamo

§+2iwé+ =0 (7.4.23)

Resenje za & trazi¢emo u obliku & = €' gde je B konstanta. Zamenom u diferencijalnu
jednacinu dobijamo dva resenja za konstantu B:

Bio=uw, +|w?+ % : (7.4.24)
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pa je resenje jednacine (7.4.23) dato sa
£ = APt 4 AyetPt (7.4.25)

gde su A; » integracione konstante. Neka su pocetni uslovi z(t = 0) =z, y(t =0) =0, &(t =
0) = g(t = 0) = 0. ReSenje jednacina kretanja je

r = x—(l) (w' cos(w,t) cos(w't) + w, sin(w,t) sin(w't)
w

y = :C—(:(wz cos(w,t) sin(w't) — w' sin(w,t) cos(w't) > (7.4.26)
w

gde je ' = y/w?+g/l. Ako je duzina klatna | = 20m onda je w’ = 0,7s!. Vidimo da je

w? < g/l, pa jednacine kretanja mozemo aproksimirati sa

r = xpcos(w,t)cos (ﬂt)
y = —xgsin(w,t)cos (\/gt> . (7.4.27)

Kada Zemlja ne bi rotira klatno bi oscilovalo u Oxz ravni. Usled rotacije Zemlje ravan oscilovanja
rotira u smeru kazaljke na satu ugaonom brzinom w,.

7.5 Zadaci

7.1. Pokazati da pri slobodnom padanju tela sa visine h Cestica skrece ka istoku za

ISh3
d= %wcosw

gde je ¢ geografska Sirina mesta na severnoj hemisferi gde telo pada.
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Glava 8

Hamiltonov formalizam

Ova glava je posveéena Hamiltonovom formalizmu, koji je alternativa Lagranzevom formalizmu.
Osnovna veli¢ina u Lagranzevom formalizmu je lagranzijan, L(q, ¢,t). On je funkcije generlisanih
koordinata, generalisanih brzina i vremena. Primenom Hamiltonovog principa dobijaju se La-
granzeve jednacine kretanja mehanickih sistema. U Hamiltonovoj formulaciji osnovna velicina je
hamiltonijan. Hamiltonijan je funkcija generalisanih koordinata, generalisanih impulsa i eventu-
alno vremena. Dakle, umesto generalisanih brzina uvodimo generalisane impulse kao nezavisne
promenljive. Ovaj postupak, u kome sa koordinata i brzina prelazimo na koordinate i impulse
kao nezavisne promenljive naziva se Lezandrova transformacija. Konstrukcija hamiltonijana
bi¢e izlozena u prva dva poglavlja ove glave. U narednom poglavlju naé¢i ¢emo Hamiltonove
jednacine kretanja mehanickih sistema. One su analogne Lagranzevim jednac¢inama. U posled-
njem poglavlju uveséemo Poasonovu zagradu koja igra vaznu ulogu u evoluciji mehanickih sis-
tema.

Pitanje, zasto pored Lagranzevog uvodimo jos jedan formalizam, je potpuno legitimno. U
Lagranzevom formalizmu jednacine kretanja se nalaze i resavaju lakse nego u Hamiltonovom.
Medjutim, Hamiltonov metod je znacajan zbog njegove dublje veze sa kvantnom mehanikom.
Pored toga, perturbativna analiza mnogih kompleksnih dinamickih sistema je jednostavnija u
Hamiltonovom formalizmu.

8.1 Lezandrova transformacija

Ovo poglavlje je kratki matematicki uvod u kojem ¢emo uvesti Lezandrovu transformaciju. Neka
je f = f(z,y) funkcija dve nezavisne promenljive z i y. Definisimo novu funkciju g sa

g=yu— f(z,y), (8.1.1)

gde smo uveli novu promenljivu w. Smatrajuéi da su x,y i u nezavisne promenljive, diferencijal
funkcije g je
of

_ of
dg = (u 8_y>dy + ydu adx . (8.1.2)
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Ako sada izaberemo da je
_of
=5

funkcija g je funkcija stare promenljive z i nove promenljive u. Promenljiva x je tzv. pasivna, a
promenljiva y aktivna varijabla. Funkcija ¢ = g(z,u), koju nazivamo Lezandrovom transforma-
cijom funkcije f(z,y), sadrzi istu informaciju kao i funkcija f = f(x,y). Mi mozemo iz funkcije
g(x,u) ponovo generisati funkciju f(z,y). Lezandrova transformacija koju smo uveli na primeru
funkcije koja zavisi od dve promenljive, se moze lako generalisati na funkcije koje sadrze vise od
dve promenljive.

u

(8.1.3)

Primer 1. Neka je f = e®y?. Odrediti njen Lezandrov transform g(x,u).

Resenje: Iz
0
u = 8_3]: = 2ye” (8.1.4)
sledi
_ U
Y= 26
odakle je
1
9= uy(x,u) - f(xa y(xv u)) = ZUQQ_:E : (815)

8.2 Hamiltonijan

Lagranzijan zavisi od generalisanih koordinata i generalisanih brzina. Hamiltonijan je Lezandrova
transformacija lagranzijana, gde se umesto generalisanih brzina koriste generalisani impulsi kao
promenljive. Drugim rec¢ima generalisane koordinte su pasivne, a generalisane brzine aktivne
varijable. Hamiltonijan je

=1

gde moramo izraziti generalisane brzine preko generalisanih koordinata i generalisanih impulsa.
Veza izmedju generalisanih impulsa i brzina se dobija iz sistema jednacina

oL
i = A s 8.2.7
=g (8.2.7)
koje imaju oblik p; = pi(q,q,t), i = 1,...,n. Iz ovog sistema jednac¢ina odredjujemo generalisane
brzine kao funkcije koordinata i impulsa, ¢; = ¢;(¢,p,t), @ =1,...,n. Po teoremi o egzistenciji
inverzne funkcije sistem jednacina (8.2.7) se moze resiti po generalisanim brzinama ako je
opi 0?L
det(]_)>:det< : _)%0. (8.2.8)
dq; 04¢;0q;
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Matrica

i, = (22)
94
se naziva Hesovom matricom.
Hamiltonijan se poklapa numericki sa generalisanom energijom (3.3.21), ali naglasimo to
jos jednom, generalisane brzine moraju biti izrazene preko generalisanih impulsa i koordinata.
Dakle, hamiltonijan je funkcija generalisanih koordinata i generalisanih impulsa

H=H(q, .  qn,p1s--,Pns1) ,

§to ¢emo mi krace pisati kao H(q, p,t).
Nadjimo hamiltonijan harmonijskog oscilatora, mase m i konstante elasticnosti k. La-
granzijan je

1 1
L= 5mj:? - §kx2 : (8.2.9)
Generalisani impuls je p, = % = ma odakle je & = p,/m. Hamiltonijan je
H = pax—1L
1 1
= P.T— imx'Q + §k:x2
2
Dy L,
= —+4+ -k 8.2.10
om T 2" (8.2.10)

gde smo u poslednjem koraku eliminisali generalisanu brzinu .

8.3 Hamiltonove jednacine kretanja

Kao s$to smo rekli, hamiltonijan je
i=1

Diferenciranjem desne strane jednacine (8.3.11) dobija se

- . oL oL ..\ OL
dH = ; (pz’d% + ¢idp; — 8—%(1%’ - (9_cj,-d%) - Edt :

U ovom izrazu pojavljuju se diferencijali impulsa, koordinata, brzina i vremena. Generalisani
impulsi su definisani prema (8.2.7) tako da se ¢lanovi uz dg; krate. Na taj nacin se eliminisu
generalisane brzine kao nezavisno promenljive. Primenom Lagranzevih jednacina

oL .
aqz_pl

(8.3.12)
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dobijamo
= OL

di = Z(Qidpi — pidg;) — Edt : (8.3.13)
=1

Hamiltonijan je funkcija generalisanih koordinata, impulsa i vremena, pa vazi

) OH OH
A = 37 (G + 5o dai) + (8:3.14)

1=

Poredjenjem (8.3.14) i (8.3.13) dobijamo

. oH
qZ - apl 9
OH
)i = — , 8.3.15
p 90 ( )
! oL oOH
—_— = - 3.1
ot ot (8.3.16)

Jednacine (8.3.15) su Hamiltonove ili kanonske jednacine kretanja. One ¢ine sistem od 2n
diferencijalnih jednac¢ina prvog reda, koji je ekvivalentan sa n Lagranzevih jednacina, koje su
diferencijalne jednacine drugog reda. Da bismo nasli reSenje Hamiltonovih jednacina potrebno
je da znamo 2n pocetnih uslova:

pi(t =0) =poi, i(t=0)=qo - (8.3.17)

Primer 1. Cestica mase m se kreée po povréini vertikalnog cilindra poluprecnika R. Cestica
je spojena oprugom konstante elasticnosti k i nominalne duzine [ sa tackom O na osi simetrije
cilindra. Uzeti da je osa simetrije z osa, a da je O koordinatni pocetak. Na cesticu deluje i
gravitaciona sila. Nac¢i hamiltonijan i kanonske jednacine kretanja.

Resenje: Sistem ima dva stepena slobode, generalisane koordinate su ¢ i z. Lagranzijan je

1 1
L= §m(R29'02 + %) — mgz — §k(v R2 422 —1)%. (8.3.18)

Generalisani impulsi su:

oL 5.
Py = ST =mR¢,
P 890
oL
P = 5o = mz . (8.3.19)
z
Hamiltonijan je
i P2 1
— p 3 — Y z 2
H=ppp+p.i — L =gt + 50 +mgz+ §k(\/R2 + 22 —1)? . (8.3.20)
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Hamiltonove jednacine su

b = —mgt = (JEETTE-1),

pgo =0,
. Ds
z = —),
m
. p
b= (8.3.21)

8.4 Fazni prostor

Generalisane koordinate i impulsi su tzv. fazne promenljive. Dimenzija faznog prostora je 2n.
Koordinate tacke u ovom prostoru su (qi, ..., Gn,P1,---,Pn). Fazna tacka kompletno odredjuje
stanje sistema u datom trenutku vremena. Naime, iz brojeva (q1, ..., ¢n, D1, - - -, Pn) se kompletno
mogu odrediti polozaji i brzine, odnosno impulsi svake Cestice u sistemu u datom trenutku
vremena. Pri evoluciji sistema fazna tacka opisuje faznu trajektoriju, koja je naravno odredjena
Hamiltonovim jednac¢inama i pocetnim uslovima.

8.5 Hamiltonove jednacine i varijacioni princip

Lagranzeve jednacine kretanja izveli smo iz principa najmanjeg dejstva u konfiguracionom pros-
toru. Sada ¢emo pokazati da se variranjem dejstva u faznom prostoru mogu dobiti Hamiltonove
jednacine. Prethodno ¢emo lagranzijan u dejstvu, izraziti preko hamiltonijana

ty ty n
Su= [ Ladutitt = [ ae( 3" pd - Hlanit)) (8.5.22)
ti ti i=1

Variranjem fazne trajektorije podrazumeva da koordinate i impulse variramo nezavisno:

Gi(t) = G(t) = qi(t) + dqi(t) ,
pi(t) = pilt) = pit) + opi(t) - (8.5.23)

Varijacija dejstva je infinitezimalna promena dejstva pri prelasku sa jedne na drugu infinitezi-
malno blisku trajektoriju u faznom prostoru, tj.

= (Y OH OH
5y = / At (Spids + pidis — =—0q; — ——0p;
i ; ; <pq Piddi = 5 04 apip>

= Zzn; /:f dt[( —Pi — %)5%‘ + (Qz‘ - g—g)épi] + Zzn;pié% (8.5.24)

tr
t

i

Primenili smo

. d .
piog; = E(pi(;(h) — pidg; - (8.5.25)
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Ako zahtevamo da su varijacije generalisanih koordinata na krajevima vremenskog intervala
jednake nuli, tj. dg;(¢;) = d¢;(t) = 0, onda poslednji clan u (8.5.24) is¢ezava. Primetimo da nije
neophodno da sli¢no pretpostavimo i za varijacije generalisanih impulsa. Varijacije generalisanih
koordinata i impulsa su nezavisne, pa iz principa najmanjeg dejstva, 6Sy = 0, sledi

. oH
qZ - apz7

0OH
)i = — . 0.2
Di 94, (8.5.26)

Dobili smo Hamiltonove jednacine kretanja.

Ranije smo rekli da je lagranzijan L(q, ¢, t) odredjen do na vremenski izvod funkcije koja zavisi
od generalisanih koordinata i vremena. Lagranzijan u dejstvu (8.5.22) takodje nije jednoznaéno
odredjen. Doda¢emo mu ¢lan

dF(q,p,t)
dt '
Funkcija F' zavisi pored koordinata i od generalisanih impulsa. Uzecemo da su varijacije i
generalisanih koordinata i generalisanih impulsa u ¢; i t; jednake nuli, tj.

(8.5.27)

Tada je
b dF(q,p,t) " OF _ qtr  OF _ |t
) dt—221 7 — 0q; —0p; =0. 8.5.29
/ti dt ;(8% U, T ot ti> (8.5.29)
Dakle, dejstvu Sy mozemo dodati ¢lan
b dF t
/ AL (8.5.30)

Ako su varijacije generalisanih koordinata, ali i impulsa u po¢etnom i krajnjem trenutku jednaki
nuli, onda ovaj dodatni ¢lan ne utice na jednacine kretanja.

8.6 Poasonove zagrade

Neka su f = f(q,p,t) i g = g(q,p,t) dve funkcije faznih promenljivih i vremena. Poasonova
zagrada je definisana sa

N~ (0f 0g Of Oy
{f,g} N ; <8Qz‘ Ip; - Ip; aQi) ‘ (8.6.31)

Poasonova zagrada je antisimetri¢na, tj.

{f,9} =g/} (8.6.32)

Parcijalni izvodi su bilinearni, odakle sledi da je Poasonova zagrada bilinearna:

{cifi +cafo g} = ai{fi, g} + co{ fo, g} - (8.6.33)
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U prethodnom izrazu c; i ¢y su konstante, a fi, fo 1 g su funkcije faznih promenljivih. Poasonova
zagrada zadovoljava Lajbnicovo pravililo

{fif2 9} = fi{fo, 9} +{f2r 9} f1 - (8.6.34)
Konacno, za svake tri funkcije faznih promenljivih vazi, tzv. Jakobijev identitet:
{{fh f2}7 f3} + {{f27 f3}7 fl} + {{f37 f1}> f2} =0. (8635)

Nadjimo Poasonovu zagradu izmedju koordinata i impulsa. Po definiciji imamao
- an apl an apl

{gm:p} = ) ( - )
dq; Op; Ip;i Oq;

=1

= D Omilti = O - (8.6.36)
=1

Takodje, lako se pokazuje da vazi {gm, @} = {pm, 1} = 0. Poasonove zagrade izmedju general-
isanih koordinata i impulsa:

{@m,p1} = Omu ,
{Qmaql} =0 >
{Pm:pi} = 0 (8.6.37)

nazivaju se fundamentalnim Poasonovim zagradama i one su od izuzetne vaznosti u kvantnoj
mehanici.
Vremenski izvod funkcije f(q,p,t) je

af _ of ¢ (P25

ai ot 2.0t oV

i=1
_of " /0f OH Of OH
SOt +; <a€h’ Ipi - Ipi a%’)

_ 9f
= S}, (8.6.38)

gde smo u drugom koraku primenili Hamiltonove jednacine.
Potreban i dovoljan uslov da funkcija f(q,p,t) bude integral kretanja je

of

S L H =0 (8.6.39)

Ako funkcija f ne zavisi eksplicitno od vremena, tj. ako je f = f(q,p), potreban i dovoljan uslov
da funkcija f bude konstanta kretanja je

{H,f}=0. (8.6.40)
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Dakle, funkcija f(q,p) je integral kretanja ako je njena Poasonova zagrada sa hamiltonijanom
jednaka nuli. Hamiltonijan je integral kretanja ukoliko eksplicitno ne zavisi od vremena.

Ako su f(q,p) i g(q,p) konstante kretanja, onda je i njihova Poasonova zagrada takodje kon-
stanta kretanja. Ovaj iskaz je poznat pod nazivom Poasonova teorema. Ona se lako proverava.
Naime

Primenili smo Jakobijev identitet, a zatim ¢injenicu da su f i g konstante kretanja. Poasonova
teorema vazi i za funkcije faznih promenljivih koje zavise od vremena, sto se lako proverava.
Lako se vidi da je

o H} = ; (8611 opr Op 8%) - g’
B "\ /0q; 0OH 0q; OH _OH
la H} = Z <5€h opr Op 3Ql> ~ Opi (8.6.42)

i=l
Primenom gornjih rezultata Hamiltonove jednacine (8.3.15) se mogu prepisati u obliku
¢ = {a H}

Vremensku evoluciju sistema generise hamiltonijan preko Poasonove zagrade.

Primer 1. Moment impulsa cCestice je L =1 X p.
a) Naéi Poasonove zagrade izmedju komponenti angularnog momenta {L;, L, }.
c) Pokazati {z;, L;} = e;jpxr 1 {pis Lj} = €ijuD-
Resenje:

a) Nadjimo npr. Poasonovu zagradu izmedju L; i Lo:

{Ll, L2} = {$2P3 — X3P2,T3P1 — 371272}
= zo{ps, x3}p1 + pa{xs, p3}a1
= —Zap1 + par1 = L3, (8.6.44)

gde smo primenili fundamentalne Poasonove zagrade. Ostale Poasonove zagrade se proveravaju
slicno. Kompletan rezultat je {L;, L;} = e;;, Ly, . Preostali delovi se proveravaju analogno.

8.7 Zadaci

8.1. Cestica mase m kreée se bez trenja po paraboli y = ax?, gde je a pozitivna konstanta.
= je horizontalna, a y vertikalna osa. Cestica je oprugom konstante elasti¢nosti & i nominalne
duzine [ spojena sa koordinatnim pocetkom. Naci hamiltonijan i Hamiltonove jednacine kretanja
uzimajuéi x za generalisanu koordinatu.
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Slika 8.1: Slika uz zadatak 8.6.

Xz

Slika 8.2: Slika uz zadatak 8.7.

8.2. Za dvojno matematicko klatno odrediti hamiltonijan i na¢i Hamiltonove jednacine kretanja.

8.3. Za sistem iz zadatka 2.2 nac¢i hamiltonijan i sastaviti Hamiltonove jednacine kretanja.

e—ar

8.4. Cestica mase m kreée se u potencijalu U = —k — , gde su a i k konstante. Odrediti
hamiltonijan i sastaviti Hamiltonove jednacine kretanja cestice.

8.5. Cestica se kreée duz x ose u potencijalu

kEo_:
Ut,x)=—e 7,
(t,2) =~
gde su ki 7 konstante. Naci lagranzijan i hamiltonijan sistema. Da li se hamiltonijan poklapa
sa energijom Cestice. Da li je energija Cestice konstantna? Naé¢i Hamiltonove jednacine kretanja.

8.6. Za oprugu konstante elasticnosti £ i nominalne duzine [y, uc¢vrséen je obru¢ mase M i
radijusa R. Po obrucu moze da se kre¢e mala kuglica mase m bez trenja. Na¢i hamiltonijan i
kanonske jednacine kretanja. Obru¢ se krec¢e samo translatorno u vertikalnoj ravni.

8.7. Po prizmi mase m; i1 nagibnog ugla « klizi bez trenja telo mase ms. Prizma se krece bez
trenja po horizontalnoj podlozi. Nac¢i hamiltonijan i Hamiltonove jednacine kretanja za ovaj
sistem.
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Slika &8.3: Slika uz zadatak 8.8.

8.8. Obruc¢ mase M i poluprecnika R u¢vrséen je u tacki O. Po obru¢u moze da klizi bez trenja
kuglica mase m. Obru¢ se krece u vertikalnoj ravni. Nac¢i hamiltonijan i kanonske jednacine
kretanja.

8.9. Kretanje naelektrisane cestice u polju magnetnog monopola moze da se opiSe lagranzijanom
1 .
L= Em(f‘Q + 720 + r?sin? 0¢%) — ap cos b |
gde je a konstanta.
(a) Nadi hamiltonijan naelektrisane Cestice.

(b) Pokazati da je veli¢ina rp, — 2Ht integral kretanja.

8.10. Cestica mase m krece se po cikloidi

T [(2¢ + sin(2¢))
y = (1 —cos(2p))

u gravitacionom polju g = —ge,. Uzeti ¢ za generalisanu koordinatu. Naci hamiltonijan i
Hamiltonove jednacine kretanja cestice.

8.11. Lagranzijan cestice iz sistema koji rotira ugaonom brzinom w je
1 / N2 /
Lzﬁm(v +wxr) =U(r').

Pokazati da je odgovarajué¢i hamiltonijan dat sa

P2
H:%—w-(r’xP)—l—U(r’) : (8.7.45)

Naéi kanonske jednacine kretanja. Komentarisati odnos ovih jednac¢ina i Koriolisove teoreme.

8.12. Mala kuglica, mase m moze bez trenja da klizi po obrucu radijusa R. Kuglica je spojena
oprugom konstante elasti¢nosti k& i nominalne duzine [y sa tackom koja je na rastojanju R/2 od
centra obruca, slika 8.4. Obru¢ rotira stalnom ugaonom brzinom (2 oko vertikalne ose. Naci
hamiltonijan sistema i jednacine kretanja.
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Slika 8.4: Slika uz zadatak 8.12.

8.13. Izracunati slede¢e Poasonove zagrade:
(a) {pir"},
(b) {x;,a-p}, gde je a konstantni vektor,
(¢) {Li,z;pr},
(d) {Li,2* +y? + 2%} .

8.14. Cestica mase m se kre¢e u potencijalu U(z,y, z). Pokazti da je {L;, H} = M;, gde je H
hamiltonijan cestice, a M; su Dekartove projekcije momenta sile koji deluje na ¢esticu.

8.15. Hamiltonijan trodimenzionog oscilatora je

H =

paA P+ mwd(a? oyt 2?)
+ .
2m 2
Pokazati da su komponente momenta impulsa L = r x p integrali kretanja.

8.16. Dat je hamiltonijan

1 1
H = qip1 — qapa2 + §Q% + 5(13 .

Pokazati da su velicine F} = (pl + %)qg i Fy = q1¢q2 konstante kretanja. Nadéi {Fy, F5}. Dali se
dobija novi integral kretanja?
8.17. Pokazati da je r — 2¢ integral kretanja slobodne cestice.

8.18. Proveriti vazenje Jakobijevog identiteta.

8.19. Cestica mase m krece se u potencijalu U = k /r. Ranije smo pokazali da je Runge-Lencov
vektor, definisan sa

R —pxL+mk> (8.7.46)
T

integral kretanja. To je uradjeno direktno, primenom jednacina kretanja u poglavlju 5.5 i pri-
menom Neterine teoreme u zadatku 3.4. Sada ¢emo simetriju Keplerovog problema analizirati
u okviru Hamiltonovog formalizma.
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(a) Pokazati da je Poasonova zagrada Runge—Lencov vektor i hamiltonijana jednaka nuli.

(b) Definisimo veli¢inu

R
v —2mE ’

gde je E energija cestice koja se kreé¢e u privlacnom potencijalu. Pokazati da vazi

{Di, Dj} = EijkLk
{Di, L;} = e€uDy
{Li, L;} €iji Ly - (8.7.47)

Ove Poasonove zagrade pokazuju da je simetrija Keplerovog problema veca od rotacione
simetrije trodimenzionalnog prostora. Zapravo, simetrija Keplerovog problema je rotaciona
simetrija ¢etvorodimenzionog prostora.
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Kanonske transformacije

Trajektorija po kojoj se sistem kre¢e u konfiguracionom prostoru moze se parametrizovati pro-
izvoljnim izborom koordinata. Jedini uslov pri prelasku sa jednog na drugi skup koordinata je
nesingularnost transformacije. Kroz mnoge primere smo videli da se konaé¢ne jednacine kretanja
lakse nalaze ako izaberemo pogodne generalisane koordinate. U prvih Sest poglavlja ove glave
analiziraju se transformacije faznih promenljivih, tj. koordinata i impulsa kojima opisujemo
mehanicke sisteme, pri kojima se forma Hamiltonovih jednac¢ina ne menja. Ove transformacije
se nazivaju kanonskim transformacijama. Dacemo nekoliko definicija ovakvih transformacija.
Osnovna je da su to transformacije koje ne menjaju Poasonove zagrade. U sedmom poglavlju
uves¢emo Hamilton—Jakobijevu jednacinu. Preostali deo ove glave posvecen je integrabilnim
sistemima i promenljivima dejstvo—ugao.

9.1 Funkcije generatrise kanonskih transformacija

Ranije smo pokazali da su Lagranzeve jednacine kovarijantne pri nesingularnim transformacijama
koordinata

q1—>QZ:QZ(q1,,qn,t),2:1,,n (911)

Sada ¢emo ispitati pod kojim uslovima transformacije faznih koordinata daju ekvivalentan opis
dinamike mehanickih sistema. Prelaz sa koordinata (¢, p) na nove koordinate (Q, P) dat je sa

q; — QZ = Qi(q17"'JQ7L7p17"'7pn7t) 3
Pi — PL = ]Di((ha <oy qnsP1y - 7pn7t) . (912)

Nove fazne koordinate su funkcije starih faznih promenljivih (g, p) i vremena. Relacije (9.1.2)
moraju biti invertibilne, tj. stare fazne promenljive mozemo izraziti u funkciji novih i vremena.
Dacemo tri ekvivalentne definicije kanonskih transformacija. Prva je da je transformacija (9.1.2)
kanonska ako ona ¢uva strukturu Hamiltonovih jednacina i to vazi za sve dinamicke sisteme sa

185



186 GLAVA 9. KANONSKE TRANSFORMACIJE

n stepeni slobode. Hamiltonove jedna¢ine u kanonskim (g, p) koordinatama su

. oH
W= 5

OH
= — 9.1.3
P 94, (9.1.3)

Transformacija (9.1.2) je kanonska ukoliko u novim kanonskim koordinatama Hamiltonove jednac¢ine
takodje vaze:

: OH'
Qi = P,
/
P, = —gg : (9.1.4)

Da bismo to pokazali potrebno je da nadjemo novi hamiltonijan sistema H' = H'(Q, P, t). Novi

hamiltonijan je funkcija novih faznih promenljivih i vremena. Videé¢emo da novi hamiltonijan

nije dobijen samo prostom smenom faznih promenljivih u hamiltonijanu H(q, p,t).
Hamiltonove jednacine u (¢, p) koordinatama dobijene su iz principa minimalnog dejstva

t n
35 = [ at( Y pi — i) 0. (9.1.5)
i i=1

dok se analogne jednacine u (@, P) promenljivima dobijaju iz

tf n .

§Sop = / dt(ZPZQi —H'(Q, P, t)) ~0. (9.1.6)
ti i=1

Jednacine kretanja dobijene iz (9.1.5) i (9.1.6) bic¢e ekvivalentne ukoliko se podintegralni izrazi

u (9.1.5) 1 (9.1.6) razlikuju do na vremenski izvod neke funkcije F', tj.

dF

> pigi — Hlg,p.t) ZPQZ H(Q,P.t) + o - (9.1.7)
i=1

Funkcija F' se naziva generisu¢om funkcijom kanonske transformacije i njene varijacije u t = ¢;
it =ty moraju biti jednaki nuli. Ona moze da zavisi od starih i novih faznih promenljivih i od
vremena, tj. od 4n + 1 promenljive. Izmedju kanonskih promenljivih postoji 2n veza datih sa
(9.1.2), pa generisuéa funkcija zavisi od 2n faznih promenljivih i vremena. Izaberimo za pocetak
da generisuca funkcija zavisi od starih i novih generalisanih koordinata, tj. Fy = Fi(q, @,1).
Ovu funkciju nazivamo generisu¢om funkcijom prvog tipa. Jasno je da je

dF1 aFl - aFl . aFl
& _ g an . 1.
a ot +; <8ql " 50, Q’) (9-1.8)
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Zamenom (9.1.8) u (9.1.7) i grupisanjem clanova dobijamo

. OF . OF , OFN |,
;(pl—a—ql>dQl—Z<B+a—@>dQl+<H —H—W>dt_0. (9.1.9)
Kako su ¢;, Q; i t nezavisne promenljive to dobijamo
or;
g = , 9.1.10
p 34, ( )
o
P o= — , 9.1.11
90, ( )
F:
o= ge 2 (9.1.12)

ot

Kada znamo funkciju Fi(q, @,t) onda iz (9.1.10) i (9.1.11) mozemo da odredimo vezu izmedju
starih i novih kanonskih promenljivih, tj. kanonsku transformaciju. Zato se funkcija F} naziva
generatrisom, odnosno generisu¢om funkcijom kanonske transformacije. Preciznije, iz jednacina
(9.1.10), ukoliko je
0’ Fy
£0 (9.1.13)
9q;0Q);

nalazimo zavisnost novih generalisanih koordinata, (), od polaznih faznih promenljivih. Drugim
recima, iz (9.1.10) dobijamo

Qk:Qk<QJp7t)7 k= 17"'7” .

Zamenom dobijenih transformacija u (9.1.11) dobijamo P, = Px(q,p,t). Dobili smo eksplicitan
oblik kanonske transformacije. Novi hamiltonijan je odredjen sa (9.1.12). Vidimo da uko-
liko generiSuc¢a funkcija ne zavisi eksplicitno od vremena novi hamiltonijan je dobijen iz starog
smenom promenljivih

H' = H(¢(@Q, P),p(Q. P)) . (9.1.14)
Prethodno izvodjenje za generisucu funkciju prvog tipa Fy = Fi(q, Q,t) pokazuje da je

n

dFy =) (pidg — PAQs) + (H' — H)dt (9.1.15)

=1

totalni diferencijal. Izaberimo sada da su nezavisne kanonske promenljive stare koordinate i
novi impulsi, (¢, P). Ovo se postize Lezandrovom transformacijom generatrise prvog tipa. Clan
Pd@; u (9.1.15) prepisa¢emo u obliku

PdQ; = d(PQ;) — QidPF; . (9.1.16)

Tako (9.1.15) postaje

n

Ad(F+ Y QiP) = (pidg; + QdPy) + (H' — H)dt (9.1.17)
=1

=1
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odnosno, uvodeéi generisu¢u funkciju drugog tipa Fr = Fy + Y . | Q;P;, imamo

n

dFy =) (pidg + QdP;) + (H' — H)dt . (9.1.18)

i=1

Funkcija Fy = Fy(q, P,t) je funkcija starih generalisanih koordinata, novih impulsa i vremena i
naziva se generiSu¢om funkcijom drugog tipa. Vidi se da je

OF,
P = ; 9.1.19
p i ( )
OF,
i = ) 9.1.20
@ = o (9.120)
OF,
H = H+—=. 9.1.21
+ ( )
Iz jednacina (9.1.19) mozemo nadi P, = Py(q, p,t), ako je ispunjen uslov
0 F,
0. 9.1.22
o] ? (9.1.22)

Zamenom ovih jednacina u (9.1.20) dobijamo zavisnost novih generalisanih koordinata od starih
koordinata, impulsa i vremena. Tako smo u potpunosti odredili kanonsku transformaciju.

Generatrisa tre¢eg tipa je funkcija starih impulsa p; i novih generalisanih koordinata @,
F3 = F5(p,Q,t). Da bismo to postigli treba da

pidg; = d(pigi) — qidpi (9.1.23)

zamenimo u (9.1.15). Tako dobijamo

d(Fl—Zn:qZ‘pi> = dF3(p,Q,1)
=1

n

= N (~adpi — PAQ,) + (H' — H)at , (9.1.24)
i=1
odakle je
& = —gl;j ; (9.1.25)
P = —gg‘i , (9.1.26)
H = H+ % : (9.1.27)

Cetvrti tip generisuée funkcije kanonskih transformacija je

F4:F4(p,P,t) :FZ(Qapat)_Zquz ) (9128>
=1
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pa je
dF, = i(@idﬂ — qidp;) + (H' — H)dt . (9.1.29)
i=1
Iz zadnjeg izraza dobijamo
" = _5;2 , (9.1.30)
O - g_% | (9.131)
H = H+%. (9.1.32)

Da bismo ispitali da li je neka transformacija kanonska ili nije, moramo naci funkcije generatrise
ili pokazati da one ne postoje. Videc¢emo uskoro da postoje jednostavniji nacini za proveru
kanoni¢nosti transformacije faznih koordinata. Jedan od njih je pomoc¢u Poasonovih zagrada.
Recimo na kraju da u nekim slucajevima se ne moze izvrsiti Lezandrova transformacija, pa ne
postojoje sva Cetiri tipa generiSuce funkcije kanonske transformacije.

9.2 Primer kanonskih transformacija

Hamiltonijan harmonijskog oscilatora je

2 2 2
p mw-q
H==- 9.2.33
2m * 2 ( )
Nadjimo kanonsku transformaciju odredjenu generisu¢om funkcijom prvog tipa
1 2
Fi(q,0) = Smwg cotf . (9.2.34)

Nova generalisana koordinata je obelezena sa 6 umesto sa () kao ranije. Novi impuls umesto sa
P obelezi¢emo sa I. Razlog za ovakvu notaciju bic¢e jasan kasnije. Dalje je

oF,

p = 8_(] = mwqcot b ,
oF, mwq?
I = — 0 — 2520 (9.2.35)

Odavde je

[ 21
q = —sinf |
mw

p = V2mwlcosh , (9.2.36)
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odnosno
0 = arctan qu,
p
1
P e (s ). >
T p°+ (mw)q (9.2.37)

Transformacija (¢, p) — (0, I) ne zavisi eksplicitno od vremena. Novi hamiltonijan se dobija iz
starog smenom promenljivih, tj. prelaskom sa (q,p) na (6, ) promenljive:

H =wl . (9.2.38)

Hamiltonove jednacine kretanja u (¢, I) koordinatama su

: OH'

b= ="

: OH'

0 = 5 =Y (9.2.39)

odakle je I = a1 0 = wt + 3, gde su a i § konstante. Dakle, u novim koordinatama jednacine
kretanja se trivijalno resavaju. Nova generalisana koordinata 6 je ciklicna, odgovarajuéi kanonski
konjugovan impuls je konstantan. Novi impuls / naziva se akcijom, a nova koordinata uglom.
(0, 1) su tzv. ugao-akcija promenljive. U ovim koordinatama fazne linije su prave sa konstantnim
I, dok 0 <0 < 27. Lako se vidi da je

2w
/pdq = 2[/ df cos®§ = 2r1. (9.2.40)
0

Ovaj jednostavan primer je motivacija za generalizaciju na sisteme sa vise stepeni slobode.

9.3 Infinitezimalne kanonske transformacije

Transformacija koja je generisana generatrisom drugog tipa Fy = >, ¢;P; je jedini¢na trans-
formacija, jer je

oF,
i = = Pl 9
b dq;
oOF,
- = q, . .3.41
Qi ap % (9.3.41)

Generisucu funkcija kanonske transformacije infinitezimalno blisku jedini¢noj transformaciji pred-
staviéemo u obliku

Fy =P+ cG(q, Pt) (9.3.42)

i=1
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gde je € infinitezimalni parametar, a G(q, P,t) generator transformacije. Primenom (9.1.19) i
(9.1.20) dobijamo

0g;
- dG(q, P,t)
Qz = {; +€8—PZ‘ 3 (9343)
pa je
0G(q,p,t
Opi

9G(q,p,t)
P =p —e—212 7 9.3.44
P o ( )

U poslednjem koraku iskoristili smo G(q, P,t) = G(q,p,t) + o(€), jer se impulsi p; i P; razlikuju
do na term reda e.

Ako izaberemo da je generator kanonske transformacije hamiltonijan G(q,p,t) = H(q,p,t)
imamo

OH ,
Qi=qi+e = q; + €q;
Ipi

OH
P, =p;, — €5, = Pi +€ep; . (9.3.45)
4qi

U zadnjem koraku primenili smo Hamiltonove jednacine kretanja. Iz dobijenog izraza je jasno da
je e = dt. Zakljucujemo da je hamiltonijan generator kretanja u vremenu. Ovim smo pokazali
da je evolucija sistema

qi(t) = Qi = qi(t +0t), pi(t) = P, = pi(t + ot) (9.3.46)

kanonska transformacija.

9.4 Direktna provera

Kanonske transformacije smo definisali kao transformacije faznih promenljivih (9.1.2) koje ne
menjaju Hamiltonove jednacine kretanja. Potreban i dovoljan uslov da ove transformacije budu
kanonske je egzistencija generisuc¢e funkcije F'. U ovom poglavlju da¢emo jos jedan kriterijum
kanoni¢nosti neke transformacije. Razmatra¢emo vremenski nezavisne transformacije

q; — Q’L = Qi(qla' -5 qn,P1y - - 7pn) ;
pi = Pi=Pi(q1,--,qn, D1y, Pn)- (9.4.47)

Transformacija (9.4.47) je kanonska ukoliko su izrazi

> (pidg; — PdQi), Y (pidg + QidP)
=1 =1

S (qidpi + PdQi), > (—qidpi + QidP) (9.4.48)

=1 =1
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totalni diferencijali. Pod ovim uslovima postoje generisuce funkcije. Potrebni i dovoljni uslovi
da gornji izrazi budu totalni diferencijali, a samim tim i da data transformacija bude kanonska,
su

op; _ Op;

aqj a,p B 0Qilq.p’
0Q; . apj

3%‘ a,p B oP;lgp’
OF; _ Oqgy
Opjlap — 0Q;lar’
i) _ _09¢;

an Q,P B 0¢; lap .

U ovim izrazima kanonske promenljive u indeksima parcijalnih izvoda oznacavaju nezavisne
koordinate. Ovo je direktni na¢in da proverimo da li je vremenski nezavisna transformacija
kanonska.

Primer 1. Neka je transformacija (¢,p) — (@, P) data sa
2P
q = _SinQ 3
V mw
p = V2mwPcosQ . (9.4.49)

Pokazati da je ova transformacija kanonska.
Resenje: Iz definicije transformacije imamo

p = mwqgcot@Q ,

2
mwq
= — . 9.4.50
2sin” Q ( )
Lako se vidi da je
Op| _ _mwq
oQly — sin?Q’
oP mwq
—_— = — 9.4.51
dq lg sin? Q ( )
pa vazi
dp oP
— =——] . 9.4.52
e (9452)

Poslednja jednakost je potreban i dovoljan uslov da je izraz pdg— Pd() totalni diferencijal. Ostali
uslovi se proveravaju slicno.

Gornji kriterijum vazi i za vremenski zavisne transformacije. O tome ¢e biti reci kasnije.



9.5. INVARIJANTNOST POASONOVE ZAGRADE 193

9.5 Invarijantnost Poasonove zagrade

Da bi transformacija (9.1.2) bila kanonska potrebno je i dovoljno da su fundamentalne Poasonove
zagrade nepromenjene pri ovim transformacijama. Dakle, iz

{ai,p;} = 6i. {ai,q;} =0, {pi,p;} =0 (9.5.53)
treba da sledi
{Qs, Pj}|qp = dij, {Qi, Qj}‘qp =0, {F, Pj}|qp =0. (9.5.54)
Oznaka gp u indeksu Poasonove zagrade oznacava de se ona ra¢una u (¢,p) koordinatama.
Poasonove zagrade izmedju novih koordinata i impulsa su definsane prema

" 0Q; 0P,  0Q; OP;
i, P = - J 9.5.55
{Qi Py ;( e ) (9.5.55)

i analogno za ostale. Dakle, kanonske transformacije ne menjaju Poasonove zagrade. Cesto se
kanonske transformacije definisu upravo na ovaj nacin; kao transformacije faznog prostora koje
ne menjaju fundamentalne Paosonove zagrade. Odavde sledi da su Poasonove zagrade izmedju
proizvoljnih funkcija na faznom prostoru nepromenjene pri kanonskim transformacijama, t;j.

{f7g}PQ = {fvg}pq . (9.5.56)

Ekvivalentnost ove i definicije date u poglavlju 9.1 bi¢e pokazana u narednom poglavlju. Uveséemo
malo formalizma ali ¢e dokaz biti jednostavan.

Primer 1. Odrediti parametre o i § tako da je transformacija
Q = q¢"cos(Bp) ,
P = ¢%sin(fp) (9.5.57)

kanonska. Naéi funkciju generatrisu F3(p, @, t) u tom slucaju.
Resenje: Poasonova zagrada izmedju nove koordinate i novog impulsa je

{Q, P} = {q" cos(Bp), ¢" sin(Bp)} = afg** ' =1 (9.5.58)
odakle je « = 3, =2 . Primenom (9.1.25) i (9.1.26) imamo
0F; Q?
1= op cos?(2p)
-P = g—g’ = —Qtan(2p) . (9.5.59)
Iz prve jednacine sledi ,
F3 = —% tan(2p) + f(Q, 1) (9.5.60)

Iz druge jednacine dobijamo f = 0, pa je
2

Fy = —% tan(2p) . (9.5.61)
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9.6 Simplekticke transformacije

Hamiltonove jednacine kretanja (8.3.15) prepisa¢emo u matricnom obliku

i oH
0 - (3
’ 9q;

OH
_ <—O]1 ]é) (§%> , (9.6.62)

gde je 1 jedini¢na n X n matrica. Neka je n kolona sastavljena od 2n elemenata

n=(q, GnP1s-- - Pn) (9.6.63)
Definisimo 2n x 2n matricu sa
J= (_01 g) | (9.6.64)
Ova matrica je antisimetriéna, J7 = —J. Hamiltonove jednac¢ine u kompaktnoj notaciji su
N = J%—Is (9.6.65)
odnosno
Na = Jabg—i ; (9.6.66)

gdejenr =q1,- -0 = Qns a1 = D1, - - -, N2n = Pn - Indeksi a, b uzimaju vrednosti 1,2, ..., 2n.
Fundamentalne Poasonove zagrade (8.6.37) u kompaktnoj formi su

(e} = ({M} {qupj})

{pia(.Ij} {Pz,pj}

. 0 (Sij
- —51‘3‘ 0

= Ju. (9.6.67)

Poasonovu zagradu izmedju dve funkcije na faznom prostoru definisali smo sa (8.6.31). I nju
¢emo prepisati u kompaktnoj notaciji:

_ ~~(0f0g Of 0y
{f’ g} B ; <8(J1 Op; a Op; aq1>

 ~/Of 9y af 0Og

B Z <0m Misn  OMitn 8m>

- Zzam . (9.6.68)

a—1 b—1 b
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Razmatrajmo vremenski nezavisne transformacije faznih promenljivih

77a—>§a=§a(771:---a77n) .

Ova transformacija je kanonska ukoliko Hamiltonove jedna¢ine sa hamiltonijanom H(n) pres-
likava ponovo u Hamiltonove jedna(:ine sa hamiltonijanom H(n(§)) = H'(&), tj

. _ aga dT/b
ga N Z 877;, dt
_ Zn Z aga
b=1 c=1
= iznz 0% ;. 06aOH'(E) (9.6.69)
o= s Om 0N 08
Ako uvedemo Jakobijevu matricu transformacije M sa
9a
My, = , 9.6.70
’ one ( )
onda imamo
] 2n 8H
b= (MIM")oq7 5, (9.6.71)
d=1

Sada je ocigledno da invarijantnost Hamiltonovih jednacina znac¢i da matrica M zadovoljava
uslov

MJM" =] . (9.6.72)

Matrice M formata 2n x 2n koje zadovoljavaju gornji uslov nazivaju se simplekticke matrice.
Skup tih matrica obelezava se sa Sp(2n, R). To su kanonske transformacije. Ukoliko Jakobijeva
matrica M zadovoljava gornji uslov transformacija je kanonska. Matriéni elementi matrice M
su

0Qi 9
M=|358 9. (9.6.73)
9q;  p;

Invarijantnost Poasonovih zagrada pri kanonskim transformacijama se lako vidi:

2n  2n of o
{fag}ﬁ = ZZ ab™q f g

a=1 b=1 877(1 8771)
SRRk 060y

=1 b1 &, 877a 3% 0&q
— ZZ (MJMT bdgg

a—=1 b—1 Ce Ca
= ZZ Jpdme

a=1 b=1 & 65

= {f.g}e- (9.6.74)
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Dakle, vrednost Poasonove zagrade ne zavisi od toga koje kanonske koordinate koristimo.

Postoje tri ekvivalentna nacina da definiSemo kanonske transformacije. Prvi je da su to
transformacije koje ne menjaju kanonsku strukturu jednacina kretanja, tj. ne menjaju formu
Hamiltonovih jednacina za sve dinamicke sisteme. Drugi je da su to transformacije pri kojima
su Poasonove zagrade nepromenjene. Tre¢i nacin je da su to transformacije za koje je Jakobijeva
matrica M = g—g simplekticka.

Simplekticke matrice, odnosno kanonske transformacije, ¢ine gruput. Ako su M; i M sim-
plekticke matrice onda je

My My J (M Mo)T = My My JMEME = MygM] =T, (9.6.75)

pa zakljucujemo da je i My M, simplekticka. Ovim smo pokazali zatvorenost. Mnozenje matrica
je asocijativno. Jedini¢na matrica jeste kanonska transformacija i ona je jedini¢ni element. Iz
MJM?T = J sledi det M = £1. Ovo znaéi da za svaku simplekticku matricu M postoji inverzna
M~!' = —JM?"J i ona zadovoljava uslov simplekti¢nosti.

U ovom i prethodnom poglavlju razmatrali smo samo vremenski nezavisne kanonske trans-
formacije. Postavlja se pitanje u kojoj meri kriterijumi kanonic¢nosti koje smo uveli za vremenski
nezavisne transformacije vaze za vremenski zavisne transformacije.

Vremenski zavisna kanonska transformacija (9.1.2) u kompaktnoj notaciji je

T]CL _> é-(l = 5(1(7717 AR 777n;t> ) (9676)

gde je n = (g1, @, p1---p)T 1 € = (Q1,...,Qn, Pi,...,P,)T. Transformaciju (9.1.2),
odnosno (9.6.76) mozemo ostvariti u dva koraka, tj. ona je proizvod, odnosno uzastopna primena

dve transformacije. Prva je transformacija

Na = &a = &M, - - sy to) (9.6.77)

za neko fiksno ¢ = ¢y. Drugi korak je vremenska evolucija od t; do ¢t. Ukoliko je transformacija
u prvom koraku kanonska onda ¢e i ukupna transformacija biti kanonska jer je hamiltonovska
evolucija u drugom koraku kanonska transformacija. Ovaj iskaz sledi iz Cinjenice da kanonske
transformacije ¢ine grupu. Dakle, vremenski zavisna transformacija je kanonska ukoliko je ona
kanonska za fiksno t. Kriterijumi kanoni¢nosti preko invarijantnosti Poasonove zagrade ili preko
uslova simplekticnosti Jakobijeve matrice su potrebni i dovoljni uslovi kanoni¢nosti transforma-
cije (9.1.2) odnosno (9.6.76).

9.7 Hamilton-Jakobijeva jednacina

Razmotrimo jednu specijalnu vremenski zavisnu kanonsku transformaciju koja vrednosti gen-
eralisanih koordinata i impulsa (¢,p) u trenutku ¢ prebacuje u njihove vrednosti u pocetnom
trenutku to, tj. Q; = qi(to), Pi = pi(to). Kako je P, =01 Q; = 0 novi hamiltonijan je konstanta
i moze se izabrati da je jednak nuli.

'Definicija grupe je data u dodatku B.



9.7. HAMILTON-JAKOBIJEVA JEDNACINA 197

Ovo je motivacija da definiSemo kanonsku transformacije koja hamiltonijan sistema trans-
formise u nulu. Transformisane koordinate i impulsi su zbog Hamiltonovih jednacina kon-
stantni. Ovakvu transformaciju moze da generiSe funkcija drugog tipa, koju ¢emo obeleziti
sa S = S(¢;, Py, t). Ona se naziva Hamiltonovom glavnom funkcijom. Novi generalisani impulsi
su P, = ay, gde su oy, konstante. Te konstante ne moraju biti pocetni impulsi, ve¢ su to najcesce
konstante kretanja.

Jednaéina (9.1.21) postaje

oS 05
H (i, pi = 5 1) —0. 9.7.78
6= 50t) T gy ( )
Ovo je Hamilton-Jakobijeva jednacina. To je parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda po
n + 1 promenljivoj: qi,...,q,,t. Hamiltonova glavna funkcija

S=5(q1, Gn, ty 1, ... ) + pi

zavisi od vremena, n generalisanih koordinata i n+1 integracione konstante. Aditivnu konstantu
a,+1 mozemo odbaciti, jer je nevazna. Nove koordinate

9S(q, a,t)

80%

Qr = = DB (9.7.79)

su takodje konstantne, jer je prema Hamiltonovim jednac¢inama Q; = 0. Ukoliko je

det <azzaij> 70

iz gornjeg skupa jednacina dobijamo

Zamenom (9.7.80) u
05(q, a,t)
= —F0 9.7.81
Dk o ( )
dobijamo
pk:pk<a767t) 7k:17"'7n' (9782)

Jednacine (9.7.80) i (9.7.82) odreduju evoluciju sistema u faznom prostoru. Dakle, resavanjem
Hamilto-Jakobijeve jednacine, tj. nalazenjem generatrise S mi nalazimo reSenje mehanickog
problema. Hamilton—Jakobijev metod je ekvivalentan sa Hamiltonovim, odnosno Lagranzevim
metodom. Ekvivaletnost ovih metoda lezi u ¢injenici da je sistem od n diferencijalnih jednacina
drugog reda ekvivalentan sa sistemom od 2n diferencijalnih jednacina prvog reda, odnosna sa
jednom parcijalnom diferencijalnom jednac¢inom koja sadrzi parcijalni izvode po vremenu i po n
koordinata.
Generatrisa S nije novi objekat. Potrazimo njen vremenski izvod:

"L 9S dg; .
dt > B, di —< (qi,pi,t)Jr;piqi)

. 9.7.83
p=05/dq ( )
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U drugom koraku primenili smo Hamilton-Jakobijevu jednacinu. U krajnjem rezultatu gener-
alisani impulsi su eliminisani preko generalisanih koordinata i brzina, pa na kraju dobijamo
lagranzijan L(q, q,t). Integracijom (9.7.83) po vremenu od to do t dobijamo

5= / "Lg. .0t (0.7.84)

to
Ovo pokazuje fizicki smisao generatrise S. Ona je dejstvo izracunato na pravoj trajektoriji
sistema. Dejstvo je generisuca funkcija kanonske transformacije koja transformise sistem od
jednog do drugog trenutka vremena.

Primer: Za cesticu mase m u gravitacionom polju naci glavnu Hamiltonovu funkciju.
Resenje: Hamiltonijan cestice je

P2+l + p?

H = o +mgz . (9.7.85)
Hamilton-Jakobijeva jednacina je
1 1705\2 05\ 2 05\ 2 a8
— (= - - — = 9.7.86
2m[<8x> +<8y> +(8z>}+mgz+8t 0 ( )
i reSavacemo je metodom separacije varijabli. Pretpostavi¢emo resenje u obliku
S = S1(z) + Sa(y) + S5(2) — Et . (9.7.87)
Zamenom (9.7.87) u (9.7.86) dobijamo sistem jednacina
((11—5; = +v2mo;
d—52 = +2maoy
dy
ds.
d—3 = £2m(asz — mgz) (9.7.88)
z
uz a1 + as + a3 = E. Glavna Hamiltonova funkcija je
S = +V2mayx £ V2masy + O’ (ag —mgz)>? — (o + ay + as)t . (9.7.89)
myg
Primenom 95
i =—,1=1,2,3 9.7.90
b= i (9.7.90)
dobijamo

v o= 2t )
v o= 2+ )

a3 g 2
z = m (t—F@g) ( )
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9.8 Hamiltonova karakteristicna funkcija

Ogranic¢imo se na specifican, ali vazan slucaj, kada hamiltonijan sistema ne zavisi eksplicitno od
vremena, tj. kada je H = H(q,p). Ovakvi sitemi se nazivaju autonomnim. Napomenimo da ako
hamiltonijan ne zavisi eksplicitno od vremena on je konstanta kretanja, ali ne mora da bude
jednak energiji. Za ovakve sisteme Hamiltonova glavna funkcija ima oblik

S(q,a,t) = W(q,a) — E(a)t . (9.8.92)

Funkcija W(q, «) se naziva Hamiltonovom karakteristicnom funkcijom. Hamilton-Jakobijeva
jednacina se svodi na vremenski nezavisan oblik

ow
dg;

H(Qz’api = > = F(a) . (9.8.93)

Interesantno je da je Hamiltonva karakteristicna funkcija takodje generatrisa kanonske trans-
formacija za sisteme sa vremenski nezavisnim hamiltonijanom. Novi hamiltonijan je konstantan

H =H=FE(,....a) . (9.8.94)

Nove generalisane koordinate @); su cikli¢ne, pa iz

. OH'
P, =— =0, 9.8.95
20, ( )
sledi da su novi kanonski impulsi konstante kretanja P; = «;. Sa druge strane je
. 0H" 0FE(«a)
.= = = v;(a) , 9.8.96
=0 = oa, " (@) ( )
gde je v; = v;(a, ..., q,). Integracija gornje jednacine daje
Qi(t) = Boi +vi(a)(t — to) , (9.8.97)
gde su fy; i to konstante. Cesto se uzima da je prva integraciona konstanta a; = H' = E. Tada
je
t =1
Q= it h (9.8.98)
Bi, za ©# 1.

Na ovaj nacin smo resili jednacine kretanja u koordintama (@, P). Primecujemo da je energija
generalisani impuls konjugovan vremenu kao generalisanoj koordinati.

9.9 Integrabilni sistemi

Dinamika mehanickih sistema odredjena je diferencijalnim jednacinama kretanja. Hamiltonovi
sistemi zadovoljavaju Hamiltonove jednacine kretanja. Za sistem ¢emo reéi da je integrabilan
ako se resenje jednacina kretanja moze, bar u principu, odrediti analiticki. To znac¢i da se uz
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pomo¢ algebrskih transformacija resenje izrazi preko integrala, tj. svede na kvadrature. Integrali
ne moraju biti eksplicitno reseni.

Dinamika kanonskih sistema sa n stepeni slobode odredjena je sa 2n diferencijalnih jednac¢ina
prvog reda (8.3.15). Ovakav sistem je integrabilan ako postoji n nezavisnih prvih integrala
kretanja, f1(q,p), ... fu(q,p) ¢ije Poasonove zagrade su jednake nuli,

{fi?fj}:()7 Zaj: 17"'7” .

Za integrale kretanja koji zadovoljavaju gornje uslove kaze se da su u involuciji.
Hamiltonijan jednodimenzionog konzervativnog sistema je

2
H:p——i-U(q).

2m

Kanonske jednacine kretanja su

p=-U(q), ¢=p/m.

Hamiltonijan je integral kretanja, jer je {H, H} = 0 . Ako sa E obelezimo energiju cestice, onda
je

P
—+U(q) =E.

2m
Iz ove jednacine dobijamo

. \/% / dqg
2J) VE-U(q)
Integral koji se pojavljuje u ovom izrazu ¢esto se ne moze resiti. Gornja jednac¢ina, invertovanjem
daje zavisnost ¢ = ¢(t). 1z ove jednacine se dobija i zavisnost impulsa od vremena. Zaklju¢ujemo
da su jednodimenzioni konzervativni sistemi integrabilani.
Kretanje ¢estice u centralnom polju je takodje primer integrabilnog sistema. Sistem ima tri
stepena slobode, a fazni prostor je Sestodimenzionalan. Lako se vidi da je

{H, L3} =0, {L3,L*} =0, {Ls3, Ly} = Ly, {L3, L1} = —Ls . (9.9.99)

Ove Poasonove zagrade pokazuju da su H, Lz, L? integrali kretanja koji su u involucij ("komu-
tiraju’). Sistem je prema tome integrabilan.

Sistem dva tela koja interaguju centralnom silom ima Sest stepeni slobode. Dimenzija faznog
prostora je dvanaest. Sistem je integrabilan, jer su sledec¢ih Sest integral kretanja:

2
Hyy = ;’_ +U(r), P12, L. (9.9.100)
1
u involuciji. Sa p je obelezena masa relativne cestice, sa p njen impuls, a sa P impuls centra
mase. Sistem od tri tela nije integrabilan, jer je broj stepeni slobode jednak 9, a broj integrala
kretanja koji su u involuciji Sest. To su iste veli¢ine kao u problemu dva tela.
Naveli smo nekoliko primera integrabilnih sistema. Medjutim, integrabilni sistemi su retki.

Vecina sistema u prirodi je neintegrabilna.
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9.10 Promenljive dejstvo-ugao

Nasa dalja analiza se odnosi na sisteme ¢iji hamiltonijan ne zavisi od vremena i koji su sep-
arabilni. Konzervativni sistem je separabilan ukoliko je Hamiltonova karakteristicna funkcija
suma n-clanova od kojih svaki zavisi samo od jedne generalisane koordinate i od n konstanti
A1y .y Oy 1.

W(qr, s qu, a1, an) = Wi, oq, .o cy0n) + -+ Wolgn, aa, -, ) - (9.10.101)

Dakle kod kompletno integrabilnih sistema Hamilton—Jakobijeva jednac¢ina moze biti reSena
separacijom varijabli.

Dalje ¢emo pretpostaviti da je kretanje separabilnih sistema periodi¢no. Periodi¢na kretanja
su vazan primer kretanja u prirodi. Postoje dva tipa periodi¢nih kretanja. Prvi tip periodi¢nih
kretanja su kretanja pri kojima su svi parovi (g;(t), p;(t)) periodi¢ne funkcije sa periodom 7;
za svako ¢ = 1,...,n. Periodi oscilovanja za razlicite parove konjugovanih koordinata mogu
biti razli¢iti. Fazne linije su u tom slu¢aju zatvorene linije u (g;, p;)— ravnima. Strogo gledano
ovakvo kretanje ne mora biti periodi¢no, jer su periodi u razli¢itim faznim ravnima (g;,p;)
razliciti. Drugim reCima sistem se ne vraca posle nekog vremena u prvobitnu konfiguraciju.
Tipican primer je dvodimenzioni oscilator sa razli¢itim frekvencama duz x i y osa. Drugu
klasu periodi¢nih kretanja predstavljaju tzv. rotacije. To su kretanja kod kojih su p; = p;(¢;)
periodi¢ne funkcije, tj. pi(¢; + qoi) = pi(g;). Kretanje je ograniceno u oblasti koordinata unutar
nekog intervala i ponavlja se.

Matematicko klatno je primer fizickog sistema kod koga postoje oba tipa periodi¢nog kre-
tanja, zavisno od energije klatna. Ako energija klatna zadovoljava nejednakost £ < 2mgl,
kretanje je oscilatorno. Ako je ispunjen uslov £ > 2mgl kretanje je rotaciono. Granic¢ni slucaj,
E = 2mgl je tzv. separatrisa.

Za kompletno integrabilne i separabilne sisteme mozemo definisati kanonsku transformaciju
od starih faznih promenljivih (g, p) u nove fazne promenljive (0, I), ¢ija je generatrisa Hamitonova
karakteristicna funkcija. Definisimo n novih impulsa

I, = %pkd% : (9.10.102)

gde se integrali po periodu kretanja u ravni (gx,px). Ove varijable se nazivaju varijablama
dejstva (akcije). Primenom (9.1.19) imamo

— aW(Qla--an;ala-”’an) — aWk(qk7a17"'7an>

D 9.10.103
‘ G, gy ( )
Impuls py zavisi samo od k—te koordinate g, i konstanti aq,...,q,. Zamenom (9.10.103) u
definiciju I} vidimo da ove veli¢ine zavise samo od konstanti, tj.

Ik :]k<051,...,05n) s (910104)

pa su prema tome i one konstante kretanja. Pretpostavi¢emo da su relacije (9.10.104) invert-
ibilne, tj. konstante ay, k£ =1,...,n mozemo da izrazimo preko promenljivih Iy, ..., I, tj.

. = Oék(]h...,fn) . (910105)
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Zamenom gornjih relacija u Hamiltonovu karakteristicnu funkciju W(qy, ..., g, a1, ..., a,) do-
bijamo novu Hamiltonovu karakteristicnu funkciju

W=W(q,...qu L, L) =Y Wila, Ir,... 1) - (9.10.106)
k=1

U daljem izlaganju ne¢emo pisati tildu u oznaci Hamiltonove karakteristi¢ne funkcije. Koordinate
konjugovane varijablama dejstva obelezili smo sa 6; i zovemo ih ugaone promenljive. Primenom
(9.1.20) dobijamo

- 8VVZ(qZ, ]1, ce 7]n>

0; , 9.10.107
a1 ( )
jer je Hamiltonova karakteristicna funkcija generatrisa kanonske transformacije (¢;, p;) — (6;, I;).
Novi hamiltonijan H' = FE(I3,...,I,) ne zavisi od uglova, pa Hamiltonove jednac¢ine u novim
koordinatama su
. OH'(I)
00;
. OH'(I
o1,
Velicine v;(14, ..., I,,) se nazivaju frekvencama i one su konstante. U novim faznim promenljivim
integracija Hamiltonovih jednacina je jednostavna. ReSavanjem zadnje jednacine dobijamo
01<t) = ‘gig + l/i(t - to) s (910109)

gde su 6y; su integracione konstante.

Neka koordinata g izvrsi jedan pun ciklus, dok se ostale koordinate ne menjaju. Promena
ugaone promenljive #; za vreme od jednog ciklusa koordinate g ¢emo obeleziti sa Ag#;. Jasno
je da je ova promena data sa

A0 :7{ do; :f{ gei dgs, . (9.10.110)
Cr Cy

dk

U ovoj formuli se ne sumira po k. Dalje imamo
0*PW
o, OLi0qy,

0 7{ ow

= ——dgx

ol; Jo,
ol,
oI,
Ugaona promenljiva 6y, je periodi¢na funkcija koordinate gy, jer je Agfy = 1. 1z (9.10.109) vidimo
da je v, Tr = 1, gde je T} period u toku jednog ciklusa izazvanog promenom k—te koordinate.
Ova procedura omogucava nam da odredimo periode u faznim ravnima. Napomenimo na kraju

da ako je kretanje sistema stvarno periodi¢no, Sto znaci da se sistem posle nekog vremena, T’
vrac¢a u pocetnu konfiguraciju onda mora vaziti

Ay, dgy

Sk - (9.10.111)

T'=mT =--=m,1,,

gde su myq, ..., m, prirodni brojevi.
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9.11 Keplerov problem

Razmotrimo kretanje ¢estice mase m u ravni xOy pod dejstvom privlacnog potencijala —é.

Hamiltonijan je dat sa
2 2
pr p@ k
H— e _ 9.11.112
2m + 2mr? r ( )
Hamilton—Jakobijeva jednacina je
1 ,05\2 1,05\ k 0OS
— (= —) ——+—=0. 9.11.113
<8T > <8¢> ot ( )

2mr?

Resenje Hamilton-Jakobijeve jednacine, trazi¢emo metodom separacije varijabli, u obliku:
S =W.(r)+W,(¢) — Et. (9.11.114)

Zamenom ovog oblika glavne Hamiltonove funkcije u Hamilton-Jakobijevu jednacinu dobijamo

aw,
dgpw -
2 29
<dWT> — omp - Je 2k (9.11.115)
dr r? r

gde je a, konstanta. Iz jednacina (9.11.115) se nalaze W, i W,,. Kona¢no, glavna Hamiltonova
funkcija je

2mk a2
S = —Et+a¢,goi/dr\/2mE+ o - —. (9.11.116)
r r
Vidimo da su F i ¢ ciklicne koordinate. Hamiltonova karakteristicna funkcija
2mk a2
W =oa,p =+ /dr\/ mE —“20 (9.11.117)
r r

je generatrisa kanonske transformacije. Nadjimo promenljive dejstvo—ugao u ovom slucaju.
Uzmimo da je energija cestice negativna, ¥ < 0. U tom slucaju kretanje je periodicno. Koordi-
nate dejstva su date sa

I, = j{p¢dgp = 2T, (9.11.118)
2mk a2
I, = ¢ pdr = dry/2mE + —— — — . (9.11.119)
r
Da bismo definisali integral u izrazu za I, potrebno je da mu odredimo granice. Nule polinoma
2
2mk _ i—;" su minimalno i maksimalno rastojanje. Lako se dobija da su one date sa
k[P
"= T Ve TonE

k k2 ol
= —— — . 9.11.120
"2 2E " ViIE T 2mE ( )
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Jasno je da je r;1 < ry. Za vreme od jednog perioda radijalna koordinata varira od r; do 7 i
ponovo do ry. Dakle:

2 k‘ 042 1 2 k’ &2
I, = / dr\/ m 30 / dr\/QmE+ m ——;p
ro T T

2
- 2/ dr\/QmE—I-M—%
.

T1

= V —8mE/ —\/—7"2 + (r1 +ro)r —rirs . (9.11.121)
r1 r

Primenom tabli¢nog integrala

d
/\/Ax2+Bx—|—C’7x—\/Ax2+B:c+C

B ) 24z + B . Bx +2C
EWay arcsin (m) — v —C arcsin <|x| T 4AC’) . (9.11.122)

koji vazi za A < 01 C < 0, dobijamo

2
I = 7r<l<; —”; _ 204@) . (9.11.123)
Iz ovog izraza se lako dobija
2m2mk?
TP (9.11.124)
r Ty

Da rezimiramo. Stare kanonske promenjljive su 7, ¢, p, i p,. Kanonskom transformacijom prelaz-
imo na nove kanonske promenljive koje nazivamo promenljive dejstvo—ugao. Novi imapulsi su
I,,1,, dok su nove koordinate uglovi 6, i 6,. Koordinate I, i I, su povezane sa konstantama F
1 (.

Da bismo odredili kompletno kanonsku transformaciji potrebno je da jos odredimo uglove 6,
i0,. To se moze uraditi primenom

ow ow

0, =" 0,=" .
"= 91, ¢ T oI,

Prethodno je u izrazu za Hamiltonovu karakteristicnu funkciju potrebno konstante oy, i E izraziti
preko I, i I,. To vam ostavljamo za samostalni rad. Odredimo na kraju period oscilovanja. Novi
hamiltonijan je

H_po  2Tmk
(I + 1)

Iz njega, primenom (9.10.107) dobijamo

Obe frekvence su jednake, i obelezi¢emo ih sa v. Period kretanja je T'= 1/v. Dobijeni rezultat
je u skladu sa tre¢im Keplerovim zakonom. Pomoc¢u ovog metoda odredili smo period kretanja
kod Keplerovog problema, bez resavanja jednacina kretanja.
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9.12 Zadaci

9.1. Pokazati da je transformacija

Q) = In(l1+./qcosp)

P = 24/14,/qcospsinp

kanonska transformacija. Pokazati, takodje da je

funkcija generatrisa ove transformacije.

9.2. Pokazati da je transformacija

Q1 = qrcosa+pesina, Q2 = g cosa+ pysina

P, = —@gsina+picosa, P, = —q sina+ pscosa
kanonska. Naci funkciju generatrisu.

9.3. Hamiltonijan harmonijskog oscilatora je

2 2.2
P Mw=x
H=-"—+

2m 2

(a) Pokazati da je transformacija data sa

1 )

QR = —— (p + 1mwq)
2imw
1

P = —— (p — imwq)
21mw

kanonska.
(b) Odrediti funkciju generatrisu, F5(q, P) ove transformacije.
(¢) Naéi hamiltonijan u novim koordinatama.

9.4. Da li je vremenski zavisna transformacija
1 3
Q = P + In(tpg”)
1 1
P o= —5pg'(L+te?)

kanonska? Naci kako se hamiltonijan H = %3 transformise pod dejstvom ove transformacije.

9.5. Sastaviti i resiti Hamilton-Jakobijevu jednacinu za jednodimenzionalni harmonijski oscila-
tor. Koristeci jednacinu za [ resiti kanonske jednacine kretanja.
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9.6. Cestica mase m kreée se u jednoj dimenziji u linearnom potencijalu U = kz, gde je k
konstanta.

(a) Resiti Hamilton-Jakobijevu jednacinu.
(b) Na osnovu dela (a) nadi resenje jednacina kretanja, tj. odrediti z i p u funkciji vremena.

9.7. Hamiltonijan anizotropnog dvodimenzionalnog oscilatora je

2 2 ]{?l‘2 k 2
p_x+&+_1 + 2y .
2m  2m 2 2

H =

(a) Resavanjem Hamilton-Jakobijeve jednacine na¢i Hamiltonovu glavnu funkciju.

(b) Koriste¢i Hamiltonovu glavnu funkciju naéi resenje kanonskih jednacina kretanja. Pocetni
uslovisuz(t =0)=a, y(t=0)=0, £(t=0)=01g(t =0) = vo.

(c) Naéi promenjljive dejstva I, I,,, i odgovarajuce uglove 6y, 65.
(d) Izraziti energiju preko I, I,,.
(e) Naéi Hamiltonove jednacine u promenljivima dejstvo-ugao.

9.8. Cestica mase m moze da se kreée bez trenja po §ipci zanemarljive mase, koja je nagnuta pod
konstantnim uglom 6 prema verikalnoj osi. Sipka rotira stalnom ugaonom brzinom {2 oko ver-
tikalne ose. Naéi glavnu Hamiltonovu funkciju i na osnovu nje naci resenje kanonskih jednacina
kretanja.



Dodatak A

Kronekerova delta i simbol Levi—Civita

Kronekerova delta je definisana sa
1, za i=3j
0ij = ., (A.0.1)
0, za 1#7.

Ona uzima vrednosti jedan ili nula. Matri¢ni elementi jedini¢ne matrice su jednaki Kronekerovoj
delti. Vazna osobine su

or;
L= gy A0.2
o, dij (A.0.2)
3
> Ay = A (A.0.3)

=1

Velicina €5, je simbol Levi-Civita. On uzima vrednosti 1,0 ili —1. Za izbor i = j = k = 1,
on je jednak jedinici, tj. €193 = 1. Svaka transpozicija indeksa daje jedno minus. Npr. €33 =
—1, €231 = 1. Ukoliko se neki indeks ponavlja ovaj simbol je jednak nuli. Dakle za svaku parnu
permutaciju indeksa 1,2 i 3 simbol Levi-Civita je jednak jedinici, a za svaku neparnu je —1.
Kronekerova delta je tenzor ranga dva, dok je simbol Levi-Civita tzv. pseudotenzor ranga tri.

Neka su A = Z?Zl Ae; 1B = Z?Zl B;e; vektori. Sa A; i B; obelezili smo njihove Dekartove
komponente. Njihov skalarni proizvod je dat sa

3
A-B=> AB;.
=1

i1—ta Dekartova komponenta vektorskog proizvoda vektora A i B se moze izraziti preko
simbola Levi—Civita na slede¢i nacin
3
(A X B)z = Z €ijk:AjBk .
Jik=1

Dakle,
3

A xB= Z eijkAjBkei

i k=1
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Slede¢a dva identiteta koji zadovoljavaju mesoviti i dvostruki vektorski proizvod su vrlo korisna:

A-BxC) = B-(CxA)=C- (A xB) (A.0.4)
Ax(BxC) = (A-C)B— (A -B)C. (A.0.5)

Prvi (A.0.4) je cikliicnost meSovitog proizvoda.



Dodatak B
Grupa

Grupa je matematicka struktura sastavljena od skupa elemenata GG i binarne operacije mnozenja
u grupi, koju ¢emo obeleziti sa -. Da bi ova struktura bila grupa moraju biti zadovoljeni sledeci
uslovi (tzv. aksiome grupe):

e Proizvod dva elementa iz grupe pripada grupi, tj. Vg1, 92 € G, g1 - g2 € G. Ova osobina se
naziva zatvorenost.

e Mnozenje u grupi je asocijativno, tj. Vg1, 92,93 € G, (g1-92) - 93 = g1 - (g2 - g3)-
e Postoji jedini¢ni element, e u grupi koji zadovoljava uslov Vg € G g-e =¢-g = g.

e Za svaki element grupe g postoji njegov inverzni element, g~! takavdajeg-g ! =g l-g = e.

U ovoj knjizi susreli smo se sa dva vazna primera grupa. Prvi je rotaciona grupa, a drugi je
grupa simplektickih matrica.
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Dodatak C

Kvadratna forma 1 ekstremne vrednosti
funkcije vise promenljivih

Neka je A realna simetri¢cna matrica formata n X n, a x1,...,x, promenljive. Izraz

Axy,. .., x,) =2 Az = Z Ajjzix;

,j=1

je kvadratna forma. Ako je vrednost kvadratne forme pozitivna za svaku vrednost promenljivih
x1 #0,...,x, # 0 za formu se kaze da je pozitivno definitna. Sa druge strane, kvadratna forma
je negativno definitna, ako je za sve vrednosti promenljivih 1 # 0,..., z, # 0 ona negativna.
Silvesterov kriterijum omoguc¢ava da se brzo odredi da li je forma pozitivno ili negativno
definitna. Kvadratn forma je pozitivno definitna ako i samo ako su ispunjeni sledec¢i uslovi:

aiy ... Qin

>0, ..., > 0. (C.0.1)
Ap1 ... Qpp

ail aig

aip > O,
21 Qa22

Kvadratna forma je negativno definitna ako i samo ako vaze sledeci uslovi

a a ay; ... Qip
apy <0, |1 TR0, (=" >0. (C.0.2)
a21 (22
Ap1 ... Qpp
Neka je tacka (xgo), o ’%(10)) stacionarna tacka funkcija vise promenljivih f = f(zq,...,x,), tj.
of
=0.
ox;lo
Ako je
0 f
d*f = dz;dx;
f ; O0z;0x;lo R

pozitivna (negativna) kvadratna forma onda je tacka (ocgo), . ,x%o)) lokalni maksimum (mini-

mum) fuknkcije f.
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