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Glava 1

Prostorno-vremenske simetrije

Specijalna teorija relativnosti (STR) je formulisana 1905. godine. Zasnovana je na dva
postulata. Prvi postulat je iskaz da fizicki zakoni imaju isti oblik u svim inercijalnim ref-
erentnim sistemima. Drugi postulat je iskaz da je brzina svetlosti u vakuumu konstantna
i priblizno jednaka ¢ = 3 x 10%m/s u svim inercijalnim referentnim sistemima. Jedna
od posledica ovih postulata je uvodjenje prostora Minkovskog, kao ¢etvorodimenzionog
prostora u kome su koordinate vreme i tri prostorne koordinate. Vreme, koje je bilo izd-
vojeno u Njutnovoj mehanici u odnosu na prostorne koordinate, se u okviru STR tretira
potpuno ravnopravno sa ostalim koordinatama. To dovodi do novih (neocekivanih) fenom-
ena kao Sto su kontrakcija duzina i dilatacija vremena i njihove posledice. U ovoj glavi
¢emo detaljno prouciti prostor Minkovskog, njegove izometrije: Lorencovu (H. Lorentz)
i Poenkareovu (H. Poencaré) grupu i njihove osobine. Posebnu paznju ¢emo obratiti na
klasifikaciju ireducibilnih reprezentacija ove dve grupe, jer su ireducibilne reprezentacije
jako bitne u konstrukciji razlicitih teorija polja.
Mnogi detalji o Lorencovoj i Poenkareovoj simetriji su dati u referencama [1, 2.

1.1 Lorencova grupa

Prostor Minkovskog je realan ¢etvorodimenzionalan prostor. Cetvorovektor polozaja u
prostoru Minkovskog je

ct
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Skalarni proizvod vektora je definisan uvodjenjem metrickog tenzora

1 0 0 0
0 -1 0 0

=10 o0 -1 o (1.1.1)
00 0 -1

Koriste¢i metricki tenzor, duzina cetvorovektora z# se moze izracunati kao z? = g, x"a".
Lorencove transformacije su definisane kao transfomacije koordinata

't = A* x (1.1.2)
koje ne menjaju duzinu ¢etvorovektora, tj. 2”2 = z2. Iz ovog uslova sledi

(AT)MpngAUV =9 - (1.1.3)

Na osnovu ove jednacine mozemo zakljuciti da postoji Sest nezavisnih Lorencovih trans-
formacija. Proizvoljna realna 4 x 4 matrica ima 16 nezavisnih elemenata. Sa druge strane,
jednacina (uslova na matrice A*)) u (1.1.3) ima 10, pa je broj nezavisnih Lorencovih trans-
formacija 16 — 10 = 6: tri rotacije i tri busta. Pored bustova i rotacija, u Lorencove
transformacije spadaju i prostorna i vremenska inverzija. Matrica prostorne inverzije I, i
vremenske inverzije I; su date matricama

1 0 0 0 ~1.0 0 0
0 -1 0 0 0 100

h=1o 0 -1 o %=0o 010 (1.1.4)
0 0 0 -1 0 00 1

Lako se proverava da one jesu Lorencove transformacije, jer zadovoljavaju uslov (1.1.3).
Lorencove transformacije ¢ine grupu O(1,3,R). Da bismo ovo pokazali potrebno ja da
proverimo da su svi aksiomi grupe zadovoljeni.

1. Neka su Ay i Ay Lorencove transformacije. Primenimo prvo transformaciju A, a
zatim Ay. Vektor koordinate x* posle prve Lorencove transformacije prelazi u x* =
(A1) x”. Ako sada primenimo transformaciju Ay, dobi¢emo

2" = (Ag)" 2" = (A2)", (A1)" 2"
Sada ¢emo pokazati da je AsA; Lorencova transformacija. To se vidi direktno:
(A2A1)Tg(AoA) = AT (A5 gA2) A = Afghi =g .

Ovim smo pokazali zatvorenost.

2. Jedini¢ni element grupe je jedinicna matrica.
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3. Mnozenje matrica je asocijativno, pa asocijativnost vazi i za Lorencove transforma-
cije.

4. Iz (1.1.3) sledi da je inverzni element A=! = g~*ATg. On je takodje Lorencova
transformacija jer je

(A)TgA =g

U komponentnoj notaciji inverzna Lorencova matrica je
(A", = (g7 "ATg)", = g"" A% pgor = N (1.1.5)

Ovim smo pokazali da Lorencove transformacije ¢ine grupu.
Iz uslova (1.1.3), uzimajuéi p = o = 0, sledi

AMOQMVAVO =1 )

odnosno

(A%) — 23: (A =1.

=1

Zakljucujemo je (A%) > 1, odnosno
A% >1 ili A%< -—1. (1.1.6)

Ukoliko je A% > 1, ovakve Lorencove transformacije ne menjaju smer vremena i nazivaju
se ortohronim Lorencovim transformacijama. Transformacije za koje je A% < —1 menjaju
smer vremena.

Racunajuéi determinantu izraza (1.1.3), dobijamo

det A = +1 . (1.1.7)

Determinanta Lorencovih transformacija je dakle 1 (prave Lorencove transformacije), ili
—1.

Lorencova grupa je nepovezana. To znaci da proizvoljna dva elementa ove grupe ne
mogu biti dobijena jedan iz drugog neprekidnom transformacijom u prostoru parametara.
Ona se sastoji od cetiri nepovezana dela, tj. cetiri disjunktna podskupa, u zavisnosti
od vrednosti determinante det A i vrednosti matri¢nog elementa A°,. Prave ortohrone
Lorencove transformacije zadovoljavaju

detA=1, A%>1. (1.1.8)

Jedini¢na matrica pripada pravim ortohronim Lorencovim transformacijama i one su pod-
grupa cele grupe. Prave ortohrone Lorencove transformacije obelezava¢emo sa Ll. Zmak
plus u indeksu oznacava da je njihova determinanta +1, a strelica na gore da nema promene
smera vremena. Sledec¢i deo Lorencove grupe ima determinantu —1 i ove transformacije ne
menjaju smer vremena. Obelezavamo ih sa LT . Njima pripada prostorna inverzija i vazi
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LT = Ile, tj. dobijamo ih tako sto prave ortohrone transformacije pomnozimo matricom
prostorne inverzije. One ¢ine P-koset. Analogno vremenska inverzija pripada T kosetu
Lorencove grupe, tj. Lt = ItLl. Cetvrti koset ukljucuje i prostornu i vremensku inverziju,
Li = It]le. Lorencova grupa se sastoji dakle od cetiri nepovezana dela. Ova analiza je
sumirana u sledec¢oj tabeli:

detA | AY% | Oznaka Naziv
+1 >1 Ll Prave ortohrone
+1 | < -1 Li PT koset
-1 >1 LT P koset
-1 | < -1 Lt T koset

Transformacije za koje je det A = 1 ¢ine podgrupu SO(1, 3, R).

Pod relativistickom kovarijantnoséu neke teorije podrazumeva se njena kovarijantnost
ne na celu Lorencovu grupu, ve¢ samo na prave ortohrone Lorencove transformacije Ll.
Cesto se pod Lorencovim transformacijama podrazumevaju samo prave orthrone trans-
formacije. Bustovi i rotacije zadovoljavaju uslov (1.1.8) i ¢ine prave ortohrone Lorencove
transformacije.

1.1.1 Prave ortohrone Lorencove transformacije

U prethodnom paragrafu smo rekli da prave ortohrone Lorencove transformacije, L1 ¢ine
podgrupu Lorencove grupe. Sta vise ona je invarijantna podgrupa!, dok su druge kompo-
nente koseti. Elementi iz Ll u okolini jedinice su A*, = §*, + w#, € Ll, gde smo sa w,,
obelezili parametre Lorencovih transformacija. 1z uslova ATgA = g sledi w,, = —w,,, tj.
grupa Ll ima Sest nezavisnih parametara. Moze se pokazati da je ona Lijeva grupa.

Prave orthorone Lorencove transformacije Ll se sastoje od rotacija i bustova. Parametri
w,, koji imaju oba prostorna indeksa odgovaraju rotacijama. Preciznije?,

1
0; = —5CiikWik (1.1.9)

je ugao rotacije oko 1—te ose Dekartovog koordinatnog sistema. Matrica rotacije je oblika

A:((lJ Rﬁ(zw)) ’

gde je Ru(p) € SO(3), matrica rotacije za ugao ¢ oko orta n. Rotacije ¢ine podgrupu
Lorencove grupe. Bustovi® su transformacije koje povezuje dva inercijalna sistema od kojih

1Za osnovne pojmove teorije grupa videti apendiks A.

2eijk je simbol Levi Civita u trodimenzionalnom prostoru. Uzimamo da je €123 = 1. Indekse na simbolu
Levi Civita ¢emo pisati kao donje.

3Bustovi se nazivaju i ¢istim Lorencovim transformacijama.
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se jedan (obi¢no primovan) kreée konstantnom brzinom u odnosu na drugi (neprimovan).
Ako se primovan sistem kre¢e brzinom v duz x— matrica busta je

v =By 00
By v 00
no_
Ay = 0 0 10 ’
0 0 01
gde je
1
=v,7= — . 1.1.10
p=vr=7—; ( )
Uvodeéi parametar ¢; sa v; = tanh ¢; matrica busta postaje
coshyp; —sinhyp; 0 0
bo_ —sinh¢y  coshgpy 0 0O
A", 0 0 10 (1.1.11)
0 0 0 1

Zbog oblika ovih transformacija one se ¢esto nazivaju hiperbolikim rotacijama. Bustovi
duz y i z ose imaju analogan oblik. Recimo samo da su parametri wy; parametri bustova

i vazi wy = —p; = —tanh~tv;. Ako se primovan sistem krec¢e brzinom v duz pravca
n = (ny, ny, n3) matrica busta je
Y —vBi
A = 3 1.1.12

gde je B; = v; . Uvodeci parametar v = cosh ¢ matrica busta postaje

w _ ( coshy —n;sinh ¢
AF, = (—m sinh¢ 14 (coshp — 1)nmj) . (1.1.13)

Proizvoljna Lorencova transformacija je proizvod rotacije R i busta B, tj. A = RB.

Lorencova grupa, Ll je nekompaktna grupa. Prostor parametara rotacija je kom-
paktan, dok je prostor parametara bustova nekompaktan. Brzina pokretnog sistema je
0 <wv <c, to jest ne sadrzi limes v — c.

Lorencova grupa L1 je dvostruko povezana. Prostor paramatara bustova je prosto
povezan. Za rotacije to medjutim nije slu¢aj. Grupu rotacija, SO(3), ¢ine 3 x 3 matrice
R koje zadovoljavaju uslove RTR =11 det R = +1. SO(3) je podgrupa Lorencove grupe.
Proizvoljna rotacija

R;j(p,n) = cos pd;; + (1 — cos p)n;n; — sin pe;pny,

je zadata uglom rotacije ¢, 0 < ¢ < 7 i ortom n oko koga je izvrSena rotacija. Rota-
ciona grupa je troparametarska. Prostor parametara SO(3) grupe je m—kugla, slika 1.1.
To je kugla poluprecnika m kod koje su suprotne tacke (antipodi) identifikovani. Ova



12 GLAVA 1. PROSTORNO-VREMENSKE SIMETRIJE

P!!
Slika 1.1: w-kugla.

identifikacija je posledica Cinjenice da su rotacija oko ose n za ugao 7 i rotacija oko ose
—n za ugao —7 jednake. Zbog ove identifikacije, postoje dve klase puteva. Put prikazan
na levoj slici 1.2 moze biti kontrahovan u tacku neprekidnom transformacijom, dok put
prikazan na desnoj slici 1.2 ne moze. Dakle, prva fundamentalna grupa SO(3) grupe je
m1(SO(3)) = Z,. Elementi Zy su {g,9* = e}, gde je e jedini¢ni element grupe. Moze se
pokazati da za svaku visestruko povezanu grupu G postoji jedna grupa G koja je prosto
povezana, homomorfna sa GG i ne sadrzi nijednu podgrupu koja je homomorfna sa GG. Ona
se naziva univerzalno natkrivaju¢om grupom. Univerzalna natkrivaju¢a grupa za grupu
SO(3) je SU(2), tj. SO(3) = SU(2).

Slika 1.2: Dve klase puteva na m-kugli.

F

Grupe SU(2) i SO(3) su homomorfne. Prostor parametara grupe SU(2) je trosfera,
S3 i prosto je povezan. Ireducibilne reprezentacije univerzalno natkrivajuée grupe su jed-
noznacne, dok su ireducibilne reprezentacije SO(3) dvoznacne ili jednoznacne.

Kako Lorencova grupa nije prosto povezana, to ona ima univarzalno natkrivajuéu grupu.
Univerzalno natkrivaju¢a grupa grupe Ll je SL(2,C). To je grupa 2 x 2 kompleksnih
matrica, ¢ija je determinanta jednaka 1. Razmotrimo detaljnije vezu izmedju ove dve
grupe.

Cetvorovektoru z* pridruziéemo hermitsku matricu X = z,ot gde su ot = (1,0)
generalisane Paulijeve matrice. Matrice o = (071, 09, 03) su Paulijeve matrice. Uveséemo i
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matrice o = (1, —o). Generalisane Paulive matrice su normalizovane prema
Tr(a*o") = 2¢g" . (1.1.14)

Matrica X je definisana kao

X = a0t = Xt = ( Tot T3 I1— il ) (1.1.15)
T+ 1Ty Tog— T3
Mnoze¢i X = x,0" matricom ¢” i uzimanjem traga dobijamo inverznu relaciju
1 _
at = §Tr(Xa“). (1.1.16)

Lako se vidi da je det X = 22. Transformacije oblika
X - X' =8XST,

gde je S € SL(2,C) ne menjaju determinantu matrice X, to jest det X’ = det X. Dakle,
ove transformacije ne menjaju duzinu ¢etvorovektora z#, to jest 2 = 2. Zaklju¢ujemo
da one odgovaraju Lorencovim transformacijama c¢etvorovektora x*. Nadjimo eksplicitno

vezu izmedju elemanata A iz L1 1 S iz SL(2,C). Iz X' = 0t sledi

1
l'/u = éTr(ﬁ“X')
1
= §Tr (5"MSO'VST) zv
= At ", (1.1.17)

to jest
1
Aty = ST (6#S0,57) . (1.1.18)

Lako se pokazuje da vazi
A(Sl)A(SQ) - A(5152),

pa zaklju¢ujemo da je ovo preslikavanje homomorfizam izmedju L1 i SL(2,C) grupa. Med-
jutim, ovo preslikavanje je 2 — 1 preslikavanje. Lorencovoj transformaciji A odgovaraju dve
matrice £S5 iz SL(2,C), slika 1.3.

Zaklju¢ujemo da su grupe Li i SL(2,C) homomorfne, a grupa Ll je izomorfna faktor
grupi SL(2,C)/Z,, gde je Zy = {I,—I} kernel izomorfizma.

1.1.2 Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija Lorencove grupe

Kao fizicare, nas zanima klasifikacija kona¢no dimenzionalnih ireducibilnih (IR) reprezentacija
Lorencove grupe, to jest njene univerzalno natkrivajuée grupe SL(2,C). Podsetimo se da
se IR reprezentacije mogu klasifikovati koriste¢i Kazimirove operatore. Kazimirovi opera-
tori su polinimijalni operatori generatora koji komutiraju sa svim generatorima grupe, pa
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S' J'z.
: J‘l - .|!..|

_E,'l —-rg-

Slika 1.3: Veza Lorencove i SL(2,C) grupe.

se prema Surovoj lemi u pojedinim IR reprezentacijama svode na brojeve. Ti brojevi se
onda koriste za obelezavanje IR reprezentacija. Da bismo odredili Kazimirove operatore
za Lorencovu grupu, prvo moramo odrediti algebru Lorencove grupe. To mozemo uraditi
na dva nacina.

Prvi nacin koristi reprezentaciju klasi¢nog skalarnog polja. Klasi¢no sklarno polje se
pri Lorencovim transformacijama transformise na slede¢i nacin

O =x+ ) =p(x) .

Drugim rec¢ima skalarno polje u starom sistemu je isto kao i skalano polje u novom inerci-
jalnom sistemu. Varijacija forme polja je onda

dop(z) = ¢'(x) — p(x) = p(z — dz) — p(x) = —0xtd,p | (1.1.19)

odnosno )
dop(x) = —wz,0,p = —§w‘“’(myau —2,0,)p . (1.1.20)

Sa druge strane, znamo da se proizvoljno klasi¢no polje ® pri Lorencovim transformacijama
transformisu na sledeci nacin

O (2) = e 2" M (z), (1.1.21)

gde su M, generatori Lorencovih transformacija. Oni su oblika M, = L, +X,,, tj. suma
orbitalnog i spinskog dela generatora. U slucaju sklarnog polja ¥, = 0, pa je M,, = L,,.
Onda je

1
60()0(36) = —§CL)MVMW,QD,

odakle nalazimo

M,, =i(z,0, — x,0,) . (1.1.22)

Ovo su generatori Lorencove grupe u reprezentaciji klasi¢nog skalarnog polja. Reprezen-
tovali smo ih diferencijalnim operatorima. Izracunajmo sada komutator izmedju dva gen-
eratora:

(M, Myy] = i* [2,0, — ©,0,, 2,0, — 1,0,] .

Lako se vidi da je
(2,00, 2,05] = GupTu06 — Gop,0y ,
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pa je
[Mpw Mpa} =1 (gauMl/p + gpl/Mua - gpuMua - gUVMup) . (1123)

Ovo su komutacione relacije Lorencove algebre.

Komutator izmedju dva generatora Lorencove grupe smo nasli u konkretnoj reprezen-
taciji. Izracunajmo ga sada u proizvoljnoj reprezentaciji Lorencove grupe. Element iz L1
ima oblik

U(A) - 6—%Muyw”” )

gde su M, generatori u nekoj reprezentaciji, a w,, parametri Lorencovih transformacija.
Kako se radi o reprezentaciji to mora vaziti

U N ANUAN)UA) = UATTA'A) .
Uzmimo da je transformacija A’ = [ + ' infinitezimalna. Onda je

A", = (AT,
= (A7) (6% +w"”5) A7,
8+ (AT AWy = 8, 4 W™,

pa imamo
U™ 1(A) (1 — EMP%;U) UA) =T — S (AP AT wh 6" MY g, (1.1.24)

odakle je

UM AMPUN) = " (A ) agumA7, MY
= APLAT MM (1.1.25)

Vidi se da je operator M*? tenzor drugog reda u odnosu na Lorencove transformacije, kao
sto je i ocekivano. Sada ¢emo uzeti da je transformacija A infinitezimalna, t;.

(i S (1 Lt = e
= (0% +w’p) (87 + 7)) MM
= M* 4w, M + 0P MM
pa je .
%WW [M™ MP7) = w (MPg7" + M gPt) | (1.1.26)

Da bismo skratili antisimetricne parametre w,, moramo antisimetrizovati ¢lan u zagradi
sa desne strane. Tako dobijamo

(M, Mpo) = i (9ouMup + 9o Mus — 9ouMoe — go M,,) - (1.1.27)
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Na ovaj nacin smo dobili komutacione relacije Lorencove algebre u proizvoljnoj reprezen-
taciji, koje naravno moraju biti identi¢ne sa (1.1.23).
Definigimo sada nove generatore?

Ji = %ajijk, K; = My, . (1.1.28)
Operatori J; su generatori rotacija, dok su K; generatori bustova. Iz (1.1.23) sledi
i, Jj] = i€, [Ji, Kj| = i€ Ky,  [KG, K| = —iegnJg. (1.1.29)
Vidimo da rotacije ¢ine podalgebru Lorencove algebre. Ako dalje definiSemo operatore
M, = %(Ji LK), Ni= % (Js — iK) (1.1.30)
komutacione relacije (1.1.27) postaju
[M;, M;] = i, M, [Ni, Nj| = i, Ny, [M;, N;] = 0. (1.1.31)
Dobili smo® dve su(2) algebre tj.
s0(1,3)c = su(2) @ su(2) . (1.1.32)

Iz komutacionih relacija (1.1.31) vidimo da je rang Lorencove algebre dva, jer maksimalan
skup komutirajuéih generatora sadrzi dva elementa (po jedan za svaku su(2) algebru).
Lorencova grupa je prosta grupa, jer ne sadrzi invarijantne podgrupe.

Lorencova algebra ima dva Kazimirova operatora, preko kojih se mogu klasifikovati
ireducibilne reprezentacije. Kazimirovi operatori su dati sa

M2 _ Z(Mi>27
N? = i(./\/i)2 : (1.1.33)

Oni poticu od ove dve su(2) algebre. Kazimirovi operatori (1.1.33) se svode na brojeve:

M? = ji(ii+1)
N? = Jo(ja+1). (1.1.34)

4Generatori J; i K; su vektori u euklidskom prostoru. Oni nisu deo nekog ¢etvorovektora, pa iz tog
razloga indekse na njima ¢emo podizati sa Kronekerovom deltom, tj. K' = K;, J' = J;. Drugim
rec¢ima, kod ovakvih veli¢ina nec¢emo uzimati da je metrika troprostora —d;;, kao deo metrike prostora
Minkovskog. Sli¢no, trodimenzionalni simbol Levi-Civita €ijk je pseudotenzor trodimenzionog prostora.
Uzimamo da je €193 = €23 = 1. Po pravilu, da bismo izbegli zabunu indekse na ovim veli¢inama éemo
pisati kao donje. Medjutim, kod trovektora koji su deo ¢etvorovektora moramo voditi racuna o tome da li
je prostorna komponetna gornja ili donja. Npr. za prostorne komponete impulsa vazi P; = —P?. Sli¢no je
My; = =M%, M;; = M jer su ovo elementi od M, koji je tenzor drugog reda.

®Treba imati na umu da smo napravili kompleksne kombinacije generatora, tj. kompleksifikovali smo
algebru.
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Dakle, ireducibilne reprezentacije Lorencove grupe indeksiramo uredjenim parom brojeva
(71,72), gde su j; i jo uzimaju vrednosti 0,1/2,1,2,3/2,....

Pri Lorencovim transformacijama klasi¢na polja ¢, (z) transformisu se prema [12]

(2" = Ax) = Sps(N)ps() - (1.1.35)

Sa ¢! (2’ = Ax) smo obelezili nova polja u novom sistemu. Ovu relaciju mozemo prepisati
u ekvivalentnom obliku

on(z) = Sps(N)ps (A ) (1.1.36)

Kvantna polja ¢,.(z), se pri Lorentz-ovim transformacijama transformisu prema
U(AN)o,(2)UH(A) = S;H(A)ps(Az) (1.1.37)

Za skalarno polje je S = I, za Dirakovo polje je S(A) = e~ /4 dok je za vektorsko polje
S = A", Polja se dakle transformisu po reprezentacijama Lorencove grupe. U sledecoj
tabeli smo dali reprezentacije nekih polja:

e (0,0) skalarno polje,

° (%, 0) & (0, %) Dirakovo polje,
e (1,1) elektromagnetno polje,
e (1,0) levo Vajlovo polje,

e (0, %) desno Vajlovo polje.

Ireducibilne rerezentacije za koje je 71 + jo ceo broj su jednoznacne, dok su one za koje je
to poluceo broj dvoznacne.

Stanja unutar ireducibilne reprezentacije (ji,j2) klasifikujemo brojevima

(J1)s = —j.—h+Ll...,5h
N S T (1.1.38)

/
.
N
S~—
W

Dimenzija ireducibilne reprezentacije (j1, j2) je onda (251 + 1)(2j2 + 1). Ove reprezentacije
su konacno dimenzionalne. Ne treba zaboraviti da ove reprezentacije nisu unitarne, jer je
L1 nekompaktna grupa.
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1.2 Poenkareova grupa

Poenkareove transformacije su izometrije prostora Minkovskog® i sastoje se od Lorencovih
transformacija i translacija:

2" = (A a)x" = A* a¥ + a* | (1.2.1)
tako da je (A,a) € P. Lako se vidi da je
(A,a) = (I,a)(A,0) # (A,0)(I,a) ,

gde je (I,a) translacija, a (A, 0) Lorencova transformacija.

Na osnovu definicije vidimo da je Poenkareova grupa P desetoparametarska Lijeva
grupa (Sest parametara za Lorencove transformacije i Cetiri za translacije). Lorencove
transformacije (A, 0) su podgrupa Poenkareove grupe. Translacije (I,a) su invarijantna
Abelova podgrupa, pa je Poenkareova grupa semidirektni proizvod

P= T4 X O(l,?),R)

Poenkareova grupa se, kao i Lorencova, sastoji od cetiri disjunktne komponente PI, Pi,
P'i Pt Topoloske osobine podgrupe PI su:

° PI je nekompaktna jer su Ll i Ty nekompaktne grupe.

) PJTr je dvostruko povezana, jer je LL dvostruko povezana.

° PI nije prosta niti poluprosta grupa.

Pri infinitezimalnim Poenkareovim transformacijama koordinate se transformisu prema
o' =gt + dat =t 4wt at 4 € (1.2.2)

gde su w,, parametri Lorencovih transformacija, a € parametri translacija. Proizvoljan
element iz PI je
Ulw, €) = elent" =3 Mue (1.2.3)

Generatori translacija su impulsi P#, dok su generatori Lorencovih transformacija operatori
angularnog momenta M, .

61zometrije nekog prostora su transformacije koordinata pri kojima je varijacija forme metriékog tenzora
nula

[Ny TR + &
609 = —E0p9u — (0u€”)gpr — (0u€")gpu-
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Nadjimo sada komutacione relacije u Poenkareovoj algebri. Odredimo generatore tra-
nslacija u reprezentaciji klasi¢cnog skalarnog polja. Varijacija forme klasicnog skalarnog
polja pri translaciji je

(50@25 == —e“@uqb
i P,o .
Dakle, cetvorovektor impulsa je
Pt — ot — ( 5 ) . (1.2.4)
-V

Impuls je diferencijalni operator, kao sto smo ve¢ videli u kvantnoj mehanici. Koristeci
ovaj rezultat i (1.1.22) lako se nalazi Poenkareova algebra. Ona je data sa

[P/m PV] =0
(Mo, Pl = [i(2p05 — 250,),i0,] = i (9uo Fp — 9upls)
[M;,LVv Mpa] = 1 (gO’/J,Ml/p + gpl/M;w' - gpuMl/a - gal/M,up) . (125)

Ove komutacione relacije vaze u proizvoljnoj reprezentaciji.

1.2.1 Klasifikacija unitarnih ireducibilnih reprezentacija prave
ortohrone Poenkareove grupe

Fizicka stanja cestica su elementi Hilbertovog prostora. Poenkareove transformacije su

na prostoru stanja reprezentovne unitarnim operatorima. Kako je Poenkareova grupa

nekompaktna to su njenje unitarne ireducibilne reprezentacije beskona¢no dimenzionalne.

Da bismo klasifikovali unitarne ireducibilne reprezentacije Poenkareove grupe moramo

na¢i Kazimirove operatore. Jedan Kazimirov operator je kvadrat impulsa, P? = P,P*.
Lako se vidi, na osnovu komutacionih relacija (1.2.5) da je

[P* M| = [P, P,] =0 (1.26)

Vektor Pauli-Lubanskog je definisan sa
1
WH = 55“”""Mprg . (1.2.7)

Njegov kvadrat W? = W, W* je drugi Kazimirov operator Poenkareove algebre. U zadatku
1.14 u [11] je pokazano da je

(W2, M,,] = [W? P,] =0, (1.2.8)

Dakle, iz relacija (1.2.6) i (1.2.8) sledi da su P? i W? Kazimirovi operatori grupe PI, pa
oni klasifikuju njene ireducibilne reprezentacije. Po Surovoj lemi, Kazimirovi operatori se
svode na brojeve u datoj ireducibilnoj reprezentaciji. Ti brojevi odredjuju reprezentaciju.
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Jednocesticna stanja se transformisu po reprezentacijama Poenkareove grupe, PI. Da
bismo klasifikovali vektore unutar jedne ireducibilne reprezentacije moramo da odredimo
skup komutirajuéih operatora, tj. treba da Kazimirove operatore P?, W? dopunimo medju-
sobno komutiraju¢im operatorima. Operatori koji medjusobno komutiraju mogu se istovre-
meno meriti i oni nam daju kvantne brojeve. Ti kvantni brojevi jednozna¢no odredjuju
cesticu. Operatori impulsa komutiraju medjusobno [P,, P,] = 0. Vektori stanja cestice su
Ip, o), gde je p cetvoroimpuls (koji zadovoljava p? = m?), a ¢ je skup dopunskih kvantnih
brojeva. Vektori stanja su svojstveni vektori operatora impulsa

P!lp,o) = p!|p,o) .

Masene cestice

Razmatrajmo sada masene Cestice. U sistemu mirovanja impuls cestice je
P =(m,0,0,0), (1.2.9)

dok su komponente vektora Pauli-Lubanskog

WOp,o) = 0
. 1 i B
Wllp7 J> = 55 JkOMjkm|pa U>

1 ..
- ijk ~
= —55 Mjkm\p, O'>
= —mJ'|p,0).
Vidimo da se na stanjima masene cestice u sistemu mirovanja vektor Pauli Lubanskog
svodi na operatore J; = %ajijk. To su generatori rotacija i zadovoljavaju komutacione

relacije su(2) algebre
[Ji, Jj] = igijkjk .

Dakle, J je spin cestice. U sistemu mirovanja masene cCestice komponente vektora Pauli-
Lubanskog su

WH =(0,—mJ) , (1.2.10)
pa je kvadrat vektora Pauli-Lubanskog
W? = -—m?J? .

Kazimirovi operatori P? i W2 na stanjima masene ¢estice u sistemu mirovanja se svode na
brojeve

P?lp, o) = m?[p,o), (1.2.11)
W23p,o0) = —m?I2|p,0) = —m?s(s +1)|p,0) . (1.2.12)
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Ireducibilne reprezentacije Poenkareove grupe su dakle klasifikovane masom i spinom,
(m,s). Vektor Pauli-Lubanskog W* je generalizacija spina i ¢esto se naziva kovarijantni
spin.

Translacije deluju na stanja cestice |p, o) prema

U(I,a)lp,0) = e *|p, o) = e *|p, ) .

Za razliku od translacija, Lorencove transformacije pri delovanju na stanje daju linearnu
kombinaciju stanja po spinskim stepenima slobode, dok je impuls ovako dobijenog stanja
Pt = ApY, .

U(A,0)|p, o) ZQMIP o)

gde je (Q unitarna matrica. Pokazimo eksphc1tno da je p’ impuls stanja U(A)|p, o). Delujmo
operatorom impulsa na ova stanja

P*U(A,0)|p, o) = U(A, 0)UHA,0)P*U(A,0)|p, o) . (1.2.13)
Ako sada primenimo zakon transformacije impulsa pri Lorencovim transformacijama
U YA, 0)P*U(A,0) = A*,P? (1.2.14)
dobijamo
PrU(A,0)|p, o) = A ,pPU(A, 0)|p, o).
Kako je p? = p’> = m?, to Lorencove transformacije ne izbacuju impuls iz potprostora sa
fiksnom vrednoséu p* = m?. Potprostor stanja {|p,c);p? = m? p° > 0} je invarijantan
pod dejstvom Poenkareovih transformacija PI, ali je on reducibilan. Da bismo ga raz-

bili na ireducibilne komponente moramo da dopunimo skup operatora P2 W?2, P* sa jos
komutiraju¢ih operatora. 1z

(W2 W,] =01 [W,,W,]#0

sledi da W2 i jedna komponenta vektora Pauli-Lubanskog mogu biti istovremeno dijago-
nalizovane. Dopunski operator je tre¢a komponenta vektora Pauli-Lubanskog Ws.
Rezimirajmo:

e Skup komutiraju¢ih operatora je P W2 Pr W3 p°/|p°|.
e Masa i spin klasifikuju ireducibilne reprezentacije Poenkareove grupe.

e Jednocesti¢na stanja se klasifikuju impulsom p i projekcijom spina na z osu; W3 =
—mss. JednocCestiéni vektori stanja su |m, s; p, s3).

e U sistemu mirovanja stanja zadovoljavaju

W2|p,s3) = —mss|p,ss)
W2|p,s5) = —m?s(s+1)[p,s3) , (1.2.15)

gde je p = (m, 6) impuls Cestice u sistemu mirovanja.
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Slika 1.4: Orbite delovanja Lorencove grupe.

Bezmasene cestice

Sada ¢emo razmotriti reprezentacije Poenkareove grupe u slucaju bezmasenih cestica,
p* = 0. Uzeemo da je” W? = 0. Kako je W*P, = 0, to je vektor Pauli-Lubanskog
kolinearan sa impulsom, tj. W#* = —AP* gde je A konstanta. Fizicki smisao ove konstante
se vidi na osnovu sledece analize. Nulta komponenta vektora Pauli Lubanskog je

1 ..
W = 5ew’wwjkj_Dk =-J-P. (1.2.16)

Cetvoroimpuls bezmasene cestice je p = (|p|,p) . Na stanjima bezmasene cestice vazi
(W +AP%)p,A) =0,

odnosno

J-Plp,\) = AP"[p, \) .

Iz ove relacije vidimo da je A projekcija spina na pravac kretanja cestice, tj. njen helicitet.
Dakle,

w J-p J-p

P’ Po p|

Helicitet je dobar kvantni broj za bezmasene cestice jer je invarijantan na Lorencove

transformacije. Za masene Cestice on nije invarijantno definisan. Na primer, neka elektron
impulsa p ima helicitet +1/2. Lorencovim bustom mozemo pre¢i u sistem u kojem je
impuls ovog elektrona —p pa mu je helicitet —1/2.

"Kasnije éemo videti da slucaj W2 < 0 dovodi do kontinualnog kvantnog broja spina, §to je fizicki
neprihvatljivo.
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Rezime

Do sada smo razmatrali dve klase IR Poenkareove grupe:
2 _ 2 Po
1. pP=m* >0, Ipol = +1.
Ovo je reprezentacija Poenkareove grupe na prostoru masenih stanja. U sistemu
mirovanja, za fiksnu vrednost impulsa imamo 2s + 1 spinskih stanja |p, s3). Repre-
zentacija je beskona¢no dimenzionalna jer je impuls kontinualan.

2. p2=0,p, #0, W2 =0.

Ova je reprezentacija na prosturu bezmasenih cestica. Za fiksnu vrednost impulsa
Cestice postoji jedno helicitetno stanje |p, A). Ako je teorija invarijantna na parnost
onda postoje dva nezavisna helicitetna stanja. Na primer, foton moze imati dva
stanja heliciteta £1.

Pored ove dve klase postoji jos cetiri moguce reprezentacije od PI koje su nefizicke:

3. p2 =m? >0, ;—& = —1. Ova reprezentacija odgovara masenim stanjima negativne
energije.

4. p> = 0, pp < 0. Ova reprezentacija odgovara negativno-energetskim bezmasenim
stanjima.

5. p, = 0. U ovoj reprezentaciji implus cestice je nula, sto odgovara vakuumu.

6. p*> < 0. Poenkareova grupa je reprezentovana na tzv. tahionskim stanjima (stanja
imaginarne mase) koja su nefizicka.

1.2.2 Vignerov metod

Pomoc¢u Vignerovog metoda se mogu konstruisati sva stanja unutar jedne ireducibilne
reprezentacije.

Neka je p fiksni ¢etvoroimpuls, tzv. standardni impuls. Proizvoljan impuls p se dobija
iz. p transformacijom Ly;

P = Lysp.

Ova Lorencova transformacija nije jednoznac¢no definisana jer, ukoliko je ¢p = p—rotacija
oko p, onda transformacija L,;-¢ takodje zadovoljava gornji uslov. Ako dodatno zahtevamo
da se dopunski kvantni broj ¢ ne menja pri Lorencovim transformacijama,

U(Lyps, 0)|p,0) = |p, o), (1.2.17)

onda je ona jednoznac¢na i naziva se Vignerovom bustom. Odredimo sada kako proizvoljna
Lorencova transformacija U(A, 0) deluje na stanje |p, o). Primenom (1.2.17) imamo

U(A,0)|p, o) = U(A, 0)U(Lys, 0|5, o) , (1.2.18)
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Mo

P
Slika 1.5: Vignerova rotacija

Sto dalje prepisujemo u obliku

UM, 0)[p, 7) = U(Lys, 00U (L5, 00U (A, 0)U(Lys, 0) 5, (1.219)
Ako uvedemo matricu

R — L;,llﬁALpﬁ,
onda je
U(A,0)[p, 0) = U(Lyp OU(R, 0)]. ). (1.2.20)

Impuls p’ je p'* = A* p¥. Transformacija R je tzv. Vignerova rotacija.

Vidimo da transformacije R ostavljaju standardni impuls p invarijantnim i one ¢ine
podgrupu Poenkareove grupe. Ova podgrupa se naziva mala grupa. Delovanje male grupe
na standardni impuls je prikazano na slici 1.5. Mala grupa je relevantni deo Poenkareove
grupe za klasifikaciju ireducibilnih reprezentacija. Iz (1.2.20) sledi

U(A,0)|p,o) = Ly, ZDUU )P, o >
= ZDJU ’p O>

gde je D,,(R) matri¢ni element reprezentacije male grupe. Ako uklju¢imo i translacije
imamo

U(A, a)lp, o) —e”’“ZDw ), ). (1.2.21)

Unitarne ireducibilne reprezentacije PI su dobijene preko unitarnih ireducibilnih reprezen-
tapacija male grupe. Ove transformacije indukuju reprezentacije cele Poenkareove grupe.
Ovaj metod se jo§ naziva i indukcija sa invarijantne podgrupe. U slucaju Poenkareove
grupe, translacije predstavljaju invarijantnu podgrupu.
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U nastavku ¢emo posebno razmatrati masene i bezmasene cestice.

Masene cestice

U slu¢aju masenih ¢estica, za standardni impuls uze¢emo p* = (m,0,0,0). Malu grupu
¢ine Lorencove transformacije koje ne menjaju standardni impuls, Ap = p. Jasno je da su

one oblika
1 0
0 R ’

gde R € SO(3). Dakle mala grupa je SO(3) grupa. Vignerov bust L,; je u ovom slucaju
¢ist bust iz sistema mirovanja u sistem gde Cestica ima impuls p,

0 P
— m . m
Lpﬁ I 8. — —PiPi
Y m(po+m)

Sa p’ smo obelezili Dekartove komponente troimpulsa. Dejstvo Lorencovih transformacija
na stanja masenih cestica unutar jedne fiksirane ireducibilne reprezentacije je dato sa

U(A,0)lp,s5) = Y DS (R, s5),

!
83

gde smo sa D®(R) obelezili (25 + 1)-dimenzionu reprezentaciju SO(3) grupe, to jest njene
univerzalno natkrivajuée grupe SU(2).

Bezmasene cestice

Slucaj bezmasenih cestica je drugaciji od slucaja masenih castica, jer ne mozemo preci
u sistem mirovanja. Za standardni impuls ¢emo uzeti p = (k,0,0, k), $to odgovara bez-
masenoj Cestici koja ima impuls k duz z—ose. Malu grupu ¢ine one transformacije koje ne
menjaju standardni impuls

A p” = pF,
to jest infinitezimalno
whp” =0.
Eksplicitno:
0 wor  Wo2  Wos k 0
wor 0 —wipz —wis 01 _ |0
wor wiz 0 —wog 0 0]’
Wo3 W13  Wa3 0 k 0
odakle dobijamo slede¢e uslove na w*,: wps = 0, wpr = wi3, Wo2 = wag, dok je wis

proizvoljno. Ovi uslovi redukuju broj parametara Lorencove grupe sa Sest na tri wp;, wpg 1
wi2. Prema tome, proizvoljan element algebre transformacija koje ne menjaju standardni
impuls je

1
inVMMV — WOl(MOl + M13> +WO2(M02 + M23) + (U12M12 ]
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Generator M!'? je generator rotacije oko z—ose. Iz prethodnih uslova sledi da postoji jos
dva generatora: M% + M3 i M + M?3. Primetimo da je® W, = (M + M®)k |
Wy = —(M° + M'3)k i Wy = —M"k. Lako se pokazuje da vazi

[Wl, WQ] — O, [Wo/k?, Wl] — _iWQ, [W()/lf, WQ] — ’LW1 5 (1222)
odnosno

[M02 4 M23,M01 + M13] — 0’
[Jg,M02 +M23] — —i(M()l +M13),
[J5, MY + M) = i(M** + M??) . (1.2.23)

Ove komutacione relacije definisu E(2), odnosno (kako se jos obelezava) ISO(2) grupu.
E(2) je euklidska grupa. Ona se sastoji od rotacija oko z-ose i translacija u zy-ravni,

1SO(2) = Ty x SO(2) .

Komutacione relacije E5 algebre su

[El, Ez] =0
[Jg, El] - ZE2
[J3, EQ] = —Fk. (1.2.24)

Vidi se daje J3 = —WO/]C = M12, E1 = —Wg/k’ = M01+M13 i E2 = Wl/k’ = M02+M23.
Proizvoljan element iz E(2) grupe je oblika

¢~i0Jsgi(a1Br+az k) (1.2.25)

gde su 6,1 i ay parametri. Ireducibilne reprezentacije euklidske grupe klasifikujemo
pomoc¢u Kazimirovog operatora E? + E3. Operatori E; i E, komutiraju i mogu biti
simultano dijagonalizovani. Njihovi zajednicki svojstveni vektori |aj,as) zadovoljavaju
svojstvene jednacine:

Eilai,a2) = ai]ay,as)

Eslay,az) = aslay, az) .
Svojstvene vrednosti ovih operatora a; i ay klasifikuju vektore. Iz

B E e = Ficosf — Eysind

3 B e = E,sinf + Eycosf
sledi da postoji kontinum svojstvenih stanja definisanih sa

10; a1, as) = e ay, ay) | (1.2.26)

80ve relacije vaze na stanjima &estice standardnog impulsa.
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za proizvoljno 6. Stanja |6; a1, az) su dobijena rotacijom oko z—ose iz stanja |a, az). Dakle
operatori E? + FZ? i Jy klasifikuju vektore. Lako se vidi da je

Eyl0;a1,a0) = (ajcosf — aysind)|b;aq, as)

Es|0;a1,a2) = (agsinf + agcos)|b;aq,as) .

Ako uvedemo oznake af = a; cos@ — aysinf i ay = a;sinf + ay cosf, onda su svojstvena
stanja
) __—iX0 0
0;a1,a2) = e "]a7, ay) . (1.2.27)

A je svojstvena vrednost operatora rotacije oko z—ose. Vektore indeksiramo sa brojevima
Aia?+a3. Ireducibilne reprezentacije euklidske grupe su beskona¢no dimenzione. Kako za
bezmasene cCestice niko nije opservirao kontinualni stepen slobode 6, mora biti a; = a, = 0.
Stanja su onda klasifikovana samo svojstvenom vrednoséu generatora rotacije oko z ose,
J3

J3|A) = AN .

Ove reprezentacije su jednodimenzione
e 03 \) = 7| \) (1.2.28)

Ovde je 0 ugao rotacije oko z ose. Jasno je da je A helicitet ¢estice jer se ona krece duz
z—ose. Helicitet A mora biti ceo ili poluceo broj da bi rotacija za 27 bila jednaka =+1.
Apsolutna vrednost heliciteta je spin Cestice.

Do istog zakljucka mozemo doéi analizirajuéi komponente vektora Pauli-Lubanskog
imajuéi na umu vezu komponenti W, i W, sa generatorima F;, Ey. 1z°

W, P"p,\) =0 (1.2.29)

sledi
(WO — WHk[p, \) =0,

tj. vrednosti komponenti W° i W3 su jednake na stanjima. Dakle w® = w?. Postoje dve
moguénosti za vrednosti vektora Pauli Lubanskog na stanjima w* = (w° w! # 0,w? #
0,w%) ili w* = (w°,0,0,w"). U prvom slucaju w? = —(w')? — (w?)? < 0, pa su vektori u
reprezentaciji su neprekidni'®. To bi znaéilo da postoji kontinum bezmasenih stanja. Ovu
mogucénost odbacujemo kao nefizicku. Dakle, mora biti w* = (w°,0,0,w°). Helicitet je
odredjen sa
LY
Po

Malu grupu Es smo redukovali na rotacije oko z-ose to jest na SO(2) ~ U(1). Njene
ireducibilne reprezentacije su jednodimenzione e~ A\ = 0, +1, j:%, e

Iz svega do sada recenog, mozemo zakljuciti da su reprezentacije grupe male grupe FEs:

9Podrazumeva se da operatori deluju na stanja.
108etimo se da je (W1)2 + (W?)? Kazimirov operator u F(2) algebri.
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a) beskona¢no dimenzione ako je wq, ws # 0. Ovu moguénost odbacujemo kao nefizicku.

b) konactno dimenzione u sluc¢aju w? = 0. One su unitarne i jednodimenzionalne. Dakle,
za bezmasene Cestice je

Wl|ﬁ7)\> = W2|ﬁ7>\> =0

Konacno, Lorencova transformacija A deluje na stanje |p, \) iz fiksirane ireducibilne
reprezentacije prema

U(A,0)[p, \) = DX Ap ) (1.2.30)

Vidimo da Lorencova transformacija ne menja helicitet cestice.

U slucaju masene cestica datog impulsa i spina s imamo 2s + 1 stanje odredjeno kvant-
nim brojem ss;. Za masene Cestice moze da se koristi i helicitetni bazis. Helicitet takodje
uzima vrednosti —s3, —s3 + 1,..., s3. Kod bezmasenih cCestica situacija je drugacija. Bez-
masena Cestica moze biti samo u jednom helicitetnom stanju A. Apsolutna vrednost he-
liciteta se naziva spinom cestice s = |A|. Parnost operator impulsa prebacuje u —P, t;j.
menja mu znak, a operator spina se ne menja. Ovo znaci da parnost menja helicitet cestice
A — —A\. Iz ovog razloga, ukoliko je teorija invarijantna na parnost, za ¢eticu spina s imamo
dva helicitetna stanja |p, A = £s). Primer takve teorije je kvantna elektrodinamika. Stanja
fotona su |p, +1) .

1.3 Diskretne simetrije

U prethodnim poglavljima uglavnom smo analizirali prave ortohrone Lorencove, odnosno
Poenkareove transformacije. One, kao sto smo rekli, predstavljaju relativisticku simetriju
kvantne teorije polja. Prostorna i vremenska simetrija su Lorencove transformacije koje
nisu povezane sa jedinicom. Spadaju u grupu diskretnih transformacija. Ove dve simetrije
¢emo u ovom poglavlju posebno razmatrati.

1.3.1 Prostorna inverzija

Veé smo videli da je prostorna inverzija reprezentovana sa matricom

0
-1 0 0
0 (1.3.1)

hS]
o O O =
e}
I
—_

Generalno, prostorna inverzija je na prostoru stanja (a i polja) reprezentovana operatorom
P =U(I,,0), koji je na osnovu Vignerove teoreme unitaran ili antiunitaran. Na osnovu
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zakona mnozenja u Poenkareovoj grupi
U(AQ,CLQ)U(Al,Oél) = U(AQAl,Agal +062) (132)

sledi
P 'U(A, )P = U(I, ' AL, Ia) . (1.3.3)

Specijalno za translacije imamo

Pl p = @ (1.3.4)

at = (EZ) . (1.3.5)

Ako uzmemo da je parametar translacija, a* mali dobijamo

gde je

P LiPrP = i(L,)", P” . (1.3.6)

Za p = 0 iz (1.3.6) imamo P~Y%HP = iH. Ako bi prostorna inverzija bila antiunitarni
opertator, tada bi P~*HP = —H. Neka je |¢) stanje pozitivne energije

H|) = Ely) . (1.3.7)

Ovo stanje nakon prostorne inverzije prelazi u stanje P|y) ¢ija je energija —E. U ovom
slucaju spektar energije nije ogranicen sa donje strane, pa ovu moguc¢nost odbacijemo.
Prostorna inverzija je dakle u kvantnoj teoriji reprezentovana unitarnim i linearnim oper-
atorom. Prema tome, iz (1.3.6) sledi

P'HP = H,

P'PP = —P.
Operator prostorne inverzije komutira sa hamiltonijanom, a antikomutira sa troimpulsom.
Troimpuls menja znak pri prostornoj inverziji, dok energija ne menja.

Odredimo sada kako se generatori Lorencovih transformacija menjaju pri inverziji pros-
tora. Prvo pokazimo da je

(L (0, + W) (1) = 0 + (1), (1) ", - (1.3.8)

Za Lorencove transformacije iz (1.3.3) imamao

P_le_%W“VMMV’]D = e_%wuu(lp)up([p)uaMPU , (139)
odakle nakon linearizacije dobijamo
P MuWP = (1), (1)), Myo - (1.3.10)
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Na osnovu ove relacije je jasno da generatori bustova menjaju znak pri prostornoj inverziji,
dok generatori rotacija ne menjaju

P'KP = -K,
PP = J. (1.3.11)

Angularni moment je tzv. pseudovektorski operator, jer se njegov znak ne menja pri
prostornoj inverziji. Sa druge strane, troimpuls je pravi vektor, jer se njegov znak menja
pri prostornoj inverziji. Slicno se definisu i pseudotenzori.

Odredimo sada kako operator parnosti deluje na jednocesti¢na stanja. Posmatrajmo
prvo masene Cestice. U sistemu mirovannja stanje ove Cestice je |p, s3,a), gde je p im-
puls u sistemu mirovanja cestice, s3 projekcija spina na z-osu, a sa a smo obelezili sve
druge kvantne brojeve cestice. Operator parnosti primenjen na ovo stanje ne menja znak
projekcije spina na z— osu, §to se vidi iz druge relacije u (1.3.11). Dakle

7)|]57 837a> = T/|]57 83,(l> ) (1312)

gde je n fazni faktor. Moze se pokazati da on zavisi od vrste Cestice, a ne od s3. Bustom
iz stanja standardnog impulsa dobijamo stanje impulsa p, prema

p, 83, a) = Lys|p, 83, a) - (1.3.13)
Kada operator parnosti deluje na ovo stanje dobija se

P|p7 83,@) = PU(LPﬁ)P_lp‘ﬁa 837a>

= nU(Lpp)|p, s3,0) (1.3.14)
jer je

I, Lysly, = Lyp (1.3.15)
! 0

(P

! (—9) |
Prema tome, konacno dobijamo

7D|p7 S3aa> :77| _p7337a> . (1316)

Parnost menja znak impulsa cestice, a ne menja znak projekcije spina na z-osu. Fazni
faktor n se naziva unutrasnja parnost cestice.

Kada dva puta primenimo operator parnosti vra¢amo se na pocetnu konfiguraciju.
Prema tome P? = ™12, Mogué je izbor P? = £1. Mi éemo u daljem izlaganju izabrati
da je P? = 1. To znadi da je operator parnosti unitaran, ali i hermitski operator. Prema
tome faza 1 moze biti £1. Uzetemo da je unutrasnja parnost elektrona i protona 1.
Anticestice imaju suprotnu parnost u odnosu na cestice, pa je parnost pozitrona —1.

Parnost stanja dve cestice A i B je proizvod unutrasnje parnosti obe Cestice i faktora
(—1)! gde je [ relativni orbitalni angularni moment, tj. jednak je (—1)'nang.
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Do sada smo razmatrali delovanje operatora parnosti na spinorska stanja. Sada ¢emo
odrediti kako operator parnosti deluje na bezmasene cestice. Uobic¢ajeno je da se umesto
opeatora parnosti koristi operator Y = U(Rz(7))P, gde je Ry(m) rotacija oko y-ose za ugao
7. Lako se vidi da je

ey ey
Y ke | = | =ko |, (1.3.17)
ks ks

tj. ovaj operator je refleksija u odnosu na xz-ravan. Vec¢ smo ranije rekli da je standardni
impuls za bezmasene ¢estice k* = (k,0,0, k). Operator parnosti menja treéu komponentu
ovog cCetvorovektora. Takodje, pri prostornoj inverziji operator spina se ne menja, pa
prema tome helicitet ¢estice menja znak. Odredimo sada kako operator Y deluje na stanje
bezmasene cestice koja se krec¢e duz z-ose i ¢iji je helicitet . Lako se vidi da je

U(Ry(m))P|k, A) = nlk, \) . (1.3.18)
Stanje Cestice impulsa p dobijamo tako Sto prvo primenimo bust duz z-ose, B(%), a
zatim rotaciju koja z-osu transformise u smeru
sin @ cos ¢
p=p/|p| = [ sinfcosp | , (1.3.19)
cosf
tj.
A P
) = UCRE)E () 103 (13.20)

Odredimo sada kako operator parnosti deluje na ovo stanje, tj. P|p, A). Operator parnosti
komutira sa rotacijom U(R(pP)), pa je

Plp,\) = U(R(ﬁ))U(Rgl<w>>U<Ra<7r>>7>B(%) [k, A) . (1.3.21)

Ako dalje iskoristimo da U(Ry(7))P komutira sa bustom duz z-ose i (1.3.18), dobijamo
_ S\l Ip|
Plp ) = U (R®)R () B (12 ) 1) (1.3.22)

Kako je ' '
U(R(p) = e,

to je matrica rotacije koja ort e, prevodi u —p data sa
U(R(—p) = e #*mSsemim=0)%2 | (1.3.23)

Znak £ odgovara znaku druge komponente troimpulsa. Ako je p? > 0 tada je taj znak

pozitivan, a ako je p? < 0 on je negativan. Ovo je neophodno jer ugao ¢ pripada intervalu
(0,2m). Lako se vidi da je

U(R(pR; " (r)) = U(R(~p))et™" . (1.3.24)
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Takodje, operator R(—p)B(|p|/k) standardni impuls transformise u p. Dakle,
Plp,A) = ne™™ —p,—A) . (1.3.25)
Troimpuls i helicitet bezmasene ¢estice menjaju znak pri prostornoj inverziji.
Parnost je ocuvana u elektromagnetnim i jakim procesima, dok je narusena u slabim.
O tome ¢e biti vise reci kasnije.
1.3.2 Vremenska inverzija

Vremenska inverzija na koordinate prostra Minkovskog deluje matricom

-1 0 0 0

I, = (1.3.26)

o O O
OO =
O = O
— O O

Operator vremenske inverzije je T = U(1;,0). Na osnovu zakona mnozenja u Poenkareovoj
grupi sledi da je
T 'UA,a)T =U(I; AL, La) . (1.3.27)

Lako se vidi da je
(I)" a” = <_§0) — (1.3.28)
Specijalno za translacije iz (1.3.27) imamo
T e T = e (1.3.29)
Ako uzmemo da je parametar translacija, a* mali dobijamo
T Yia,P"T = —iP"a, . (1.3.30)

Za = 0iz (1.3.30) imamo 7 Y4HT = —iH. Na osnovu Vignerove teoreme znamo da su
operatori simetrije ili unitarni ili antiunitarni. Ako bi vremenska inverzija bila unitarni i
linearan operator, tada bi 7T-'HT = —H. Fizicka stanja |¢)) imaju pozitivnu energiju

H|y) = EJy) . (1.3.31)

Ova stanja, nakon vremenske inverzije, prelaze u stanja 7T |¢) ¢ija je energija —FE. Spektar
energije ne bi bio ogranicen sa donje strane, te ovu moguénost odbacijemo. Vremenska in-
verzija je dakle u kvantnoj teoriji reprezentovana antiunitarnim i antilinearnim operatorom.
Prema tome, iz (1.3.30), sledi

T YHT = —iH | (1.3.32)

odnosno

T 'HT =H . (1.3.33)
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Sliéno se pokazuje da vremenska inverzija menja znak operatora impulsa
T 'PT=-P, (1.3.34)

tj. da antikomutira sa njim.
Odredimo sada kako se generatori Lorencovih transformacija menjaju pri vremenskoj
inverziji. Za Lorencove transformacije iz (1.3.27) imamo

T e 1" Muv T — o= I)u (10),7 Moo , (1.3.35)
odakle nakon linearizacije dobijamo
T 'M,T=—(I t), (L), My - (1.3.36)

Izraz (1.3.36) je slican izrazu (1.3.10). Razlika je u znaku minis koji je prisutan u (1.3.36),
a nije u (1.3.10). On je posledica antilinarnosti vremenske inverzije. Na osnovu relacije
(1.3.36) je jasno da generatori bustova ne menjaju znak pri vremenskoj inverziji, dok
generatori rotacija menjaju

T'KT = K
TIT = -J. (1.3.37)
Razmatrajmo sada masenu Cesticu spina s u sistemu mirovanja, [p, s3). Ova stanja

formiraju bazis (2s + 1)-dimenzione reprezentacije rotacione grupe. Operator vremenske
inverzije pri delovanju na ova stanja daje linearnu kombinaciju stanja iz istog podprostora

T’ﬁa 33> = Z ngsg‘ﬁa 3§> . (1338)

Pri pisanju ovog zakona transformacije nismo pisali fazni faktor sa desne starne jednacine,
jer on nema nekog posebnog fizickog smisla. Primenom rotacije na ovo stanje dobijamo

R)|p, s3) Z DY) (R)|p, s}) (1.3.39)

gde D®)(R) predstavlja matricu rotacije u (2s+1)-dimenzionoj ireducibilnoj reprezentaciji
rotacione grupe. Uzastopnom primenom rotacije i vremenske inverzije na ova stanja dobi-
jamo
TU(R)|p,ss) = » DY Do (R)Cg b, 55) - (1.3.40)
53,55

Primena ove dve transformacije u obrnutom redosledu daje

U(R)Tp,s3) = Y Ciyes D, (R)IB, 5) - (1.3.41)

53783
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Zbog antilinearnosti i antiunitarnosti vremenske inverzije i druge relacije u (1.3.37) sledi
da rotacije komutiraju sa vremenskom inverzijom

TU(R) = U(R)T . (1.3.42)

Odavde je
DW= c~'p¥C |

gde je C' matrica koeficijenata rotacije. Ovaj izraz pokazuje da su ireducibilne reprezenta-
cije rotacione grupe D®* i D) unitarno ekvivalentne. Regenje ovog uslova je

C=e ™2, (1.3.43)
Matricni elementi operatora rotacije oko y—ose za ugao ¢ su
diZ)SB(go) = (s, shle 2|5, s53) . (1.3.44)

Oni se nazivaju Vignerovim d koeficijentima. Lako se vidi da je

d) (7)) = (=1)""0 s, . (1.3.45)
Prema tome, dobijamo da je
T1b, s3) = (=1)"7|p, —s3) . (1.3.46)
Primenom proizvoljnog busta dolazimo do
Tlp,ss) = TU(Ly)|p, s3) = (—1)"|p, —s3) . (1.3.47)

Ova relacija pokazuje da operator vremenske inverzije menja znak tre¢e komponente spina
i znak impulsa cestice. SU(2)

Delovanje vremenske inverzije na stanja bezmasenih cestica je analogno delovanju pros-
torne inverzije. Jednostavno se proverava da, za stanje bezmasenih cestica sa standarnim
impulsom, vazi

U(RyY (7)) Tk, \) = |k, A) . (1.3.48)

Koristeci ovaj rezultat, dobija se da vremenska inverzija na stanje bezmasene Cestice im-

pulsa p deluje prema A
Tlp.A) = ™[5, A) . (1.3.49)

Helicitet bezmasene Cestice ne menja znak pri vremenskoj inverziji, dok troimpuls menja.
Ako dva puta primenimo vremensku inverziju imamo

T2p, s3) = T(=1)*"%|p, —s3) = (—=1)*|p, s3) . (1.3.50)

Za bezmasena stanja vaZi ista formula. Dakle 72 = (—1)%*. Za bozone je T2 = 1, dok je
za fermione 72 = —1.
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Zadaci

1.1. a) Dokazati da je O(3) nepovezana grupa.
b) Pokazati da je SO(3) invarijantna pogrupa grupe O(3).

1.2. Neka je X = x- o, gde je x = (x,y,2). Pokazati homomorfizam izmedju SO(3)
i SU(2) grupa. SU(2) transformacije deluju na matricu X prema X' = MXMT | gde
M e SU(2).

1.3. a) Neka su A i B 2 x 2 matrice. Pokazati da je Tr(Ac,)Tr(¢"B) = 2Tr(AB) .
b) Pokazati da je Ll invarijantna podgrupa Lorencove grupe. Takodje pokazati da je
Z=A{I,1,1,1,} Abelova podgrupa Lorencove grupe i da je

L=IL1xT. (1.3.51)

1.4. Proizvoljnu matricu S € SL(2,C') mozemo napisana kao proizvod jedne unitarne i
jedne hermitske matrice, S = UH. Neka je

003 ei9/2 0
5269 /2:( 0 6719/2 .

Ova matrica je unitarna. Pokazati da je odgovaraju¢a matrica Lorencove transformacije

.. e . o . . _ 3 s . s
rotacija oko z—ose. Sli¢no, ako je S ¢isto hermitska matrica S = e~#7"/2 naéi odgovarajuéu
matricu A. Generalno, unitarna matrica je

U =eo92 (1.3.52)
a hermitska
H = e o¥/2, (1.3.53)
pa je proizvoljna matrica iz Si(2, C)
S = ¢lo0/2moen/2 (1.3.54)

1.5. Odrediti matri¢ne elemente generatora Lorencove grupe u definicionoj reprezentaciji.

1.6. Pokazati da je
A(S1)A(S2) = A(51S59),

kao i da je det A(S) =11 A% > 1.
1.7. Pokazati da je definiciona reprezentacija Lorencove grupe (%, %) reprezentacija.

1.8. Pokazati da su %LMHVM g %5“””"MWMPU Kazimirovi operatori Lorencove grupe.
Naéi vezu ovih operatora sa M? i N2,

1.9. Dejstvo Poenkareove grupe na koordinate moze se zadati sa (A, a)r = Ax+a. Odrediti
zakon mnozenja u grupi, jedinicni i inverzni element.
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1.10. a) Proveriti zakon mnozenja u Poenkareovoj grupi
U YA, 0)U(1,e)U(A,0) =U(1,A ) .
Zatim pokazati da iz ove relacije sledi:

U YA, 0)P,U(A,0)= (A P, .

I

Izracunati komutator [M,,, P,).
b) Pokazati da vazi:
U A, 0)UN,0)U(A,0) = U(A'A'A,0)

pa izracunati komutator [M,,, M,,|.
c) Pokazati da vazi [P,, P,] = 0.

1.11. Odrediti generatore Poenkareove grupe u reprezentaciji Dirakovog polja. Dirakovo
polje se transformise kao 1/ (Az 4 a) = e~ 17" 4(x). Dokazati da dobijeni generatori
zadovoljavaju komutacione relacije Poenkareove algebre.

1.12. Prepisati Poenkareovu algebru koriste¢i spin J;, impuls P;, hamiltonijan H, genera-
tore bustova K. Primetite da sa hamiltonijanom komutiraju komponente spina i impulsa.
Ovi operatori su konstante kretanja.

1.13. Vektor Pauli-Lubanskog definisan je kao W, = %EW,)\UM vA po,
a) Pokazati da vazi: W,P* =01 [W,, P,]=0.
b) Pokazati da je: W? = —%Z\/[u,,]\/[’“’P2 + M, M P"P,.

c¢) Koristeéi se prethodnim rezultatom, pokazati da W2 i P? komutiraju sa generatorima
Poenkareove grupe.

1.14. Pokazati da vazi:
a) [Mulfa Wo] = i(nuawu - nuawu) y
b) Wy, W,] = i€ ,WIP?
C) [EquJM;LVMpay MO‘B] — 0 .

1.15. Pokazati da Vignerove rotacije ¢ine grupu.

1.16. Pokazati da su

0 0 0 0
P = —‘_ P p— —._ L p— , —_—— —
! "or Zay’ - z<y8x x8y>

generatori E(2) grupe. Pokazati takodje da je P? + P Kazimirov operator.
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1.17. U zadatku 1.11 je pokazano da su generatori Lorencove grupe u spinorskoj repre-
zentaciji sigma-matrice

i
7wl (1.3.55)

gde su 7, Dirakove gama matrice u 4D. Takodje je pokazano da sigma-matrice zadovol-
javaju Lorencovu algebru:

Oy =

[Ows O] = 1(9usTva + GuaOus = Gua®up — GupTua)-

a) Izracunati komutator [0*%c,4,0,,]. Sta ocekujete da dobijete kao rezultat i zbog
cega?
b) Dokazati meSoviti Jakobijev identitet:

[A,{B,C}] + {B,[C, A]} - {C,|A, B]} = 0.

c) Uzimajuéi da je A =r,, B =0,, 1 C = 0,4, dokazati Schouten-ov identitet:

€uvaBpr — €uvarFpB — €uwrBYpa — €uraBYpr — ExvapBGpu = 0.
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GLAVA 1.

PROSTORNO-VREMENSKE SIMETRIJE



Glava 2

Unutrasnje simetrije i kvark model

U prethodnoj glavi pokazali smo da su masa i spin kvantni brojevi koji karakterisu cestice, a
koji su posledica Poenkareove simetrije. Pored mase i spina, postoje i drugi kvantni brojevi
koji karakterisu (elementarne) cestice, kao Sto su stranost, izospin, barionski broj i mnogi
drugi. Ovi kvantni brojevi poticu od unutrasnjih simetrija. U ovoj glavi ¢emo analizirati
unutrasnje simetrije sa kinematickog aspekta, dok ¢e dinamicki aspekti biti razmotreni u
glavi 4. Kao najznacajnija grupa unutrasnjih simetrija, SU(n) grupa ¢e biti analizirana
detaljno. Koristeé¢i uvedeni foramlizam, konstruisa¢emo kvark model hadrona.
Reference koje prate ovu glavu su [2, 3, 6].

2.1 Klasifikacija interakcija i cestica

U prirodi postoji nekoliko stotina cestica. One se medjusobno razlikuju po masi, spinu,
naelektrisanju i drugim kvantnim brojevima. Osobine Cestica se saznaju na osnovu njihovih
raspada i rasejanja u kojima ucestvuju. Kako su se energije koje su fizicari mogli da ostvare
u akceleratorima povecéavale, to se otkrivao sve veci broj cestica. Ocigledno je da sve one
ne mogu biti elementarne Cestice, tj. ¢estice koje nemaju unutrasnju strukturu. Videé¢emo
da su, zapravo, elementarne cCestice samo leptoni, kvarkovi, gradijentni bozoni i Higsov
bozon. Takodje, nasa saznanja ukazuju na to da elementarne Cestice interaguju putem
cetiri fundamentale interakcije. Te interakcije su: gravitaciona, elektromagnetna, slaba i
jaka.

Cestice mozemo podeliti na Cestice materije i cestice koje prenose interakcije, gradi-
jentne (gauge) bozone. Cestice materije se dele na leptone i hadrone. Ova podela je
definisana sredinom proslog veka i zapravo predstavlja podelu cestica po masi: leptoni su
lake Cestice, dok su hadroni cestice sa ve¢om masom. Danas znamo da postoje leptoni koji
imaju masu sli¢nu ili ve¢u od pojedinih hadrona.

Leptoni

Leptoni su cestice bez strukture koje ucestvuju u slabim, a ne ucestvuju u jakim in-
terakcijama. Njihov spin je 1/2. Postoji Sest leptona: elektron (e™), elektronski neutrino
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(ve), mion (p~), mionski neutrino (v,), taon (77) i taonski neutrino (v;). Njihove osnovne
karakteristike su date u tabeli 2.1.

Cestica | m [MeV] | spin | @ | sr.zivot 7[s] | raspadi, BR
e 0511 | 1/2 | —1| > 1.5 x 10% —
Ve <5eV | 1/2 0 stabilan -
o 105.7 1/2 | —-1] 22x10°° e~ Uely, 100%
Vy <0.19 | 1/2 0 stabilan W v, 17%
= 777 [ 1/2 | -1 201x10° % | e Dy, 18%
v, <182 | 1/2 0 stabilan | hadroni +v,, 65%

Tabela 2.1: Kvantni brojevi leptona.

Masa elektrona je 0,51MeV, dok mion ima masu koja je priblizno 200 puta veca od
mase elektrona. Masa taona je znatno ve¢a od mase elektrona i miona i iznosi 1777MeV.
Dugo se verovalo da su neutrini bezmasene cestice. Po novijim rezultatima oni ipak imaju
malu masu. Masa elektronskog neutrina je manja od 5eV, dok su granice na mase mionskog
i taonskog neutrina date sa: m,, < 0,16 MeV, m, < 18 MeV. Elektron je stabilna cestica,
dok su mion i taon nestabilni. Kanali raspada i relacije grananja su dati u tabeli 2.1. Mion
se raspada do elektrona, prema

woo— e + Ve + vy

Leptoni se grupisu u tri familije: elektron i njegov neutrino su prva familja, mion i
mionski neutrino ¢ine drugu familiju, a taon i taonski neutrino su treca familija leptona.

Svaki lepton ima i svoju anticesticu. Anticestica elektronu je pozitron, e*. Takodje u™
je anticestica od u~, a 7 od 7. Ove anticestice imaju masu i spin iste kao i ¢estice, dok
su im ostali kvantni brojevi suprotni.

Leptonski broj je kvantni broj koji je karakteristican samo za leptone (sve druge cestice
imaju leptonski broj nula) i o¢uvan je u svim interakcijama. Pojam leptonskog broja je
uveden 1953. godine, da bi se objasnilo zasto se rekacija 7, + p — n + e desava (Kovan-
Rajns ekspriment!), dok se reakcija 7, + n — p + e~ ne deSava. Svaka familija leptona
ima svoj leptonski broj, pa tako postoje elektronski leptonski broj, mionski leptonski broj
i taonski leptonski broj. Na postojanje tri razlicita leptonska broja ukazuje ¢injenica da se
raspad ©~ — e~ + v ne deSava u prirodi.

Kovan i Rajns (C. L. Cowan, F. Reines) su pedesetih godina proglog veka eksperimentalno potvrdili
postojanje neutrina. Eksperiment je koristio antineutrina iz fisionog reaktora i detektovao reakciju v, +p —
n + et. Detektor se sastojao od dva rezervoara vode, oko 200! ukupno i 40kg rastvorenog kadmijum-
hlorida C'dCls. Emitovani pozitron se anihilirao, kreirajuvi dva fotona, dok je emitovani neutron zahvatao
kadmijum iz C'dCls. U tom zahvatu se formira metastabilni izotop kadmijuma, koje se onda deekscituje,
emitujuéi foton: n + }¥Cd — 139mCd — 13°Cd + ~. Foton emitovan iz kadmijuma kasni nekoliko
mikrosekundi za fotonima nastalim anihilacijom pozitrona. Dobijeni fotoni su se detektovali scintilacionim
detektorom. Signal od tri fotona, od kojih su dva istovremena, a tre¢i kasni, bio je sigurna potvrda
postojanja neutrina.
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Eksperimentalno je utrvrdjeno da svi neutrini imaju negativan helicitet?, dok svi an-
tineutrini imaju pozitivan helicitet. Setimo se da je kod bezmasenih cestica helicitet dobar
kvantni broj. Zbog jako male mase, neutrino se moze tretirati kao bezmasena cestica.

Hadroni

Hadroni uéestvuju u jakim, slabim i elektromagnetnim?® interakcijama. Hadrona ima
puno, oko 200-300, pa ne mogu biti elementarne c¢estice. Hadroni celobrojnog spina su
mezoni, dok su hadroni polucelog spina barioni. Dakle, mezoni su bozoni, a barioni
fermioni. Videéemo kasnije da su hadroni vezana stanja kvarkova. Preciznije, mezoni
su vezana stanja kvarka i antikvarka, a barioni su vezana stanja tri kvarka. Kasnije ¢emo
videti da kvarkovi nose kvantni broj boju. U tabeli 2.2 dato je nekoliko hadrona, njihovi
kvantni brojevi i nac¢ini raspada.

| Cestica [ m [MeV] [ spin [ sr.zivot 7[s] | raspadi, BR | I | S]
’ Mezoni ‘
T 140 0] 26x10°° W Dy, - 1 0
70 135 0] 09x10"T0 27, ... 1 0
K* 490 0 12x10°8 70, 21%; ptv,,64%, ... 1/2
K% K° 498 0 ~ 10710 ntn=,68%; 2v,32%, ... 1/2 | +£1
J/¥ 3100 0| T =0.087MeV | hadroni,88%;e et,6%; u ut,6% 0
T 10000 0| T =0.053MeV e~et, ... 0 0
’ Barioni ‘
pt 938 | 1/2 stabilan? - /2| 0
n 940 | 1/2 ~ ldmin pte v, 1/2 | 0
AD 1116 | 1/2 2.6x10"10 7 pT,65%; m'n,35% 0 | -1
DEISWY 1190 | 1/2 | 0.8x 10719 nmT,48%; pTn°,52%;. .. 1| -1
5,50 1315 [ 1/2 | 29x10°1 A%70 100%:. .. 12| -2
Q- 1672 | 3/2 | 08x1071" [ A%%~,68%; =°n—,23%; = 7°,9%, ... | 0 | -3
ATT 1230 | 3/2| 05x1072% pTa0, ... 3/2] 0

Tabela 2.2: Hadroni i njihovi kvantni brojevi.

Mezoni 7 1 7~ su jedno drugom anticestice; razlikuju se po znaku naelektrisanja.
Neutralni 7° mezon je sam sebi anticestica. Anticestica od K+ mezona je K~ mezon, a od
K° mezona K.

Slicno kao i leptonima, barionima se pridruzuje barionski broj B. Barionski broj je
+1 za sve barione, —1 za sve antibarione i nula za sve ostale cestice. Barionski broj
je odrzan u svim interakcijama. Odrzanje barionskog broja zabranjuje raspad protona
p — et + ~. Anticestica protona je antiproton p~, koji ima istu masu i spin kao i

2Helicitet neutrina je utvrdjen u eksprimentima raspada piona. Pioni su pseudoskalarni mezoni, koji
na Zemlju dolaze iz kosmickog zracenja, ili se kreiraju u eksprimentima. Pozitivno naelektrisan pion se
raspada na antimion i mionski neutrino: 7+ — u* + v,. U referentnom sistemu u kome se 7+ raspada
iz mirovanja, ut i v, se razle¢u na suprotne strane i p, = —p,. Merenja heliciteta antimiona pokazuju
da je helicitet uvek isti i negativan. Kako je 7 skalar, to je helicitet v, uvek negativan.

3Sve gestice udestvuju i u gravitacionim interakcijama, ali gravitaciona interakcija nije predmet ovog
kursa.
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proton, a suprotne barionski broj i naelektrisanje. Antineutron je neutralan kao i neutron.
Neutron i antineutron se razlikuju po znaku magnetnog dipolnog momenta i barionskog
broja. Magnetni dipolni moment neutrona je py = —1, 91327’;2 -, gde je m, masa protona.
To sto neutralna cestica ima magnetni moment sugerise da je sastavljena od naelektrisanih
¢estica. Zanimljivo je da X~ nije anticestica od X. Ova tvrdnja ¢e biti ocigledna na

osnovu kvarkovske strukture ova dva bariona.

Prenosioci interakcija i Higsov bozon

Pored leptona i hadrona postoje cestice koje su prenosioci interakcija. Foton je prenosi-
lac elektromagnetne interakcije, W= i Z% bozoni prenose slabu interakciju. Jaku interakciju
prenose gluoni, dok je prenosilac gravitacione interakcije graviton.

Osobine osnovnih interarakcija su sumirane u tableli 2.3.

Interakcija domet intenzitet dejstvo prenosnik
gravitacione 00 ~ 1073 sve Cestice graviton
elektromagnetne 00 %37 naelektrisane cCestice foton
jake ~107%m 1 hadroni gluoni
slabe < 107%m 107° hadroni i leptoni wW*, Z

Tabela 2.3: Osnovne interakcije.

Jaka interakcija drzi kvarkove unutar hadrona i dominantna je u sudarima u kojima
ucestvuju samo hadroni. Rezidualna jaka interakcija izmedju protona i neutrona naziva se
nuklearna interakcija i on je odgovorna za vezana stanja nukleona, jezgra. Elektromagnetna
interakcija je interakcija izmedju naelektrisanih ¢estica. Atom je vezano stanje pozitivnog
jezgra i negativnog elektronskog omotaca i ovo vezano stanje je posledica elektromagnetne
interakcije. Molekuli su vezana stanja atoma i posledica su rezidualne elektromagnetne
interakcije koju nazivamo Van der Valsova (J. D. van der Waals) interakcija. Slaba inter-
akcija se javlja izmedju kvarkova ali i izmedju leptona. Procesi koji uklju¢uju neutrina su
uvek slabi procesi. Nema vezanih stanja koja su posledica slabe interakcije.

Za jake interakcije se moze re¢i da su brze, a slabe spore jer su srednja vremena zivota
Cestica koje se raspadaju po jakoj interakciji 7 ~ 10722 — 107235, a po slaboj 7 ~ 1077 —
10~ Bs.

Gravitaciono interaguju sve ¢estice koje imaju masu (energiju). Gravitaciona interak-
cija je, kao i elektromagnetna, dugodometna interakcija. Vezana stanja koja nastaju pod
delovanjem gravitacione interakcije su nebeska tela, galaksije, jata galaksija,. .. Kako je na
malim rastojanjima gravitaciona interakcija mnogo slabija od preostale tri, videti tabelu
2.3, ona se moze zanemariti pri razmatranju jake, slabe i elektromagnetne interakcije ele-
mentarnih cestica.

Neke osobine prenosioca interakcija su date u tabeli 2.4. Vidimo da svi prenosioci in-
terakcija, osim gravitona, imaju spin (helicitet za bezmasene prenosioce) 1. Graviton ima
helicitet 2. Moze se pokazati da je domet interakcije obrnuto proporcionalan masi preno-
sioca interakcije. Tako su elektromagnetna i gravitaciona interakcija dugodometne (foton
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i graviton su bezmaseni), dok su slaba i jaka interakcija kratkodometne. Primetimo da je
jaka interkacija kratkodometna, iako je masa gluona nula. Ovo je jedna od specificnosti
jake interakcije i1 vise o tome ¢emo govoriti u glavi 7.

Interakcija | prenosilac m [GeV] Q| T[GeV]
jaka gluoni 0 0 stabilni
elektromagnetna foton 0 0 stabilan
slaba W=, 2% | ~804,~912|+1,0|~21,~25
gravitaciona graviton 0 0 stabilan

Tabela 2.4: Neke osobine prenosioca interakcija.

Higsov bozon je skalarna cestica mase My = 125.18GeV i otkrivena je 2012. godine na
LHC eksperimentu u CERN-u. Higsov bozon je neutralna i bezbojna ¢estica, pa interaguje
samo slabom interakcijom. Kroz interakcije sa Higsovim bozonom, sve ¢estice dobijaju
masu. Detaljnije o ovom mehanizmu, govori¢emo u glavama 5 i 6.

Elementarne cestice

Pod elementarnim cesticama podrazumevamo cestice koje nemaju unutrasnju struk-
turu. Smatramo da su one tackaste. Elementarne cCestice su: leptoni, kvarkovi, kalibracioni
bozoni i Higsov bozon. Ve¢ smo rekli da postoji Sest leptona. Kvarkova takodje ima Sest
itosu: u,d, s, ct,ib. Oznake poticu od engleskih reci up (gornji), down (donji), strange
(¢udni), charm (sarm), bottom (dno) i top (vrh). Kvarkovi imaju spin 1/2 i nose kvantni
broj boja. Kalibracinih bozona ima ukupno 13. Dakle, ukupni broj elementarnih ¢estica
je 26. Vezana stanja kvarkova su, kao §to smo ve¢ rekli, hadroni.

2.2 Simetrija

Grupa simetrije u relativistickoj kvantnoj fizici je direktni proizvod Poenkareove i neke
unutrasnje simetrije, P ® (G. Unutrasnja grupa simetrije G je kompaktna Lijeva grupa.
Proizvoljan element iz G je

[ — (iT0"

gde su T generatori u odgovarajucoj reprezentaciji, a % realni parametri. Komutacione
relacije izmedju generatora su

[z‘va7 Tb] — Z-fabCTC 7
gde su f® strukturne konstante; one ne zavise od reprezentacije. Pri transformaciji U,
stanja fizickih sistema se transformisu prema

) = Ulp) = 1) .

Da bi se pri transformacijama oc¢uvale verovatnoce prelaza

[ [P = L),
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operatori U su ili unitarni ili antiunitarni*. Ovo je Vignerova teorema’.
Stanja ¢ zadovoljavaju Sredingerovu jednacinu
o
— = Hy . 2.2.2
% = Hy (222)
Da bi i transformisano stanje zadovoljavalo jednacinu istog oblika
' /
1 =H 2.2.3
mora vaziti
H=UHU". (2.2.4)

Pretpostavili smo da je %—g = 0. Ako hamiltonijan zadovoljava uslov (2.2.4) transformacija
U je simetrija sistema. Iz (2.2.4), za infinitezimalne transformacije, sledi

(1—iT"0") H (1+i6°T") = H .

Odavde je
[T* H| =0, (2.2.5)

tj. generatori simetrije komutiraju sa Hamiltonijanom.
Ako je |n) svojstveno stanje Hamiltonijana sa energijom FE,, tj.

Hin) = Eq|n),
onda se moze pokazati da je Uln) takodje svojstveno stanje sa istom energijom
HUln)) = E.(Uln)) .

Zakljucujemo da unutrasnja grupa simetrije pravi degeneraciju stanja tj. multiplete.
Kako je grupa simetrije P ® G, to je

[T*,P"] =0, [T%M,]=0. (2.2.6)

Prema tome, ¢estice u multipletima imaju istu masu i spin.

Simetrija nam daje kvantne brojeve Cestica. Generalno, kvantni brojevi mogu biti adi-
tivni i multiplikativni. Aditivni kvantni brojevi poti¢u od svojstvenih vrednosti hermitskih
operatora koji odgovaraju kontinualnoj simetriji. Na primer, translaciona simetrija daje

40vo znaéi da su generatori T® hermitski operatori.
5U kvantnoj fizici, stanja su odredjena do na fazu. To za posledicu ima da je zakon mnozenja dat sa

U(g1)U(g2) = 799U (g1g5), (2.2.1)

gde g1,92 € G. Prisustvo faznog faktora u (2.2.1), znaci da je reprezentacija grupe G na prostoru stanja
projektivna reprezentacija. Vise detalja mozete naéi u [1].
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ocuvanje impulsa. U procesima rasejanja a + b — ¢+ d impuls pre i posle rasejanja je isti,
tj.
Pe+py =i+ P

U ovom izrazu latimi¢ni indeksi a, b, c i d oznacavaju cestice. Impuls je aditivni kvantni
broj. Takvi su i naelektrisanje, izospin, hipernaboj i mnogi drugi.

Multiplikativni kvantni brojevi su vezani za diskretne simetrije. Primer multiplika-
tivnog kvantnog broja je konjugacija naboja. Konjugacija naboja je transformacija koja
¢estice prevodi u anticestice i obrnuto. Pri konjugaciji naboja ¢etvoroptencijal menja znak,
pa ona na foton deluje kao C|y) = —|v). C parnost fotona je —1. C parnost stanja sas-
tavljenog od n fotona je (—1)", tj. dobijena je mnozenjem C' parnosti svih fotona.

2.3 SU(2) i izospin

Atomska jezgra su sastavljena od protona i neutrona. Njih na okupu drzi nuklearna inter-
akcija. Jaka interakcija, pa time i nuklearna, je nezavisna od naelektrisanja. Prema tome,
nuklearna interakcija ne pravi razliku izmedju protona i neutrona. Ipak, na osnovu merenja
znamo da je masa neutrona neznatno veca od mase protona. Ova razlika u masama potice
od elektromagnetne interakcije. Za nuklearnu interakciju, proton i neutron predstavljaju
dva stanja jedne Cestice, koju nazivamo nukleon N. Sli¢nost izmedju protona i neutrona
je 1932. godine navela Hajzenberga (W. Heisenberg) da uvede koncept izospinske SU(2)
simetrije. Ako nukleon ima izospin I = %, proton i neutron su onda stanja nukleona sa

projekcijama izospina I3 = —I—% il3= —% respektivno,

N = ( S ) , (2.3.1)

Matematicki preciznije re¢eno, hamiltonijan H; jake/nuklearne interakcije je invarijantan
na izospinske odnosno SU(2) transformacije tj.

[H,,1,] =0, (2.3.2)

gde su I, generatori SU(2) grupe. Izospinske transformacije transformisu proton u neutron
i obrnuto

N' = e I"N, (2.3.3)

gde su 0 parametri transformacije i a = 1, 2, 3.

[zospin i spin su potpuno nezavisne velic¢ine, ali se matematicki opisuju na isti nacin,
preko SU(2) grupe. Generatori SU(2) grupe u fundamentalnoj reprezentaciji su [* = 0%/2
gde su ¢ Paulijeve matrice

01:<?é), 02:(?Bi), 03:((1)_01). (2.3.4)
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Lako se vidi da su strukturne konstante su(2) algebre Levi-Civita simboli
(1, 1°] = ie™™I° . (2.3.5)

Kartanov metricki tenzor za SU(2) grupu je Kronekerova delta, 6. Kazimirov operator
za su(2) algebru je I? = 3= (1%)*,

[I?,1°] = 0. (2.3.6)
Svojstvene vrednosti operatora I? klasifikuju ireducibilne reprezentacije grupe SU(2). Rang

su(2) algebre je 1, §to znaci da se skup medjusobno komutirajuéih generatora sastoji samo
od jednog elementa. Najcesée se uzima da je to generator I5. Iz°

I, 5] =0, (2.3.7)

sledi da postoji zajednicki svojstveni bazis ova dva operatora. Bazisne vektore ¢emo
obeleziti svojstvenim vrednostima ova dva operatora |1, I3). Svojstvene jednacine su

I2‘I,Ig> = I(I+1)|I,1Is),
LI I3y = I3, 13),
gdeje I =0,1/2,1,3/2,... iI3=—I,—I+1,... 1. Vektori |I, I3) su ortonormirani bazis

prostora reprezentacije 2. Kvantni broj I klasifikuje ireducibilne reprezentacije, a I3 vek-
tore stanja unutar jedne ireducibilne reprezentacije. Dimenzija ireducibilne reprezentacije

(1) je
dim (DW) =27 +1 .

U dvodimenzionalnoj reprezentaciji, I = 1/2 bazisni vektori su:

|%7%>=p=(é) \%,—%)Zn:(;)) (2.3.8)

Kao sto smo rekli na pocetku ovog dela, ova dva stanja identifikujemo sa protonom i
neutronom.
Proizvoljan vektor u definicionoj (dvodimenzionalnoj) reprezentaciji

¢ = ( Z ) (2:3.9)

se pri SU(2) transformacijama transfomise po

025

al (2.3.10)

Eog =

Koncept izospina moze biti progiren na druge hadrone. K+ mezon i K° mezon su
dublet SU(2) grupe. Projekcija izospina na z-osu K" mezona je I3 = +1/2, dok je KO
mezon stanje sa I3 = —1/2. Isto vazi i za dublet K~ i K° mezona. m mezoni ¢ine triplet

6Posto je Kartanov metricki tenzor za SU(2) grupu Kronekerova delta, to je I, = I°.
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SU(2) grupe, pa im je izospin I = 1. U bazisu trodimenzione ireducibilne reprezentacije
SU(2) gupe imamo

7t =1, +1), ™ =11,-1), ™ =1,0) . (2.3.11)

Po trodimenzionoj reprezentaciji se ponasaju i vektorski p mezoni (p~, p° p*), kao i &
barioni (X7, 3% 3T). A rezonace su kvadruplet SU(2) grupe

3 3 31 3 1 3 3
AT = |2 += AT =2, = A== —= A™ ==, —2). 2.3.12
|27+2>7 ‘272>7 27 2>7 |27 2> ( )
Cestice n°, ¢, Q1 A su singleti SU (2) grupe, jer se transformisu po jedini¢noj reprezentaciji.
Iz tablica vidimo da mase Cestica u SU(2) multipletima nisu iste. Zbog toga je SU(2)
simetrija priblizna simetrija. Mera narusenja ove simetrije se moze prikazati kao
My, — My,

~0,7-107%, (2.3.13)
My, + My

gde su m,, i m,, mase protona, odnosno neutrona.

2.3.1 Slaganje izospina

U ovom paragrafu analizira¢emo slaganje izospina. Dugim rec¢ima, ho¢emo da odgovorimo
na pitanje koliki je izospin sistema dve Cestice Ciji su izospinovi I, odnosno I’. Resavanje
ovog problema je analogno slaganju uglovnih momenata koje se izucava u kursu Kvantne
mehanike.

Neka su €27 i € prostori u kojima deluju dve ireducibilne reprezentacije SU(2) grupe.
Izospin jedne ireducibilne reprezentacije u direktnom proizvodu je I, a druge I’. Ortonormi-
rani bazisi ova dva prostora su {|I,1s), Is = —I,—I +1,...,1} odnosno {|I',I}), I} =
—I',—I'+1,...,I'}. U ova dva prostora deluju odgovarajuce ireducibilne reprezentacije
SU(2) grupe. Bazis tenzorskog proizvoda €y @ Qp ova dva prostora je {|I, I3)|I’, I})}.
Izospinski generatori vezani za ova dva prostora su I; ® 1, odnosno 1; ® I,. Ukupan
generator izospina je

U kompozitnom prostoru mozemo konstruisati standardni ortonormirani bazis. Kvadrat
ukupnog izopina J? i tre¢a komponeta ukupnog izospina Js komutiraju i klasifikuju stanja
standardnog bazisa, |J, J3). Dakle, stanja |.J, J3) su svojstvena stanja

2|0, 03 = J(J+1)|J, Js),

J3|J, J3)y = J3|J,J3) .

Svojstvena stanja ova dva operatora nisu |I, I3)|I’, I}), veé

[T, Js) =Y (115, I I4|J, J3) |1, )|, 1) (2.3.15)

Ig,]é
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gde su (I, I3, I', I}|J, J3) Klebs-Gordanovi (A. Clebsch, P. Gordan) koeficijenti. Trec¢a kom-
ponenta ukupnog izospina J; zadovoljava Js = I3 + I5.

Proizvod dve ireducibilne reprezentacije, koji deluje u tenzorskom proizvodu Q; ® Qs
je reducibilna reprezentacija. Ova reprezentacija moze biti razloZzena na ireducibilne kom-

ponente, prema
DU g pU) = pU+l) g ... g pU-I') (2.3.16)

Dakle, ukupni izospin kompozitnog stanja uzima vrednosti od |I — I'| do |I + I|.

Izospin stanja koje se sastoji od dve Cestice izospina 1/2 je 1 ili 0. Drugim re¢ima,
proizvod dve dvodimenzione ireducibilne reprezentacije je direktni zbir trodimenzione i
singletne reprezentacije, tj.

1 1
I - ®-=1650
2®2 ®
dim 2x2=3+1.

Bazisni vektori trodimenzione reprezentacije su simetricna stanja

11,11
1.1y = |= =)= =
|7> 272>’272>7
1 1 1.1 1 1 1,11
11,0) = ﬁ(’§,§>‘§’_§>+|§’—§>|§7§>)’ (2.3.17)
1 1.1 1
1L,-1) = |5,—-3)5:—5) >

2’ 2197 9

dok je jednodimenziona reprezentacija antisimetricna
1 11,1 1 1 1,11
0,0) =— ||z, 2)=—=)—|=.—=)=,=2) ) - 2.3.18
0.0) = — (13513 ~3 - I3 ~31153)) (23.18)
Jezgro deuterijuma 2D se sastoji od jednog protona i jednog neutrona. Izospin deuterijuma
moze onda biti 0 ili 1. Pokazuje se da je osnovno stanje deuterijuma isospinski singlet, dok

je pobudjeno stanje izospinski triplet.
Posmatrajmo proizvod dvodimenzione i trodimenzione ireducibilne reprezentacije

1 3 1
I © Z®l=26-=
2917393
dim :  2x3=4+2. (2.3.19)

Proizvod reprezentacija D@ i DO se razlaze na zbir reprezentacija D& i D). Vektore
(stanja) u dobijenim reprezentacijama mozemo odrediti primenom operatora J, = J, £1i.J,

na |J, J3>

JielJ, I3y =/ J(J + 1) — Js(Js £ 1)|J, Js £ 1) . (2.3.20)
Vektor maksimalne tezine u reprezentaciji 3/2 je
33 11

— =)= |=,=)|1,1). 2.3.21

=l (2:3.21)
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Delovanjem operatorom J_ = I_ ® 1+ 1 ® I’ na ovo stanje, dobijamo

31

——:1,11[” )11
52/ (L-®l+1®L))5 5

111
N \/;5’_5”1’ b 3’2 2>‘1 0 (23.22)

Ponavljajuéi ovaj postupak dobijamo:

‘ B 1|11

2" 2" 322
1

- —=) = |=,—=)|1,—1 2.3.24

2= = I3 -3ty (2.3.24)

ML, —1) + | >|1 0) | (2.3.23)

Vektor |1, 1) nalazimo iz uslova ortogonalnosti na |2, ). Rezultat je

11 111

21 1
Z I\ = — /==, —==)1.1) . 2.3.2

Primenom operatora spustanja J_ dobijamo

1 1 211

11 1
53 = \/3l3: 1D =315 —3)11.0) (2.3.26)

Na ovaj nacin smo nasli sve vektore iz iz direktnog proizvoda reprezentacija D& i DO,

2.3.2 Vigner-Ekartova teorema

Sada ¢emo se ukratko podsetiti Vigner-Ekartove (E. Wigner, C. Eckart) teoreme. Ire-
ducibilni tenzorski operatori’, Téf ), m = —j,—j + 1,...,7 su definisani zakonom transfor-

macije pri SU(2) transformacijama

(TWY = U(R)TYU ZDmm TY) . (2.3.27)

m

Na osnovu gornje definicije moze se pokazati da ireducibilni tenzorski operatori zadovol-
javaju sledece relacije:

[J5, TV = mTY) |
e, T9) = /5 + 1) — m(m £ )T, .

(2.3.28)

Nekada se bas ove relacije uzimaju za definiciju ireducibilnih tenzorskih operatora.

"Koristimo oznake: j za ireducibilnu reprezentaciju SU(2), a m za klasifikaciju vektora.
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Matri¢ni element ireducibilnog tenzorskog operatora u bazi |1, I3) je
(I L\ TSP |1, Iy = (TLs; M| I (T (2.3.29)

Vidimo da je on proizvod redukovanog matri¢nog elementa (I'|T7|I) i Klebs-Gordanovog
(CQG) koeficijenta. Ovo je zapravo iskaz Vigner-Ekartove teoreme.

Redukovani matri¢ni elementi ne zavise od I3, I5 i M. Matri¢ni element (I’ ]§|T]§/}] ) |1, I3)
je nenulti samo ako je M + I3 = I i ako I, I’ i J zadovoljavaju nejednakost trougla,

I—J<I'<I+.J.

Ovi uslovi su posledica CG koeficijenata.
Vigner-Ekartova teorema se moze primeniti na analizu procesa (raspada, rasejanja)
koji se desavaju pod dejstvom jake/nuklearne interakcije. Posmatrajmo na primer, raspad

Cestice a u dve Cestice ci d
a — ¢ + d. (2.3.30)

Matricni element S matrice za ovaj raspad je
<Cd|S|(I> = <[cIda [3013d|S|Ia[3a>
= Y (Lely; I Isa| ' TY(I' TS| I Isa)

I/

gde smo koristili relacije kompletnosti. Iz (2.3.2) vidmo da hamiltonijan jake interakcije
komutira sa generatorima izospina, pa su izospin [ i njegova tre¢a komponenta I3 odrzani
u jakim interakcijama. S matri¢ni element je®

(IL3|S|I'I3) = 0110, A(I) - (2.3.31)
Dalje je
(cd|S|a) = (Icla; Iscl3allalsa) AL, - (2.3.32)

Rezultat je izrazen preko nezavisnih amplituda A(I,). Razmatrajmo sada proizvod dvodi-
menzione i trodimenzione reprezentacije, kao u (2.3.19). Setimo se jos da (p,n) ¢ine
izospinski dublet, (7, 7% 77) ¢ine izospinski triplet, a delta rezonance izospinski kva-
truplet (AT, AT A% A™). Onda, koristeci (2.3.23) i (2.3.32), dobijamo

1

<7T+7’L‘S‘A+> - \/§A3/2 ’ (2333)

2
(n°p|S|AT) = \/;A:a/Q : (2.3.34)

Sirina raspada je odredjena sa

. @ Vdpf
r_/ - 1;[ @) (2.3.35)

80va relacija je specijalni slu¢aj Vigner-Ekartove teoreme, gde je S skalarni ireducibilni operator.
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Ona predstavlja verovatnoc¢u raspada u jedinici vremena prointegraljenu po faznom pros-
toru finalnih cestica. U gornjem primeru raspada A™ rezonance

+ p+
AT { e (2.3.36)

fazni prostor je isti za oba kanala, pa je odnos Sirina raspada

(AT —p, ) _ ( %)2:
(At = n,77T) ( 1)2

Ovaj rezultat je u skladu sa eksperimentalnim rezultatima. Dakle, u eksperimentu se vidi
SU(2) simetrija, tj. CG koeficijenti.
Razmatrajmo dalje rasejanje cestica a i b u cestice c i d

a+b—c+d. (2.3.37)

Primenom relacija kompletnosti imamo

(cd|Slab) = 3" (Tly; TeLsal LIs)(T 5| ST I3) (I' Iy Lo Iy s Tss)

I
Kako je
(II3|S|I'I3) = Ardrpdp, (2.3.38)
to na kraju dobijamo
(cd|Slaby = " (Ielg; T Isg| T Is) (I 15| 1,1, s ) A - (2.3.39)
I
Izrazi (2.3.21)-(2.3.26) daju
33 .
575) = pr
31, 2 o 1 .
22 = V3P 3T
‘3 Lo o P
22/~ V3" 3"
3 3 _
‘_7__> = nm ,
2 2
I N G
22 = V3™ T3
1

1 1 2
‘5, _§> — gpﬂ'_ N (2.3.40)
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Primenom (2.3.39) dobijamo
(TTpISITTp) = Asp

1 2
(m7p|Slm™p) = §A3/2 + §A1/2 ;
. V2 V2
(7 p|S|7°n) = ?A?,/Q - ?AI/Q - (2.3.41)

Eksperimentalni rezultati pokazuju da je Az > A2, pa je
o(rtp—=atp)io(xp—=ap iomrpoan)=9:1:2. (2.3.42)
Ovaj odnos efikasnih preseka je u skladu sa eksperimentalnim reuzltatima, prikazanim

na slici 2.1. U praksi se mere totalni efikasni preseci za nukleone, pa su zapravo o(nm p —
7n7p)io(r"p — 7n) prikazani zajedno. To onda daje odnos

Utot(7T+P)
Otot(ﬂip)
a to je upravo i odnos koji se vidi sa grafika na slici 2.1.

=3,

2.4 Dodatni kvantni brojevi i zakoni odrzanja

U prethodnom poglavlju smo uveli pojam izospina. Pored izospina, Cestice poseduju i

druge kvantne brojeve. U ovom poglavlju uveséemo jos nekoliko kvantnih brojeva.
Izmedju 1940. i 1950. godine otkrivene su A® hiperon® i K mezoni. Ove cestice se

proizvode brzo, a raspadaju se sporo. Na primer, A° i K Gestice se stvaraju u procesu

7 +p— K4+ A", (2.4.1)

koji se desava preko jake interakcije. Srednje vreme zivota K9'° mezona je 7(K?) ~ 1077s,
Sto znaci da se on raspada po slaboj interakciji

+ - 0
0 T T +T

9storijski, barioni veée mase i nenulte stranosti su nazivani hiperoni.
0Pokazuje se da se u prirodi, umesto K i njegove anticestice K°, pojavljuju njihova mesana stanja

1

KO — - KO _KO ,

L \/i( )
1 _

K = —(K°+ K.

S \/5( )

Stanja K5 i K& su svojstvena stanja C'P operatora, sa svojstvenim vrednostima +1 i —1 respektivno.
Oznake S i L dolaze od "short” i ”long” i odnose se na vremena zivota ovih ¢estica. Naime 7(K?9) ~ 107 7s,
dok je 7(KY) ~ 10~ !s. Kanali raspada ovih ¢estica su
K »at 477 7% + 70,
ng s at+a +7%70 + 70 + 7O,
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200 T T T

o0

a, (mb)

\] 1000 2000
E(m) (MeV)

Slika 2.1: Rasejanje piona i nukleona.

Sliéno, A° Gestica ima 7(A%) ~ 107%s i raspada se na
A -7 +p. (2.4.3)

Osobina cestica da se stvaraju po jakoj, a raspadaju po slaboj interakciji je bila ¢udna,
pa je zbog toga uveden novi kvantni broj koje se naziva stranost!!. Stranost je aditivni
kvantni broj, odrzava se u jakim interakcijama, a ne odrzava se u slabim interakcijama.
Pojedinim hadronima pripisujemo odredjene vrednosti ovog kvantnog broja. Na primer,
stranost hadrona iz procesa (2.4.1) je

S(n) = S(m)=0,
S(A°) = -1,
S(K% = +1.
Za proces preko jake interakcije
™ +p — A+ K°
S:0+0 = —-1+1 (2.4.4)
vidimo da je stranost o¢uvana. Za proces preko slabe interakcije
A = 7 +p—
S:—1 # 040,

stranost nije ocuvana. Videé¢emo kasnije da je ovaj kvantni broj vezan za s kvark. Hadroni
koji sadrze jedan s kvark imaju stranost —1, a oni koje sadrze jedan antikvark 5 imaju

11»GStrange” na engleskom znaéi ”éudan”.
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stranost +1. Otkric¢e stranosti, kao jos jednog kvantnog broja koji se odrzava u jakim
interakcijama, dovodi do zakljucka da se izospinska SU(2) simetrija mora prosiriti na vecu
simetriju, koja ¢e biti generisana nekom grupom ranga 2. Vise o ovome ¢emo reci u glavama
2.512.6.

Ranije smo uveli pojam barionskog broja. Podsetimo se da je barionski kvantni broj
bariona 1, antibariona —1, dok ostale cestice imaju barionski broj nula. Barionski broj se
odrzava u svim interakcijama. Zbir barionskog broja i stranosti cestice je hipernaboj

Y=B+S. (2.4.5)

On je odrzan u jakim interakcijama, a narusen u slabim.
Elektri¢cno naelektrisanje ) je odrzano u svim interakcijama. Veza izmedju naelek-

(M. Gell-Mann, K. Nishijima) relacijom

Q=1+ % . (2.4.6)
Kada smo govorili o leptonima, uveli smo pojam leptonskog broja. Podsetimo se da postoje
tri vrste leptonskog broja: leptonski elektronski L., mionski L, i taonski L,. Za elektron
i elektronski neutrino L. = +1, pozitron i antineutrino imaju L. = —1 dok je za sve ove
cestice leptonski mionski i taonski kvantni broj jednak nuli. Sliéno je i za ostale leptone.
Leptonski broj je odrzan u svim procesima. Proverimo odrzanje leptonskih brojeva u
slabom procesu raspada antimiona p™

ut — e++l7u+ue
L,:—1 = 0+4+(-1)+0
Lo:0 = —-1+4+1.

Za razliku od barionskog broja, vidimo da se leptonski broj odrzava po familijama. Na
nivou Fajnmanovih dijagrama, to znac¢i da nema mesSanja leptonskih linija iz razlic¢itih
familija u procesima. Na slici 2.2 je prikazan Fajnmanov dijagram za rasejanje elektrona i
miona

pt + = — et + e

2.5 Osmostruko svrstavanje hadrona

Uvodjenje novog kvantnog broja stranosti (ili hipernaboja), navelo je Gelmana (M. Gell-
Mann) i Neemana (Y. Ne’eman) da, 1961. godine nezavisno formulisu klasifikaciju do tada
otkrivenih hadrona u multiplete SU(3) grupe. Ova klasifikacija je poznata kao Osmostruki
put!? ili osmostruko svrstavanje.

12Na engleskom ”The eightfold way”.
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Slika 2.2: Rasejanje miona i elektrona.

SU(3) grupu ¢ine 3 x 3 unitarne matrice jedini¢ne determinante. Elemente ove grupe
mozemo napisati u obliku

_ ie®2a
U=¢e* 2 |

gde su €* realni parametri, a \* Gell-Mann-ove matrice:

010 0 — 0 1 0 0
M =100, =i o0o0], x=|0-10],
000 0 0 O 0 0 0
0 01 00 —
M =000, Xx=[00 0], (2.5.1)
1 00 ¢ 0
000 0 0 1 1 0 O
X¢ = 0011, M=100 — |, d=—7=| 01 0
010 0 ¢ 0 V3 00 -2
Gelmanove matrice su normalizovane prema
Tr ()\a)\b) = 25ab . (252)

Rang grupe SU(3) je 2, tj. maksimalan skup komutirajuéih generatora je dva. Ta dva
komutirajuéa generatora su A3 i Ag. Ovo znaci da je Kartanova podalgebra su(3) alge-
bre dvodimenziona, pa su time i tezinski dijagrami su(3) algebre dvodimenzioni. Detalje
konstrukcije tezinskih dijagrama su(3) algebre videé¢emo u glavi 2.7.

Gelman i Neeman su grupisali hadrone istog barionskog broja i istih spina i parnosti u
jedan multiplet SU(3), koji je karakterisan odgovarajuéim tezinskim dijagramom.

Tako su pseudoskalarni mezoni spina i parnosti 0~ grupisani u oktet i singlet SU(3)
grupe, kao na slici 2.3.

Vektorski mezoni, spina i parnosti 1~, su takodje grupisani u oktet i singlet SU(3)
grupe, slika 2.4.

Barioni spina i parnosti %Jr su grupisani u oktet, dok su barioni spina i parnosti g+
grupisani u dekuplet SU(3) grupe, slika 2.5. Unutar multipleta, stanja (pojedine Cestice)
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v} Y]
KO Kt 494 MeV
T||.
= 9 P 140 MeV 71 Ts
K- E° 494 MeV

Slika 2.3: Pseudoskalarni (0~) mezoni.

v v
K Ko+ 892 MeV
N er:'T.. /o &5 70 MeV ¢ Iy
K- 0 832 MeV

Slika 2.4: Vektorski (17) mezoni.

su karakterisana kvantnim brojevima koji odgovaraju generatorima Kartanove podalgebre:
A3 — I31 Mg = Y = S5+ B. Podsetimo se da je I3 tre¢a komponenta izospina, dok su S i
B stranost i barionski broj, respektivno.

Cestice sa istom vrednoséu hipernaboja su multipleti izospinske grupe SU (2), koja je
podgrupa od SU(3). Tako su na primer p i n SU(2) dublet, dok pioni 7%, 7° i 7~ ¢ine
SU2) triplet.

U vreme kad su Gelman i Neeman objavili opisanu klasifikaciju, {2~ barion iz barionskog
dekupleta, nije bio otkriven. Koristeéi se predvidjanjima Osmostrukog puta za masu, spin,
stranost i druge kvantne bojeve = bariona, tim naucnika iz Brukhejvena (Brookhaven
National Laboratory) je eksperimentalno potvrdio postojanje ove Cestice. Ovo otkrice je
predstavljalo vaznu potvrdu Osmostrukog puta.

SU(3) simetrija nije egzaktna, jer su mase ¢estica unutar jednog multipleta razlicite.
Mera narusenja ove simetrije se moze prikazati kao

my — My

~0,12 . (2.5.3)
my + my,

Vidimo da je SU(3) simetrija vise narusena nego SU(2) izospinska simetrija (2.3.13).
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Slika 2.5: Barioni u okviru SU(3) grupe.

2.6 Reprezentacije SU(n) grupe i Jangove Seme

Grupe SU(2) i SU(3) su znacajne kao priblizne simetrije jake interakcije. U nastavku
¢emo razmotriti SU(n) grupe, njihove ireducibilne reprezentacije i vezu za elementranim
¢esticama i njihovim interakcijama.

Elementi SU(n) grupe u definicionoj reprezentaciji su n X n unitarne matrice jedini¢ne
determinante:

UUT=UWU =1 detU=1. (2.6.1)

Mozemo ih zapisati u obliku U = €', gde je H hermitska matrica nultog traga. Hermit-
ska matrica ima n realnih dijagonalnih elemenata. Vandijagonalni elementi zadovoljavaju
(H,j)* = Hj;, pa su odredjeni sa 2@ realnih parametara. Dakle, hermitska matrica je
odredjena sa n? parametara. Uslov TrH = 0 smanjuje broj nezavisnih partametara matrice
H za jedan. Dakle, broj nezavisnih parametara hermitske matrije nultog traga je n? — 1,
Sto znaci da SU(n) grupa ima n? — 1 generatora. Rang algebre predstavlja maksimalan
broj njenih komutiraju¢ih generatora. Ovi generatori ¢ine tzv. Kartanovu podalgebru.
Broj dijagonalnih generatora je n — 1, pa je rang su(n) algebre jednak r = n — 1.
Vektor

wi = <w17w27"'71/}n) € Cn
se pri SU(n) transformacijama transformise po

gde je U SU(n) matrica. Ova reprezentacija se naziva definicionom reprezentacijom, ili
prvom fundamentalnom reprezentacijom'3. Lako se vidi da je i U* takodje SU(n) matrica.
Konjugovanjem (2.6.2) dobijamo

U =T = Uit = iU (2.6.3)

Jjgi

138U (n) grupa ima n — 1 fundamentalnih reprezentacija.
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Dakle, 1} se transformiSe po konjugovanoj reprezentaciji. Dalje ¢emo uvesti slede¢u no-
taciju (konjugacija podize indeks):

Yt =7, U/ = Uy, U =Uj . (2.6.4)
Relacije (2.6.2) i (2.6.3) se onda mogu prepisati kao

% — 1/1;2 Uijj%',‘
'le N wlz — Uzj,l?bj .

Veli¢ina ;" je invarijanta, tj. transformiSe se po singletnoj (jedini¢noj) reprezentaciji
SU(n) grupe. Tenzori viseg ranga se pri SU(n) transformacijama transformisu kao

YR = (U (U (2.6.5)

Jijz.--dg l1..l4
Kronekerov simbol ¢7; je invarijantan tenzor
&'y = ULU, (2.6.6)

Jasno je da ¢;; nije tenzor. Pored Kronekerovog simbola, simbol Levi-Civita, 72+ je
takodje invarijantan tenzor

5/ = Uiljl Ce U-37L€j1._.jn = detU *Eiqin = Cig.in - (267)

i1...0n i

Kontrakcija proizvodi tenzore nizeg reda.

Proizvoljni tenzori viSeg reda su najcesée reducibilni, tj. transformisu se po nekoj re-
ducibilnoj reprezentaciji SU(n) grupe. Reducibilni tenzori se mogu razloziti u ireducibilne
komponente. SU(n) transformacija ireducibilne tenzore prebacuju ponovo u te ireducibilne
tenzore. Invarijantni tenzori se koriste za dobijanje ireducibilnih komponenti reducibilnih
tenzora. Neka je na primer Tij tenzor drugog reda. Mnozenjem ovog tenzora Kronekerovim
simbolom ¢7; dobijamo

T=6T =TT.

1¢in ] I. zni tenzor T*. onda mozZem razlozimo u dv 1r rem
Veli¢ina T je skalar. Polazni tenzo TZJO da mozemo da razlozimo u dva sabirka prema

. , 1 . 1 .
Tl = (I% = ~T6' )+ ~T5' ;. (2.6.8)

J

Prvi sabirak je tenzor nultog traga, a drugi je sam trag. Pri SU(n) transformacijama
tenzor nultog traga prelazi u tenzor nultog traga, a trag prelazi u trag. Oni su ireducibilni
tenzori. Na ovaj nacin tenzor Tij smo razlozili u ireducibilne komponente.

2.6.1 Veza grupe SU(n) i permutacione grupe S,

Posmatrajmo sada tenzore samo sa gornjim indeksima. Zakon transformacije tenzora dru-
gog reda je
Y = UL UI M (2.6.9)
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Zamenom indeksa ¢ i 7 dobijamo

Y= UL UL = U UT (2.6.10)
Permutacija indeksa je definisana delovanjem operatora Pjs kao

P 12¢ij = Wi .
Lako se vidi da se tenzori 1% i ¢* transformisu na isti nacin, tj. permutacija indeksa ne
menja zakon transformacije.
Definigimo simetri¢an i antisimetri¢an deo tenzora 1)%:
. 1 - .
SY o= — (Y +) (2.6.11)

AT = — (Y =) (2.6.12)

N — Do

Tenzori S¥ i AY su svojstvena stanja operatora Pjs

P12sij - Sij7
PpAY = —AY, (2.6.13)

Takodje je
Slij — UikUlekl,
A = UL U AN

Dakle, pri SU(n) transformacijama simetrican (antisimetrican) tenzor se transformisu u
simetrican (antisimetrican) tenzor. Tenzor " smo dekomponovali

Y =89 4 AY (2.6.14)

i videli smo da su S¥ i A% ireducibilne komponente. Simetri¢an i antisimetrican tenzor
ne mogu se dalje dekomponovati. Ova procedura se moze generalisati na tenzore viseg
ranga koji ima ili samo gornje ili samo donje indekse. Mozemo zakljuciti da su bazisni
vektori (tenzori) ireducibilnih reprezentacija SU(n) grupe tenzori definisane permutacione
simetrije indeksa.

Tenzor treceg reda £9* se dekomponuje na sledeéi nacin

gk — l(g{ijk} + <£{j[i}k] + g{i[j}k}) + (g[i{j]k} + g[j{i]k}> + é[ijk]) ) (2.6.15)
6

Prvi sabirak u (2.6.15) je totalno simetrican

gHIRE = §yp5¢
= (1+ Pia+ Pi3+ Pog + Pi3Pis + PiaPy3) 7"
gidk | gitk | chii  giki | ki giki (2.6.16)
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Poslednji sabirak je totalno antisimetrican
M = At
= (1— Py — Pig — Py + Pi3Prio + PiaPy3) 7"
fijk . fjik . gkji _ gikj + ékij + fjki ) (2_6_17)
Ostali sabirci u (2.6.15) su tenzori mesane simetrije. Tenzor £ U4 je simetrican po prvom
i drugom indeksu:
f{j[i}k} — 5121413527'16
= (1 + Plz)(l — Plg)fijk
giik 4 gtk _ giki _ ghii (2.6.18)
Prvo smo izvrsili antisimetrizaciju po prvom i tre¢em indeksu pa zatim simetrizaciju po
prvom i drugom. Dobijeni tenzor nije antisimetrican po prvom i tre¢em indeksu. Postoji
jo§ jedan tenzor simetri¢an po prvom i drugom indeksu, £FUH On je
UM = 515 ApsF
= (1+ Pio)(1 — Pag)"
= gk g gk giki ki (2.6.19)
Tenzor UM ne sadrzi nova bazisna stanja u odnosu na tenzor £V Preostala dva
tenzora mesane simetrije su antisimetricna po prvom i drugom indeksu:
g[i{j}k} = AypSps&iF
= (1= Pio)(1+ Pp3)€"*

I = 4,5,
= (1— Pp)(1+ P3)¢*
Ovi primeri ilustruju vezu izmedju SU(n) grupe i grupe permutacija od n elemenata,
Sy, grupe. Ireducibilne (IR) reprezentacije permutacione grupe su klasifikovane Jangovim
semama. Veza Jangovih sema i IR reprezentacija SU(n) grupe je definisana Fundamental-
nom teoremom. Ona glasi:
Ako je p-Cesticno stanje ireducibilan tenzor permutacione grupe S, i ako je ono kon-

struisano od jednocesticnih stanja koja su bazisni vektori ireducibilne n-dimenzione re-
prezentacije SU(n) grupe, onda to stanje odgovara ireducibilnom tenzoru SU(n) grupe.

Dakle, Jangove Seme obelezavaju'? IR reprezentacije SU(N) grupe. Primer jedne Jan-
gove Seme dat je na 2.6.

Proizvoljna Jangova Sema se sastoje od najvise n vrsta i svaki sledeéi red (gledano
odozgo na dole) sadrzi isto ili manje kvadrati¢a nego prethodni.

14 Jangove eme nisu IR reprezentacije SU(n) grupe. To se moze videti tako §to jednoj Jangovoj semi
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Slika 2.6: Jangova Sema.

2.6.2 Osobine Jangovih Sema

Kompaktna poluprosta Lijeva algebra ranga [ ima [ dijagonalnih operatora H;, gde i uzima
vrednosti ¢ = 1,2,...,l. Oni ¢ine Kartanovu podalgebru. Zajednicki svojstveni problem
operatora H; je

Hyp) = maf) (2.6.22)
gde (j) oznacava reprezentaciju, dok indeks m klasifikuje vektore. Uvedimo vektore
m = (my,ma,...,my),
H = (Hl,HQ,...,Hl) . (2623)
Tada (2.6.22) postaje ' ‘
HyY) = my), (2.6.24)

gde su m tezine.

Primer SU(2) grupe
Standardna forma su(2) algebre je

1 01 +i0’2 01 —Zb‘g
Hi =-03, Fi=—22  E,=-‘'_"2 2.6.25
1 9 3 1 2\/5 1 ( )

Bazisni vektori dvodimenzione definicione (fundamentalne) reprezentacije su

a2 _ (1Y _ a2 _ (0 _
’le/Q _(O>_u17 ¢1/2—<1)—U2-

Oni su svojstvena stanja operatora H;

1 1

Hlul = §U1 s m(l) = +§,
1 1
HﬂLQ = —§U2 s m(2) = —5

odgovara vise IR reprezentacija razli¢itih SU(n) grupa. Na primer, Sema

(1]

predstavlja trodimenzionu reprezentaciju SU(2) grupe, Sestodimenzionu reprezentaciju SU(3) grupe,
dvadesetodimenzionu reprezentaciju SU(4) grupe,...
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Stanja u; i us odgovaraju bazisnim spinskim stanjima u kvantnoj mehanici, ili bazisnim
izospinskim stanjima kao u glavi 2.3. Bazisne vektore u; i uy prikaza¢emo sa jednim
kvadraticem u kojem pise broj 1, odnosno 2, kako na slici 2.7. Kvadrati¢ ¢e nam biti
oznaka za dvodimenzionu ireducibilnu reprezentaciju SU(2) grupe.

uy =|1] Ug =2 — — OVO nam oznacava
dvodimenzionu reprezentaciju SU(2).

Slika 2.7: Stanja u dvodimenzionoj IR reprezentaciji SU(2) grupe.

Proizvod dve dvodimenzionalne ireducibilne reprezentacije grupe SU(2) je reducibilna
reprezentacija koja je direktni zbir singletne i trodimenzione reprezentacije

1 1
- ®=-—=1®0.
2®2 ©

Vektori trodimenzione reprezentacije

UL U9 + UoUq

Uiy, UgUs, NG (2.6.26)
su simetricni, dok antisimetricno stanje
ate— Bl (2.6.27)

V2

pripada jednodimenzionoj reprezentaciji.
Uy iy (1)1

J=1 uy uz [2[2 | | simetriéno stanje

W1y + Ually 1 9

'\"'II':E

=0 } i = Uath |]) } — antisimetriéno stanje.

vz oo 12

Slika 2.8: Trodimenziona i singletna IR reprezentacija SU(2) grupe.

Dva kvadratica u vrsti oznacavaju simetricno stanje, dok dva kvadrati¢a u koloni pred-
stavljaju antisimetricno stanje, slika 2.8.

Mozemo dalje analizirati trocesti¢no stanje. Ireducibilne reprezentacije su Jangove
Sseme SU(2) grupe koje se sastoje od tri kvadrati¢a. Jangova Sema sa tri kvadrati¢a u
vrsti oznacava simetricna stanja. Pored njih postoji i stanje meSane simetrije. Ocigledno
je da ne postoji trocesti¢no totalno antisimetricno stanje. Zato Jangova sema za SU(2)
grupu moze imati najvise dve vrste. Jasno je da su bazisni tenzori simetricne reprezentacije
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| ne pi).‘:-h:n_i'l totalno
A antisimetriéno stanje.

171 [zl [212] _
2 1 -

1[1]2

112[2

2[2)2

Slika 2.9: Trocesti¢na stanja SU(2) grupe.

SU(2) grupe:

1
U U1 Uy, %(U&Ulul + uruguy + uguiUug)
1
%(uguwl + UgUgUg + U UU),  UgUgUs . (2.6.28)

Ova reprezentacija je prikazana na slici 2.9. Zakljucujemo da je simetri¢na reprezentacija
trocCesticnog stanja cetvorodimenziona, dok je reprezentacija meSane simetrije dvodimen-
ziona.

Primetimo da i za proizvoljnu SU(N) grupu vazi da simetrican tenzor S;; reprezen-
tujemo Jangovom Semom od dva kvadrati¢a u vrsti (prva Jangova Sema na slici 2.10) a
antisimetrican sa dva kvadrati¢a u koloni (druga Sema na slici 2.10). Tre¢a Jungova Sema
na slici 2.10 je totalno simetrican tenzor treceg reda, dok poslednja Sema predstavlja tenzor
mesSane simetrije.

Sij [4]J

[
i 7 [k Wik + Wik + Vg + WYikg + Whij + Vi
= S(thije) = (1 + Pia + Pia + Pos + PiaPria + PiaPia) i
ilf| tenzor sa meSanim indeksima

k| ik Wik — Yk — VYigi = SizAnstije=
(1 4+ Pig)(1 — Pig)tiie = Yigr + Yiin — Vi — Yy

Slika 2.10: Primeri tenzora SU(n) grupe.

Standardno uredjenje

Razmotrimo tenzor mesane simetrije grupe SU(n). Da bismo dobili standardno ure-
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ild
k
3
1]1 11 1[2 1]2 1/3 13
2 3 2 2 3
» osmodimenziona reprezentacija
2[2 2[3
3 3 j
111 [2[3] [2]1] . i G s :
1l Bl 3 nisu standardne ili nula ili zavisne od standardnih
Il
0

Slika 2.11: Standardno uredjenje.

djenje Jangove seme SU(n) grupe potrebno je da brojeve 1,...n upisujemo u kvadratice
Seme ali tako da oni ne opadaju u vrsti, a rastu kad se gleda po kolonama odozgo na dole.
To je uradjeno na slici 2.11 na primeru SU(3) grupe. Sa slike se vidi da postoji osam stan-
dardno uredjenih Jangovih Sema, pa je ova ireducibilna reprezentacija osmodimenziona.
Seme koje nisu standardne ili su jednake nuli ili se mogu svesti na standardne, pa ih ne
razmatramo.

Racunanje dimenzije ireducibilne reprezentacije SU(n) grupe

Dimenzija ireducibilne reprezentacije je kolicnik D;/Ds. Da bismo dobili brojeve D; i
D, treba u svaki kvadrati¢ Jangove Seme upisati po jedan broj na sledeé¢i nac¢in. U prvi
kvadrati¢ upiSemo broj n, u naredni u prvoj vrsti broj n + 1 i tako do kraja vrste. U
narednoj vrsti poc¢injemo brojem n — 1, pa u sledeci kvadrati¢ upisujemo n i tako redom do
kraja vrste. Kada popunimo celu Semu, proizvod svih upisanih brojeva daje broj D;. Broj
D, takodje predstavlja proizvod brojeva pridruzenih svakom kvadrati¢u seme. Ovi novi
brojevi, za dati kvadrati¢ predstavljaju broj kvadrati¢a koji se od datog nalaze na desno
i na dole, racunajuéi i sam kvadrati¢. Na slici 2.12 su izracunate dimenzije dve Jangove
Seme.

-]

SU(4)[ ] -

w
I

[ =1
Il
on
=]
o
I
o
=
on

n rastu

opadaju

L

[ N i e |

=8

[
Lol roce Boon| Lo ok

SU(3)

Slika 2.12: Dimenzije IR reprezentacija.

Razlaganje direktnog proizvoda IR reprezentacija
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Proizvod IR SU(n) grupe je reducibilna reprezentacija. Ireducibilne komponente nalaz-
imo primenom sledec¢eg pravila:

1. U prvi red prve Seme upisemo a, u drugi b i tako redom dok ne popunimo celu semu.

||

blb
c
Slika 2.13: Razlaganje direktnog proizvoda IR reprezentacija, prvi korak.

2. Dodajemo kvadrati¢ sa indeksom a na drugu Semu na sve moguce nacine, tako da do-
bijena Sema bude opet Jangova Sema. Zatim to ponovimo za drugi a kvadrati¢ i tako
redom. U istoj koloni ne smeju da se nalaze dva a kvadrati¢a (zbog antisimetri¢nosti).
Ovaj postupak ponovimo i sa svim sa b, ¢ i ostalim kvadrati¢ima.

3. Kada iskoristimo sve kvadratic¢e sa slovima, sve dobijene Seme se proc¢itaju sa desna
na levo u prvom redu, zatim u drugom i tako do kraja seme. U dobijenom nizu slova
mora broj a-ova biti vedi ili jednak broju b-ova, a on vedi ili jednak od broja c-ova
itd., odnosno

N(a) > N(b) > N(c)...

Razmotrimo slede¢i primer. Razlozimo proizvod dve osmodimenzione reprezentacije,
slika 2.14, grupe SU(3) u direktni zbir ireducibilnih reprezentacija.

su@) [6el g
b
Slika 2.14: Proizvod dve osmodimenzione ireducibilne reprezentacije.

U prvu tablicu smo upisali slova po pravilu 1. Zatim u prvom koraku dodajemo kockicu
sa slovom a drugoj tablici. Tako smo dobili prvi red na slici 2.15. Zatim dodajemo
naredno a, ali tako da se u istoj koloni ne pojavljuju dva slova a. U narednom koraku
dodajemo kvadrati¢ sa slovom b, na sve moguce nacine. Zadrzavamo samo one Seme kod
kojih je ispunjen uslov u pravilu 3. Konacno proizvod dve osmodimenzione ireducibilne
reprezentacije je dat na slici 2.16.

Konjugovane reprezentacije

Vektor 1; se transformise po definicionoj (prvoj fundamentalnoj) ireducibilnoj repre-
zentaciji SU(n) grupe. Njega predstavljamo jednim kvadrati¢em. Kako je ¥'1); skalar, to
se " = (¢;)* transformise po konjugovanoj n* ireducibilnoj reprezentaciji. Ova reprezen-
tacija ima dimenziju n, ali je neekvivalentna sa polaznom, osim u slucaju SU(2) grupe.
Dve Jangove Seme predstavljaju medjusobno konjugovane reprezentacije ako, kad jednu
Jangovu Semu zarotiramo za 180° i dodamo drugoj Semi, dobijemo jedini¢nu reprezentaciju.
Ovo je prikazano na slici 2.17. Grupa SU(n) ima n — 1 fundamentalnih reprezentacija i
one su n-dimenzione.
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Prvi korak : - = |
7
[ Jala [Ta] [ [e
i
Drugi korak : LL L L
) i1 7] a
m J
|a
—
[ [ lala] [[la] [ |ala
b _ﬂ;f) .EJ'
- 7]
Tredi korak :
| |&)|a e

[a

Y

Slika 2.15: Proizvod dve osmodimenzione reprezentacije po koracima.

& —— = o —t @ 2 @ ®
8 x 8 = 21T + 10* +2:8 + 10 + 1
Slika 2.16: Proizvod IR reprezentacija SU(3) grupe.

2.7 Kvark model u okviru SU(3) grupe simetrije

U glavi 2.5 smo videli da su generatori SU(3) grupe Gelmanove matrice. Od njih osam,
samo matrice A3 i Ag komutiraju. One ¢ine Kartanovu podalgebru su(3) algebre

1 1 0 0 1 10 0
H=—|0 -1 0 |, H=—1| 01 0 (2.7.1)
V6lo o0 o 3V2\ g 0 -2
Zajednicki svojstveni bazis ove dve matrice je
1 0 0
Uy = 0 5 Uy = 1 y Uz = 0
0 0 1

Uvedimo vektor
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=y N

;9 —invarijanta

n—1{ — =1 —konjugovana reprezentacija
A2
—

Slika 2.17: Konjugovane reprezentacije.

Tezine se lako nalaze:
1 1 1 1
Hu, = |—&—=, —F&|uu=>m()=(—,—=
' ( 6 3@) 1= m(l) (%6 2)
1 1 1
Hu = -, —= | u :>m ; )
’ ( NG 3@) ’ ( 3v2 2>
2 2
Hus — (0,—%) us = m(3) = ( —%) . (2.7.2)

Tezine su dvodimenzionalne. Ako reskaliramo koordinate tezina kao

w

EIH

6
]3=£m1, YZ\/§m2 )

2
onda su vektori tezina u koordinatama (/3,Y") dati sa
11
) = (=2
w) = (53]

1
33)
m(3) = (0 —§> . (2.7.3)

Tezinski dijagram trodimenzione reprezentacije je prikazan na slici 2.18.

Ako je U = ¢! % onda konjugovanjem dobijamo U* = e’wa%, odakle sledi da su

)‘2* = —)‘— generatori konjugovane trodimenzione reprezentacije, 3* = 3. Konjugov-
ana reprezentacija nije ekvivalentna prvoj fundamentalnoj za SU(N), N > 2. Tezinski
dijagram 3 reprezentacije je prikazan na slici 2.19. SU(3) grupa ima samo dve funadamen-

talne reprezentacije: 3 i 3 i one su medjusobno konjugovane. 3 je druga fundamentalna
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]/
1
e
1 -
‘—'. B
.5 1 3
3 2 ‘ { 2
"' s

Slika 2.18: Tezinski dijagram 3 IR reprezentacije SU(3)

reprezentacija SU(3) grupe. Visedimenzione reprezentacije dobijaju se mnozenjem funda-
mentalnih reprezentacija. Videli smo u glavi 2.5 da se mezoni i barioni nalaze se u singletnoj
(jedini¢noj), osmodimenzionoj i desetodimenzionoj repreprezentaciji grupe SU(3). Gelman
i Cvajg (G. Zweig) su nezavisno, 1964. godine uveli kvarkove kao konstituente hadrona. U
predlozenom kvark modelu, kvarkovi su se nalazili u trodimenzionoj reprezentaciji SU(3)
grupe. SU(3) simetrija se naziva flavour-nom simetrijom. Postoje tri vrste (tipa, ”flavour”)
kvarkova: gornji ("up”), donji ("down”) i strani ("strange”). Njihovi kvantni brojevi su
dati u tabeli 2.5.

l=u up
2=d down

dl=s strange

Vista | m[MeV] | s Q I I3 Y S | B
u 300 | 1/2] 2/3 [1/2| 1/2 | 1/3 | 0 | 1/3
d 300 | 1/2] —1/3[1/2|—1/2] 1/3 | 0 | 1/3
s 500 |12 —1/3] 0 | 0 |—2/3|-1]1/3

Tabela 2.5: Kvantni brojevi kvarkova.

Sva tri kvarka su fermioni, spina 1/2. Izospin u i d kvarka je 1/2, dok je s kvark ima
izospin nula. s kvark ima stranost —1. Naelektrisanje kvarkova se ra¢una koriste¢i Gelman-
Nisidzimu formulu (2.4.6). Ona daje Q, = 2/3, Q4 = Qs = —1/3, pa naelektrisanje
kvarkova nije celobrojan umnozak elementarnog naelektrisanja. Barionski broj kvarkova
je 1/3.
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Slika 2.19: Tezinski dijagram 3 IR reprezentacije SU(3) grupe.

Antikvarkovi su antic¢estice kvarkova. Oni su bazisni vektori konjugovane trodimenzione
reprezentacije 3 i njihovi kvantni brojevi su dati u tabeli 2.6.

1

5 0.3)=3
5 G-y =d
3 Ch-p=u
Vrsta | m[MeV] | s Q I I3 Y S B
a 300 | 1/2 | —2/3 12| —1/2| —1/3|0 | —1/3
d 300 [ 1/2] 1/3 |1/2] 1/2 | —1/3 0| —1/3
5 300 |12 1/3 1 0 | 0 | 2/3 |1]-1/3

Tabela 2.6: Kvantni brojevi antikvarkova.

Mezoni

Mezoni su vezana stanja kvarka i antikvarka. Oni se, u okviru SU(3) modela, nalaze u
osmodimenzionoj i singletnoj reprezentaciji grupe SU(3), slika 2.20.

Standardne tablice i basini tenzori osmodimenzione reprezentacije su date na slici 2.21.
Tezine za svaku komponentu tenzora smo izracunali koristec¢i aditivnost tezina. Tezinski
dijagrami osmodimenzione i singletne reprezentacije su prikazani na slici 2.21. Posto se
sastoje od kvarka i antikvarka, mezoni su bozoni spina 0 ili 1. Tezinski dijagrami pseu-
doskalarnih mezona i vektorskih mezona su prikazani na 2.3 i 2.4 slikama respektivno.
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® = @
3 ® 3 = 8 &1
Slika 2.20: Razlaganje proizvoda 3 ® 3 u ireducibilne komponente.
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Slika 2.21: Bazisna stanja osmodimenzionalne ireducibilne reprezentacije.

Odredimo kvarkovsku strukturu pseudoskalarnih mezona, koriste¢i Jangove seme. Kako

je 1’ singlet to je njegova talasna funkcija'®
,  ull+dd+ss
n 7 :
Talasna funkcija 7° mezona ne sadrzi s kvark, jer je masa 7° mezona oko 140MeV. Takodje,
ta talasna funkcija mora biti normirana i ortogonalna na talasnu funkciju 7’ mezona, jer
se ove dve Cestice nalaza u razli¢itim multipletima. Iz ovih uslova dobijamo
0 uu— dd
T = ——.
V2

Konac¢no, talasna funkcija 7 mezona sadrzi sva tri kvarka, normirana je i ortogonalana na
talasnu funkciju 7’ i 7° mezona. Ovi uslovi daju

(2.7.4)

0

(2.7.5)

o Uu+dd—23s
=7 "
V6
Preostale cestice, i njihova kvarkovska strruktura su dati na slici 2.22.
Vektorski mezoni imaju spin 1. Oni imaju istu kvarkovsku strukturu kao i pseu-
doskalarni mezoni, pa se moze re¢i da su vektorski mezoni pobudjena kvark-antikvark
stanja pseudoskalarnih mezona. Na primer, p* i 77 mezoni se sastoje od jednog u kvarka i

d antikvarka. Osim po spinu, oni se razlikuju i po masi. Masa p™ mezona je oko 770MeV,
a ™ mezona oko 140MeV.

(2.7.6)

Barioni

Barioni su vezana stanja tri kvarka. Oni su fermioni, spina 1/2 ili 3/2. Ralaganjem
proizvoda tri trodimenzione reprezentacije, 3®3®3, dobijamo jednu desetodimenzionu, dve
osmodimenzione i singletnu IR grupe SU(3), slika 2.23. U glavi 2.5 smo videli da se bar-
ioni nalaze u osmodimenzionoj i desetodimenzionoj reprezentaciji SU(3) grupe. Singleta
reprezentacija ne odgovara realnim cesticama.

150vde se ne misli na totalnu talasnu funkciju, ve¢ samo na deo vezan za SU(3) simetriju.
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Slika 2.22: Preostale ¢estice u mezonskom oktetu.
@[] ® =(: aa---)@_ =[{l]le—@o ® [ ]

3e3IRiI=10s30841
Slika 2.23: Razlaganje proizvoda 3 ® 3 ® 3 na ireducibilne komponente.

Razmotrimo detaljnije talasne funkcije (po SU(3) grupi samo) dobijenih Cestica. Pro-
izvod dve trodimenzione reprezentacije je direktni zbir jedne simetri¢ne

uf; = wu; + uju, (2.7.7)
i jedne antisimetri¢ne ireducibilne reprezentacije

uf} = Ul — UjU;. (2.7.8)
Sada preostaje da ove tenzore pomnozimo jos jednim tenzorom wuy. Proizvod uiAjuk dekom-
ponujemo prema

[(uf}uk + ufiuj + u;‘kuz)

Wl =

+(uf}-uk — ufiuj)
—{—(uéuk - ufkuz)] : (2.7.9)
Prvi red u (2.7.9) je antisimetrican tenzor

Ul U — UjUUE + Uil — WUy + UjUpll; — Ul Uy (2.7.10)
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tj. singletna reprezentacija. Drugi red u (2.7.9) je tenzor mesane simetrije iz osmodimen-
zione reprezentacije

U UL + WU — UjUU — Ul (2.7.11)
dok je treci red

W UE + Uil — UjUUY — UjURU; (2.7.12)

Ireducibilni tenzori (2.7.11) i (2.7.12) su antisimetri¢ni po prvom i drugom indeksu i sadrze
iste bazisne vektore, pa ne predstavljaju nezavisne tenzore.
Sa druge strane, proizvod ufjuk se razlaze kao

1
u;s;uk = g[(uf;uk + ufiuj + ufkuz)
+ (uguk — ufkuz)
Fujug — ugug)] (2.7.13)

Prvi red u (2.7.13) je totalno simetri¢an tenzor iz desetodimenzione reprezentacije
U;UjUE + UjU; U + Uk U; Uy + Ui UR U, + U; Uk Uy + UpUs; UG - (2714)

U drugom i tre¢em redu je nova osmodimenziona reprezentacija, u kojoj su stanja simetri-
¢na po prva dva indeksa. Tenzor u drugom redu je

W UE + WU — UpljU; — UjURU; (2.7.15)

Tenzor u tre¢em redu nije nezavisna osmodimenziona reprezentacija.

Dakle, proizvod tri trodimenzione reprezentacije je direktni zbir singletne, dve osmod-
imenzione (jedne simetri¢ne a druge antisimetri¢cne po prva dva indeksa) i jedne dese-
todimenzione ireducibilne reprezentacije. Ova dekompozicija je ista kao i dekompozicije
(2.6.15), jer se tenzori & i uujuy transformisu na isti nacin.

Barioni iz osmodimenzione reprezentacije imaju spin i parnost 1/2% i njihov tezinski
dijagram je prikazan na slici 2.5. Na osnovu kvantnih brojeva lako mozemo odrediti kvark
strukturu ovih bariona:

p = wud n=udd X" =uus Y0 = Ms ¥~ = sdd

V2

_ _ ud — du
=0 = ssu =7 = ssd A= — 5.

V2

Funkcije stanja se mogu takodje lako nac¢i. U slucaju osmodimenzione reprezentacije u
kojoj su stanja simetri¢na po prva dva indeksa'f, za talasne funkcije protona i neutrona

16Kojoj osmodimenzionoj reprezentaciji proton i neutron zaista pripadaju, moze se odrediti samo na
osnovu eksprimenta. Napomenimo da talasna funkcija protona jo$ uvek nije potpuno odredjena, a najveci
problem predstavlja komplikovana interakcija izmedju kvarkova u protonu.
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dobijamo

2uud — duuw — udu

b = \/6 )
-2
S udd + dud ddu‘ (2.7.16)
V6

Stanja desetodimenzione reprezentacije su totalno simetri¢na. Ona su data na slici
2.24. Barioni iz desetodimenzione reprezentacije imaju spin i parnost 3/2%. Vidimo da je

10

T[1]1] = vuu = A+

11{) — wind -+ udut-diu — &+

V3
T del -4 el 4 dd 1
1[2]2] = wddtdudeddy _ A
112131 = wda+dus+deutsdut-dus+uds = Esﬂ

VB
2(2|2| =ddd = A~

1/1]3
113[3
213[3
2(2[3
3[3[3] = sss =12

Slika 2.24: Stanja u desetodimenzionalnoj ireduciblnoj reprezentaciji.

Q)™ barion, ¢ije je otkri¢e bilo potvrda Osmostrukog puta, vezano stanje tri s kvarka.

Narusenje SU(3) simetrije i w-¢ mesSanje

Znamo da SU(3) simetrija nije egzaktna simetrija jake interakcije. Mera narusenja
ove simetrije je data u (2.5.3). Osim razlike u masama cestica koje se nalaze u istim
multipletima, postoji jos jedan primer koji ukazuje na narusSenje ove simetrije. To je
takozvano w-¢ mesanje, to jest mesanje vektorskih mezona iz razlicitih multipleta. Osma
komponenta vektorskog mezonskog multipleta i singletno stanje su

uti 4 dd — 255
RV
— dJ —
W = u (2.7.17)

V3

Za obe je I3 =01Y = 0. Pokazuje se da u prirodi, to jest eksperimentima, vidimo njihove
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linearne kombinacije w (783 MeV) i ¢ (1020 MeV). w i ¢ se mogu predstaviti kao

w = sinfwsg + cosbw; ,
¢ = cosbwg —sinfw ,
(2.7.18)
gde je 6 ugao mesanja. Na osnovu eksperimenta je zakljucéeno da su
uti + dd
w = ,
V2
¢ = S5, (2.7.19)

to jest da je eksperimentalna vrednost ugla mesanja 6 = 39°. Ovo meSanje Cestica iz
razli¢itih multipleta ne bi bilo moguée kada bi SU(3) bila egzaktna simetrija.

Gelman-Okubo masena formula

Razmotrimo detaljnije odsustvo degeneracije masa u multipletima SU (3) grupe. Hamil-
tonijan jake interakcije se moze prikazati kao suma dva sabirka, H = Hy+ H’. Dominantan
deo hamiltonijana, Hy je SU(3) invarijantan. Drugi sabirak, H" odgovoran je za narusenje
simetrije. On predstavlja malu korekciju i nije skalar SU(3) grupe. Mase hadrona pred-
stavljuju oc¢ekivane vrednosti hamiltonijana,

M= (1,15, Y|H|II,Y) = (I, I3,Y|Ho|lI5,Y) + (I, I3, Y |H'| L5, Y) . (2.7.20)

Vodeéi ¢lan je My = (I, 13,Y|Hy|I13,Y). Sada je potrebno da odredimo korekciju mase.
Mozemo napraviti aproksimaciju da je degeneracija mase unutar izospinskih podmultipleta
zanemarljiva. Prema tome, H’ mora komutirati sa I3. Najjednostavnije je pretpostaviti da
je korekcija H' proporcionalna operatoru hipernaboja. Medjutim, to nije dovoljno, pa ¢emo
ukljuciti i kvadratne ¢lanove. To mogu biti kvadrat izospina, I? i kvadrat hipernaboja, jer
ovi operatori komutiraju sa I3. Dakle, masa bariona je odredjena sa

M = My +bY +cl(I+1)+dY?, (2.7.21)
gde su b, c i d koeficijenti. Poredjenje sa eksperimentalnim rezultatima daje
1
d = —ZC .
Tako konaéno dolazimo do
1
M = My +bY + c<1(1 1) Z1/2) . (2.7.22)

Ovo je Gelman-Okubo (S. Okubo) masena formula. Ona vazi za barionske multiplete.
Lako se proverava da u barionskom oktetu vazi

1 3 1

Za mezone vazi analogna formula samo $to umesto mase figurise njen kvadrat.
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2.8 Kvark model i SU(6) grupa simetrije

Kvark model sa SU(3) simetrijom je vrlo uspesno opisivao hadrone koji su otkriveni do
1960ih godina. Paralelno sa razvojem kvark modela, razvijao se i model elektro-slabe
interakcije. Ovaj model je trebalo da kozistentno opise slabu interakciju i o njemu ¢emo
govoriti u glavi 6. Jedno od predvidjanja ovog modela, takozvani GIM (Glashow-Iliopoulos-
Maiani) mehanizam, je postojanje cetvrtog kvarka.

1974. godine otkrivena je nova cestica, J/1-mezon. Do ovog otkri¢a dosle su nezavisno
dve grupe, jedna u Fermilabu (Fermilab) pod rukovodstvom Rihtera (B. Richter), a druga
u Brukhevenu u grupi pod rukovodstvom Tinga (S. Ting). Eksperiment Rihterove grupe
se bazirao na rasejanu elektrona i pozitrona, dok je Tingova grupa otkrila ovaj mezon u su-
darima protona sa berilijumskom metom. Masa dobijene cestce je velika i iznosi 3100MeV,
dok je njegova Sirina raspada mala, oko I' = 0,07MeV. Dakle, radilo se o veoma uskoj
rezonanci. Sirina raspada drugih mezona grupisanih u SU (3) multiplete je znatno veca
od Sirine raspada J/i¢-mezona. Na primer, §irina p mezona je 150MeV, dok je njegova
masa oko 700MeV. Kako je J/¢-mezon znatno veée mase od mase p-mezona, to bi nje-
gova Sirina, zbog vecéeg faznog prostora, trebalo da bude znatno veca. Ocekivalo se da bi
ona trebala biti nekoliko stotina MeV. Kako to nije bio slucaj, jedino objasnjenje je bilo
postojanje novog kvarka. Dakle, mozemo zakljuciti da je J/i¢-mezon vezano stanje novog
kvarka i odgovarajuceg antikvarka.

Novi, cetvrti kvark, je poznat kao sarm (”charm”), c-kvark. Onda je J/¢ ~ cé. Kvark
c nosi novi kvantni broj: sarm, C' = +1, pa se SU(3) simetrija mora prosiriti na SU(4)
simetriju. Rang SU(4) grupe je tri, pa postoje tri aditivna kvantna broja: tre¢a kompo-
nenta izospina I3, hipernaboj Y, i sarm C. Oni se odrzavaju u jakim interakcijama. Sarm
¢ kvarka je +1, Sarm c-antikvarka je —1, dok je Ssarm kvarkova u, d i s jednak nuli. Tezinski
dijagrami bariona i mezona u okviru SU(4) grupe su prikazani na slici 2.25.

Slika 2.25: Barioni i mezoni u SU(4) modelu.
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1977. godine Lederman (L. Lederman) je otkrio T-mezon u sudarima protona sa metom
od platine. Masa ove cestice je 9460MeV, a Sirina raspada I' = 0,0053MeV. Kao i kod
J/¥-mezona, YT-mezon ima znatno manju §irinu nego sto bi se ocekivalu u okviru SU(4)
simetrije. Zato je potrebno grupu simetrije prosiriti, to jest uvesti novi kvark. YT-mezon
se sastoji od b kvarka i b antikvarka. Slovo b potice od reci "bottom” (donji) ili “beauty”
(lepota). Novi adtitivni kvantni broj, koji odgovara novom b kvarku obelezili smo sa B.
Tako b kvark ima B = —1, b antikvark ima B = +1, dok ostali kvarkovi imaju B = 0.
Grupa simetrije je prosirena na SU(5) simetriju. Rang SU(5) grupe je 4, pa su njeni
tezinski dijagrami ¢etvorodimenzioni i ne mozemo ih prikazati na slici.

Iz razloga simetrije sa leptonima!” morao je postojati i Sesti kvark, t kvark, ”top”
(gornji) ili "true” (istina) kvark. Ovaj kvark je otkriven 1995. godine u Fermilabu na
Tevatron akceleratorskom kompleksu u sudarima protona i antiprotona. Masa ¢ kvarka je
mnogo veca od mase ostalih kvarkova i iznosi oko 173GeV . Za razliku od ostalih kvarkova,
t kvark ne gradi vezana stanja, ve¢ se odmah po kreaciji raspada slabom interakcijom na b
kvark i W bozon. b kvark se dalje raspada na lakse kvarkove, koji hadronizuju i formiraju
dzetove (malzove, "jets”) hadrona. Nastanak i raspadi t kvarka na Tevatronu su prikazani
na slici 2.26.

Jet muon

f neutrino
bottom /'.
quark \ _~ "~ W'boson
|I.'('::p quark

protons antiprotons

/
® 999V OO

W boson ( D }.JD rk
J
/ q

quark \ bott
i om articles
Jet ® p; quark s
() antiparticles

quark P,

{).Jow energy ) The W and W
muaon are antiparticles

Jet of each other.

Jet

Slika 2.26: Otkrice t kvarka na Tevatronu.

Konacno, vidimo da je ukupna grupa simetrije vezana za vrste kvarkova SU(6) sime-
trija. Ova simetrija se naziva flejvorna simetrija'® kvarkova. Dakle, postoji Sest kvarkova.
Kvarkovi su grupisani u tri generacije

() () () oo

Kvarkovi se nalaze u prvoj fundamentalnoj, setodimenzionoj, reprezentaciji SU(6) grupe.
Gelman-Nisudzima formula za naelektrisanje (2.4.6) se generalizuje na sledeéi nacin:
B+S+C+B
Q = I3+ 9 ’
17Setimo se da je 7 lepton otkriven 1977. godine, a njegov neutrino 2000. godine.
187 Flavour” na engleskom znaéi vrsta, tip.

(2.8.2)
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gde su C' i B novi kvantni brojevi pored I3 i S. Kvantni broj ¢ kvarka, T', nismo dodali
u ovu formulu, jer ¢ kvark ne gradi vezana stanja, pa ne postoje Cestice na koje bi se ova
formula, sa dodatim kvantnim brojem ¢ kvarka, mogla primeniti.

Kvantni brojevi kvarkova su dati u tabeli 2.7.

Cestica | m [GeV] | spin Q| B | I I3 S|C| B|T
u ~03 | 1/2 | 2/3[1/3|1/2+1/2| 0]0] 0]0
d ~03 | 1/2 [=1/3[1/3|1/2[—-1/2| 00| 0]0
s ~05 |12 [—1/3[1/3/ 0] 0 |=1]0] 0]0
c ~15 [ 12| 2/3[1/3/ 0] 0 | 0|1] 0]0
b ~50 | 12 | —1/3[1/3[ 0 | 0 010 -1]0
t ~170 | 1/2 | 2/3[1/3] 0 | o0 0l0| 01

Tabela 2.7: Kvantni brojevi kvarkova.

Kao sto smo ranije rekli, ne postoje slobodni kvarkovi. Zbog prirode jake interakcije,
kvarkovi su zarobljeni unutar hadrona. Ova pojava se naziva zarobljenost ili konfajnment
("confinement”) kvarkova. Naveséemo dva indirektna dokaza za postojanje kvarkova:

1. Rasejanja /N — (' + x.

Posmatramo rasejanje lakih leptona (elektrona najcesée) na protonu (neutronu).
Ovaj tip eksperimenta je slican Raderfordovom (E. Rutherford) eksperimentu za
otkrice jezgra. U rasejanjima elektrona energija oko 10GeV na protonima i neutron-
ima, vide se tri centra rasejanja, $to ukazuje na to da se protoni (neutroni) sastoje
od tri Cestice.

Takodje, poznato je da su magnetni dipolni momenti protona i neutrona p,, = 2.79ux
i, = —1.91uy, gde je nuklearni magneton py = 2?’;. Kada bi proton i neutron
zaista bili elementarne cestice, njihovi magnetni dipolni momenti bi bili p, = py i
tn = 0. Odstupanje od ovih vrednosti ukazuje na postojanje podstrukture protona i

neutrona.

2. Posmatrajmo raspad vektorskog mezona u lepton-antilepton par
VY1l le(epn).

Proces se odvija preko elektromagnetne interakcije, pa je Sirina raspada propor-
cionalna kvadratu naelektrisanja eg

PO 5 1) ~ e

Ovo se lako vidi iz Fajnmanovog dijagrama datog na slici 2.27.
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Slika 2.27: Raspad vektorskog mezona u [.

U sledecoj tabeli date su talasne funkcije tri vektorska mezona kao i vrednost eg za
svaki on njih:

L = i — dd o2 — é_(_%) :1
V2 ! 2 2
_ - 42
- q
V2 2 18
1
ez 2
¢ = S5 6‘1_5'

Lako se vidi da je odnos Sirina raspada
D(p° = 0l) :T(W” = 00):T(p— ) =9:1:2,

Sto je u skladu sa eksperimentalnim rezultatom.

2.9 Boja kao novi kvantni broj

SU(3) kvark model koji su formulisali Gelman i Zvajg nije bio opste prihvacen u prvo
vreme. Osnovni prigovori kvark modelu su bili to sto u prirodi nema slobodnih kvarkova,
kao i necelobrojna naelektrisanja kvarkova. Ipak, postojao je jos jedan problem, koji ¢emo
sada izloziti.

AT barion je vezano stanje tri u kvarka i nalazi se u barionskom dekupletu. To znaci da
ima spin 3/2, pa moze postojati u stanju sa s, = +3/2. Ovo stanje je simetri¢no po spinu.
Na osnovu polozaja u dekupletu, vidimo da mu je tre¢a komponenta izospina +3/2, pa je
talasna funkcija po izospinu takodje simetricna. U osnovnom stanju orbitalni moment ove
cestice je [ = 0, pa je talasna funkcija po ovom delu totalno simetri¢na. Mozemo zakljuciti
da je totalna talasna funkcija tri u kvarka u cestici AT totalno simetri¢na funkcija. Kako
ATt ima spin 3/2 i fermion je, ovim bi bio narusen Paulijev princip. Jedan nac¢in da se
ovo izbegne je da se uvede novi stepen slobode (kvantni broj) za kvarkove i da se zahteva
da u odnosu na taj kvantni broj, talasna funkcija A™* ¢estice bude antisimetri¢na.

1964. godine Grenberg (O.W. Greenberg) je predlozio da se uvede novi kvantni broj
za kvarkove i da se nazove boja (”colour”). Po njegovom modelu, svaki kvark moze biti u
tri boje, preciznije, svaki kvark je triplet SU(3). grupe.
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flavour colour
u UR ug up
d dr da dp
S SR Sa SB
C CR Cq CB
t tp ta tp
b br ba bp

Tabela 2.8: Boje kvarkova.

SU(3). grupa se naziva je SU(3) kolorna grupa i nema nikakve veze sa SU(3) simetrijom
vezanom za tip kvarka (SU(3) flavour). Problem sa narusenjem Paulijevog principa kod
AT bariona je resen tako $to je pretpostavljeno da su svi hadroni su SU(3),. singleti, to
jest da im je talasna funkcija po boji totalno antisimetricna. Kolorna talasna funkcija
vezanog stanja tri up kvarka u A* rezonanci je

U= e"Mugugu, = upugup — UgURUR — URUBUG + UBURUG — UBUGUR + UGUBUR

pa je totalna talasna funkcija antisimetri¢na i u skladu sa Paulijevim principom. Talasna
funkcija mezona je takodje singlet SU(3). grupe

\Dmezoni,c = qrqr + 4848 + 9¢9c -

Novi kvantni broj nije bio dobro prihva¢en na pocetku. Ipak, eksperimenti su pokazali
da ovaj kvantni broj zaista mora da postoji. Vide¢emo u glavi 7, da je boja zapravo naboj
za jaku interakciju i da ovaj kvantni broj poseduju kako kvarkovi, tako i gluoni, koji su
prenosioci jake interakcije.

Eksperiment koji potvrdjuje postojanje boje je rasejanje elektrona i pozitrona u hadrone
ili u mion i antimion. Oba procesa su elektromagnetna, pa je efikasne preseke relativno
jednostavno izracunati. Na primer, efikasni presek za rasejanje e~ + et — ¢ + 7 je dat sa

1 4m? 1 1
olemet = qq) ~ 1=t~ =
p p

2 s° E3

gde je p ukupni ¢etvoroimpuls pozitrona i elektrona. Slicnog oblika je i efikasni presek za
rasejanje e~ + et — = + pT. Odnos ova dva efikasna preseka definise R faktor

R= (2.9.3)

o(e”et — hadroni)
—et ) Z € -
0-(6 e ) tip.kvark.
Mase prva tri kvarka'® su
my, = mg ~ 300MeV, mg ~ 600M eV, me. ~ 1600MeV .

Rezultati eksperimenta pokazuju sledece:

190vo su mase kvarkova kao konstituenata hadrona, to nisu mase slobodnih kvarkova, koje bismo stavili
u lagranzijan. Masa protona je oko 900MeV pa je masa u i d kvarka oko 300MeV .
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I/
=]

L’-‘.‘A||

Slika 2.28: Rasejanje e~ + et — ¢ + q.

1. Zaenergije elektrona i pozitrona u sistemu centra mase koje su ispod 2m, = 3000GeV,
u izrazu (2.9.3) sumiramo po u, d i s kvarku:

o ()

2. Ukoliko je energija takva da se mogu kreirati u, d, s i ¢ kvarkovi, to jest £ <
10000GeV, onda je

R:3(ei+...+e§):—.

Obe sume smo mnozili brojem 3, zbog boje kvarkova. Gornji rezultati za R su u saglasnosti
sa eksperimentalnium rezultatom koji je prikazan na slici 2.29.

pw g

>
5 10 15 E[GeV] u sistemu CM

Slika 2.29: R-faktor za elektron-pozitron rasejanje.

2.10 Parnost i C-parnost mezona

Videli smo da su mezoni vezana stanja kvarka i antikvarka. Spin kvarkova je 1/2, pa spin
mezona moze biti 0 ili 1. Ukupni spin kvarka i antikvarka je s = s; + sy. Projekcija
spina kompozitnog sistema je ms; = mj; + mo, gde su projekcije spina na z-osu kvarka i
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antikvarka m;, odnosno my. Spinska talasna funkcija mezona je x;, (mi,my). Da bismo
odredili ukupni ugaoni moment mezona moramo spin s sabrati sa relativnim orbitalnim
ugaonim momentom stanja kvark-antikvark 1. Ukupni angularni moment mezona je

J=1+s, (2.10.1)

i on je zapravo spin mezona. Svojstvene vrednosti operatora J? daju spin mezona. Stanje
mezona je |mezon, J,[,s), gde su: J ukupni ugaoni moment, [ orbitalni ugaoni moment
i s spinski ugaoni moment. Stanje mezona u sistemu centra mase je proizvod funkcija u
orbitalnom, spinskom i kolornom sektoru:

‘mQZOH,J,l,S> = Z /dgpn,ml(p)(ﬁ(lpl)xas(ml’m2)<']7laS|mlm8>
dab|qa (P, m1)) ® |G (=P, m2)). (2.10.2)

Sferni harmonik, Y} ,,, (p) potic¢e od orbitalnog dela. Faktor ¢(|p|) oznacava radijalni deo
talasne funkcije u impulsnom prostoru. U izrazu (2.10.2) prisutni su i CG koeficijenti,
(J, 1, slmymy). Poslednji ¢lan u (2.10.2) je proizvod kolornih stanja kvarka i antikvarka,
gde su a i b kolorni indeksi.

Pri transformaciji parnosti impuls menja znak, sto je ekvivalentno smeni p — —p
u izrazu (2.10.2). To dovodi do pojave faktora (—1)! koji potie od sfernih harmonika.
Kvark-antikvark vezano stanje imaju unutrasnju parnost —1, pa je parnost mezona

P|mezon, J, 1, s) = —(—1)"|mezon, J, [, s). (2.10.3)

7 mezoni, K mezoni, kao i 7 mezon imajul =01 s = 0, pa time i j = 0. Zbog toga je
parnost cestica u ovom skalarnom mezonskom oktetu —1. On se zato naziva pseudoskalarni
oktet. Spin vektorskog multipleta je 1, dok je orbitalni ugaoni moment 0, pa je ukupni
uglaoni moment vektorskih mezona 1. Dakle, spin vektorskih mezona je 1, pa je njihova
parnost je —1.

Konjugacija naboja transformise kvark u antikvark i obrnuto. Analizom stanja mezona
dobija se da je C' parnost mezona (—1)**. C parnost pseudoskalarnog multipleta je +1,
a vektorskog —1. Multipleti se oznacavaju sa JXC, pa je pseudoskalarni multiplet 0~F, a
pseudovektorski 17~.

Na osnovu ove analize mozemo lako da objasnimo zaSto se 7 mezon raspada na dva,
a ne na tri fotona. C'—parnost 7 mezona je +1, a kako foton ima C'—parnost —1 to se
zbog ocuvanaj C' parnosti u elektromagnetnim interakcijama pion raspada na dva a ne na
tri fotona.

Analiza barionskog multipleta je komplikovanija i mi ne¢emo ulaziti u nju. Recimo na
kraju da barioni u 1/2 i 3/2 multipletima imaju parnost +1.

0

Zadaci

2.1. Elektron u atomu vodonika se nalazi u orbitnom stanju |2, —1) i spinskom stanju
11/2,1/2). Koje vrednosti ¢e se dobiti kada se meri J? elektrona i sa kojom verovatno¢om?
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2.2. Ako je V vektorski operator?® pokazati da su

Vet iV oy oy o _ Ve iy
v o V2

T =
ireducibilni vektorski operatori.

2.3. Koriste¢i operatore Iy, odrediti CG koeficijente u razlaganju direktnog proizvoda
ireducibilnih reprezentacija I = 1/2 i I = 1. Uporediti dobijene rezultate sa tablicnim
vrednostima za CG koeficijente.

2.4. Koristedi rezultate zadatka 2.3 odrediti:
a) odnos §irina raspada AT —p + 7° 1 AT = n + 7T
b) odnos efikasnih preseka za rasejanja:

p+rt—=p+at,
p+m —p+ T
p+ 71 —n+ 7’

c¢) odnos efekasnih preseka za rasejanja

p+p—>d+7r+,
p+n—d+ 7,

gde je d oznaka za deuterijum, koji je izospinski singlet.
2.5. Naci strukturne konstante f2 i Kartanov tenzor za SU(3) grupu.
2.6. Pokazati da je g;,4,. 4, 0" skalar.

2.7. Koristeé¢i Jangove Seme, razloziti sledece direktne proizvode ireducibilnih reprezenta-
cija na direktne zbirove. Rezultate proveriti racunajuci dimenzije reprezentacija:

a) SUB): [[] o []],

b) SU(4): ®

c) SUM4): [ [] ® ,

20Pri rotacijama se transformise na sledéi nacin

V=V +Vxei.
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d) SU(5): ® :

e) SU(5): ® ‘

2.8. a) Razloziti SU(3) oktet i dekuplet na izospinske podmultiplete (multiplete SU(2)

grupe).
b) Razloziti sledece reprezentacije SU(4) grupe na multiplete SU(3) grupe:

i

2.9. Pokazati da se @' i €?*ujuy, transformisu na isti nacin pri SU(3) transformacijama.

2.10. a) Koristed¢i Jangove seme u okviru SU(3) "flavor” grupe simetrije, nacrtati tezinske
dijagrame za 3, 3%, 8 i 10 dimenzione reprezentacije.

b) Koristedi se ovim rezultatom, odrediti SU(3) talasne funkcije okteta pseudoskalarnih
mezona i barionskog dekupleta.

2.11. Na osnovu kvantnih brojeva kvarkova, odrediti kvark strukturu sledec¢ih cestica:
A++7 7T07 RO’ Z*+7 Q_7 A07 E_7 EO? li—? p'

2.12. U kojim reprezentacijama se nalaze barioni i mezoni u okviru SU(5) kvark modela?

2.13. Odrediti u kojim reprezentacijama se nalaze barioni i mezoni u okviru SU(4) kvark
modela. Koriste¢i dobijeni rezultat, proveriti da li se u sudaru bariona iz 20-dimenzione
reprezentacije i mezona iz 15-dimezione reprezentacije, mogu dobiti barion iz 20*-dimenzi-
one reprezentacije, ili mezon iz 15-dimezione reprezentacije.

2.14. Da li su mogudi sledeé¢i procesi? Preko kojih interakcija se odvijaju?

T +p — A,
,u_—>e++ye—|—yT,
Woo— v, + 7T 4+ Ur,
AT — n + p,

QO — =047,
4+p — KT + K + n,
™ +n— Kt + K,

K +p— 7% + A°,
pt— et + 7,
>t+p — KT + p.
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2.15. Na osnovu zakona odrzanja dopuniti sledec¢e procese:

T — 7 4+ Dy,
T — e + 747,
e+ pt — v, + 7,
AT — n + 7,
ST+ 7 — A 4+ .



Glava 3
Klasi¢cna teorija polja

Ova glava posvecena je klasicnim poljima. Na kursu Elektrodinamike ve¢ ste se susreli sa

elektromagnetnim poljem. Polja mozemo shvatiti kao generalizaciju diskretnih mehanickih

sistema na sisteme sa beskona¢no puno stepeni slobode. Na pocetku ove glave ¢emo pri-

menom Hamiltonovog principa minimalnog dejstva izvesti jednacine kretanja polja. Zatim

¢emo diskutovati vezu izmedju simetrija i o¢uvanih veli¢ina i formulisati Neterinu teoremu.
Ova glava se dosta poklapa sa prvom glavom u [12].

3.1 Qjler-Lagranzeve jednacine kretanja

3.1.1 Mehanicki sistemi

U klasi¢noj mehanici stanje sistema je jednoznac¢no odredjeno generalisanim koordinatama:
q1i, - - -, qn. Centralna veli¢ina u analitickoj mehanici koja sadrzi svu informaciju o sistemu je
lagranzijan. On je funkcija generalisanih koordinata i generalisanih brzina, L = L(q, ¢,1).
Sa g odnosno ¢ smo obelezili sve generalisane koordinata, odnosno brzine. Lagranzijan
idealnih sistema sa potencijalnim silama je razlika kineticke i potencijalne energije, L =
T-U.

Dejstvo je vremenski integral lagranzijana:

Slq] = /t ' L(q,q,t)dt . (3.1.1)

Sa t; i t; obelezili smo pocetni i krajnji trenutak. Sa matematicke tacke gledista dejstvo
je funkcional, jer trajektorije preslikava u realne brojeve. Trajektori%'a po kojoj se sistem
kreée od pocetne konfiguracije (qgl), e ,qﬁf)) do finalne (qgf ), e ,q,gf ) u konfiguracionom
prostoru odredjena je Hamiltonovim principom najmanjeg dejstval. Po ovom principu

Neka je F[f(z)] funkcional koji funkcije f(z) preslikava u brojeve. Funkcionalni izvod %(g’;)] je

[ SFIf)
o = [ ore.

definisan sa

85
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trajektorija po kojoj se sistem krece je ona za koju je dejstvo stacionarno, tj. za koju je

5S

5—%_0,2':1,...,71. (3.1.2)

Podrazumeva se da su varijacije generalisanih koordinata u po¢etnom i krajnjem trenutku
jednake nuli. Na kursu analiticke mehanike pokazano je da uslov stacionarnosti dejstva
daje Lagranzeve jednacine kretanja

d /0L OL
&(8%) B 0q;

=0,i=1,...,n. (3.1.3)

Dakle, Hamiltonov princip daje jednacine kretanja sistema.

3.1.2 Klasi¢na polja

Gornja analiza se lako generalizuje na teoriju polja. Polja su funkcije prostorno-vremenskih
koordinata ¢, = ¢,(t,x). Indeks r = 1,..., N je diskretan i on prebrojava polja. U
klasi¢noj teoriji polja, generalisane koordinate zamenjujemo poljima:

Iz prethodnog izraza vidimo da su polja fizicki sistemi sa beskonacno puno stepeni slobode,
jer jex €V C R3.

Relativisticka polja poseduju odredjena transformaciona svojstva pri Lorencovim trans-
formacijama. Koordinate x* se pri Lorencovim transformacijama transformisu kao (1.1.2).
U glavi 1 smo pokazali da se klasi¢na (i kvantna) polja transformisu po reprezentacijama
Lorencove grupe, videti (1.1.35).

Pri Poenkareovim transformacijama skalarno, Dirakovo i vektorsko polje se transformisu
na sledeé¢i nacin

¢ (' =Ar+a) = o¢x),
At =Ax+a) = A AY(x),
(' = Az +a) = e @ y(z) (3.1.5)

respektivno.

Transformacije mozemo interpretirati kao aktivne i kao pasivne. Aktivne transformacije
deluju na fizicki sistem transformisuéi ga, dok je pri tome koordinatni sistem fiksiran.
Nasuprot tome, kod pasivne transformacije fizicki sistem je fiksiran, a transformacija deluje
na koordinatni sistem. Aktivna i pasivna transformacija su ekvivalentne.

Ako skalarno polje ¢(z) transliramo za a duz z-ose (prva slika u 3.1) dobi¢emo novu
funkciju ¢'(x) datu sa

¢'(z) = d(z —a) , (3.1.6)
odnosno

¢ (' =2+ a) = ¢(x).
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Translacija je delovala aktivno; koordinatni sistem je fiksiran, a polje smo transformisali.
Transliranje skalarnog polja udesno u fiksnom koordinatnom sistemu ekvivalentno je transli-
ranju koordinatnog sistema ulevo za a, dok je polje fiksirano. U ovom, drugom slucaju
kazemo da transformacija deluje pasivno. Na drugoj slici u 3.1 prikazana je pasivna
translacija. Sa ¢'(z’) smo obelezili novo polje u novom koordinatnom sistemu. Ono je

A
¢() ¢'(z)
Zo g+ a )x
gy As
; 6(z)
o e >

Slika 3.1: Aktivna i pasivna interpretacija translacije.

dato sa

¢ =2+ a) = ¢(x).

3.1.3 Ojler—Lagranzeve jednacine kretanja

U teoriji polja dejstvo je oblika

to to
S:/ dtL:/ dt/d3x£:/d4x£,
t1 t1 1% Q
L:/dsxﬁ.
14

gde je lagranzijan
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Oblast prostora V' mozZe biti konacan deo prostora ili ceo R? prostor. Veli¢ina £ je gustina
lagranzijana. Gustina lagranzijana je funkcija polja i izvoda polja

L= L(¢(),0,0,(2)) . (3.1.7)

Posto zelimo da konstruisemo teoriju koja je relativisticki kovarijantna dejstvo mora biti
Lorencov skalar. Kako je mera d*z skalar, to zaklju¢ijemo da gustina lagranzijana mora
biti skalar.
Jednacine kretanja za polja se dobijaju iz Hamiltonovog principa. Pri varijacijama
polja
O () = (@) = ¢n(2) + 000 () | (3.1.8)

infinitezimalna promena dejstva (tj. varijacija dejstva) je

55 = [ a0 0,01() = £(6.(2), 5,00 (2)))
_ / 4;,;(85 oL (augbr)>. (3.1.9)

aqbr u¢r)
Jasno je da je §(0,¢(z)) = 0,0¢,(z). Primenom poslednje formule i parcijalne integracije
u drugom clanu dolazimo do

5 = [ (%%5@*@%32 <§f¢r>‘5¢’“) On g£<aibr>>5¢’“>
R % (5G0)) 0+ $ ) e (B110)

U poslednjem koraku primenili smo parcijalnu integraciju. Povrsinski ¢lan je jednak nuli,
jer su varijacije polja na granici oblasti integracije jednake nuli. Kao rezultat dobijamo

55:/d4 <gqi GM(%»&@. (3.1.11)

Po Hamiltonovom principu, jednacine kretanja se dobijaju iz uslova ekstremalnosti dejstva,
35S = 0. Posto su polja ¢,(z) nezavisna to dobijamo

oL (f—ﬁ) - (3.1.12)

¢, \O(Duor)
Ovo su Ojler-Lagranzeve jednacine za polje ¢,.
Lagranzijan nije jednoznacno odredjen. Lagranzijanu mozemo da dodamo divergenciju

neke funkcije polja
L— L+ 9,N(p) . (3.1.13)

Ovo je pokazano u zadatku 5.4 u [11].
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3.1.4 Primeri

Sad ¢emo navesti nekoliko primera u kojima ¢emo naéi jednacine kretanja. Gustina la-
granzijana za slobodno skalarno polje je

2

1 " m° o
L= (0,0)(0"0) — 2-g* (3.1.14)

Da bismo odredili jednacine kretanja, trebaju nam sledeci parcijalni izvodi:

oL 9 oL
— = —m?¢, = Mo . 3.1.15
o0~ " o 7 (31:19)

Jednacina kretanja je Klajn-Gordonova jednacina
(O+m?*)e¢ = 0. (3.1.16)

Od dva realna skalarna polja ¢;(z) 1 ¢2(x) mozemo konstruisati kompleksna skalarna polja

o, o' sa

1+ 12 :¢1—i¢2 .

= f 3.1.17
¢ NG ¢ 7 ( )
Gustina lagranzijana u ovom slucaju je
1 y 1 p m?2, .
L= 5(0:01)(0"01) + 5(0,02)(0"d2) — —- (91 + d3) - (3.1.18)
Uvodjenjem kompleksnih polja gustina lagranzijana (3.1.18) postaje
L = (0,6)(0"6) — m?6'6 . (3.1.19)
U (3.1.19) kompleksna polja ¢ i ¢ su nezavisna. Jednacine kretanja su
(O+m*)é=0
(O+m*)e' =0. (3.1.20)
I za realna, kao i za kompleksna polja parametar m je masa polja.
Gustina lagranzijana (3.1.14) opisuje slobodno skalarno polje. Lagranzijan
1 m? A
L= 5(0:0)(0"¢) — 56" — ;6" (3.1.21)

je primer interakcione teorije, tzv. ¢* teorije. Poslednji ¢lan u lagranzijanu opisuje inter-
akciju polja samog sa sobom. Konstanta A je konstanta interakcije.
Dirakovo polje opisuje Cestice spina s = 1/2. Gustina Lagranzijana slobodnog Di-
rakovog polja je
L = (ir"0, —m) . (3.1.22)
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1 1 1 su nezavisna polja pa dobijamo dve jednacine kretanja

(i’y“@u—m)@/] =0
007" +myp = 0. (3.1.23)

Dobili smo Dirakove jednacine za polja v i 1.
Lagranzijan slobodnog vektorskog masenog polja je

1 2
L=—FuF" + %AuA“ , (3.1.24)

gde je F),, = 0, A, — 0,A,. Variranjem ovog dejstva dobija se Prokina jednacina
9, F" +m*A” = 0. (3.1.25)

Lagranzijan elektromagnetnog polja

1
L= _ZFWFW - 1A, , (3.1.26)
gde je j* cetvorovektor gustine struje. Poslednji ¢lan je interakcioni clan.
Da bismo napisali jednacine kretanja za potencijal A,, moramo prvo odrediti

o

oL 1 OF,,

— __pww

0(0ads) 2 0(0aAy)
1
= SR — 678)
1

= (P

= —F* .
Jednacine kretanja su Maksvelove jednacine za elektromagnetno polje u vakuumu i glase
O FP = 4P (3.1.28)

odnosno

D (01 A” — APy =
OA” — 8"9,A" = j* . (3.1.29)

Slede¢i primer je polje koje nije relativisticko. Neka je n malih kuglica masa m vezano
oprugama konstanti elasti¢nosti k£ i nominalne duzine [, kao na slici 3.2. Rastojanje izmedju
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k 1 2 2 N

Slika 3.2: Lanac tackastih masa

susednih kuglica je [. Razmotrimo longitudinalne oscilacije ovog sistema. Neka je &; odstu-
panje, tj. elongacija i-te kuglice od ravnoteznog polozaja. Lagranzijan sistema je

I~ 2 I
L = §mei2—§zk(fi+1—&)2
=1 =1

_ %iz(%g’f—u(@ﬁ | (3.1.30)
=1

Uzmimo sada da rastojanje izmedju kuglica [ tezi nuli, ali tako da je veli¢ina m/l = p
konstantna. Ova velicina je masa jedinice duzine zice. U ovom limesu, diskretni stepeni
slobode &;(t) postaju polje & = £(t,x). Suma prelazi u integral po promenljivoj x. La-

granzijan postaje
1 /@ &\ 2 OEN 2
L==[ 4 ( (—) —Y(—) ) , 3.1.31
2 /0 T o Ox ( )
gde je Y = kl modul elasti¢nosti. Lagranzeva jednacina kretanja je
0 <8£> N 0 <8£> oL
ot \ o€ Ox \O¢' o
gde smo tackom i primom obelezili izvod po vremenu, odnosno po koordinati . Lako se
dobija da je jednacina kretanja

0,

0? 0?
P

ot? ox?
Jednacina kretanja je talasna jednacina, iz koje mozemo procitati faznu brzinu longitudi-
nalnih talasa u zici:

—=0. (3.1.32)

(3.1.33)

Y
v=4/—.
I

3.1.5 Hamiltonova formulacija

Hamiltonova formulacija teorije polja je generalizacija Hamiltonove formulacije za meha-
nicke sisteme na teoriju polja. Podsetimo se prvo Hamiltonove formulacije u analitickoj
mehanici.

Generalisani impulsi su definisani kao

(3.1.34)
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Da bi se ove jednacine resile po generalisanim brzinama potrebno je da

0*L
0¢;0q;

det [ ] £0. (3.1.35)

Hamiltonijan je Lezandrova transformacija lagranzijana definisan kao
H(p.q) = pigi — L(q.9) - (3.1.36)
i=1

Hamiltonijan je funkcija generalisanih koordinata i impulsa. Hamiltonove jednacine se
dobijaju iz Hamiltonovog principa, pri ¢emu se lagranzijan izrazava preko hamiltonijana.
Iz

6/dt[;;:piqi . H(q,p)] —0, (3.1.37)

dobijaju se Hamiltonove jednacine:

OH
a0 1.
i o {pi,H} , (3.1.38)
OH
= S g HY 3.1.39
Gi= 5 {¢;,H} ( )

Poasonova zagrada definisana je sa

~—~(90f 09 Of dg
{f,g} B ; <8qz‘ Opi B Op; 8%‘) ' (3.1.40)

Recimo na kraju da je Poasonova zagrada antisimetri¢na i da zadovoljava Jakobijev iden-
titet.

Prelazak na teoriju polja je pravolinijski. Generalisani impulsi su izvodi gustine la-
granzijana po qﬁm tj.2

oL
7T7«<£U) = %

Kao i u analitickoj mehanici, hamiltonijan je Lezandrova transformacija lagranzijana. On
zavisi od generalisanih impulsa i polja i definisan je kao

H= /d%[zmér — ,c} . (3.1.42)

(3.1.41)

Veli¢ina

H=> me, —L (3.1.43)

2Tackom smo obelezili parcijalni izvod po vremenu, tj. ¢ = dyo.
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je gustina hamiltonijana. Lako se vidi da je gustina hamiltonijana realnog slobodnog

skalarnog polja data sa

m2

_1 2 1 2 a2
H = 57 +2(V¢) +5 o . (3.1.44)

Da bismo nasli Hamiltonove jednacine kretanja variracemo dejstvo

SH:/dt/d%(Zmd)r—?—t) ,

u kome je lagranzijan izrazen preko hamiltonijana. Variracija fazne trajektorije podrazu-
meva

or() = &r(z) + 0 (2) |
() = m(x) + om. () | (3.1.45)

gde su varijacije polja i generalisanih impulsa nezavisne. Jedino se zahteva da je varijacija
polja na granici oblasti integracije jednaka nuli. Varijacija dejstva je
0H oH

5SH = /dt/d3x |:57T7‘q.57" + Wréq.sr - W5¢7‘ - o7

Drugi sabirak u podintegralnoj funkciji u poslednjem izrazu napisa¢emo kao

00, = a(ﬂr&f%) — 7,00, ,

Sy = / d%[(gbr - gf )cm, - (m + gf )5@} . (3.1.47)

Odavde, na osnovu Hamiltonovog principa, dobijamo Hamiltonove jednacine:

or, _ _oH
ot Sy’
o o0H

= ) 1.4
ot 0T, (3.1.48)

o, (3.1.46)

pa je

Nadjimo Hamiltonove jednacine za slobodno skalarno polje. Prvo imamo

OH
om(x,t)

- /d3y7r(y,t) gzgg = n(x.1) | (3.1.49)

i slicno
0H
dp(x, )

= [ (00000159 x — y) + mo(y, 05V x - )
= — A (z) + m2e() . (3.1.50)
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Hamiltonove jednacine za slobodno skalarno polje su:

or 5
E - A(b —m QS ’
dp

Kombinovanjem ovih jednacina dobijamo Klajn-Gordonovu jednacinu.
Neka su F'i G funkcije faznih promenljivih. Njihova (istovremena) Poasaonova zagrada
je definisana sa

5 (O0F(t,x) 0G(t,y) OF(t,x) 0G(t,y)
{F (%), Gt y)} = / d Z(&w,z) Sm(tz)  om(t2) 5¢T(t,z)> ' (3.152)
Lako se vidi da je
{¢0(t,x), ms(t,y)} = 6,6 (x —y) . (3.1.53)

Hamiltonove jednacine (3.1.51) mozemo prepisati pomoéu Poasonove zagrade na slededi
nacin:

on,

o~ i
o0,
5 — onH} (3.1.54)

3.2 Neterina teorema

U glavama 1 i 2 smo detaljno analizirali prostorno-vremenske i unutrasnje simetrije el-
ementarnih Cestica sa kinematickog aspekta. U ovoj glavi, kao i u narednim glavama,
analizira¢emo uticaj simetrije na dinamiku sistema. Najpre ¢emo u nastavku ove glave for-
mulisati Neterinu teoremu i uveri¢emo se da su zakoni odrzanja fizickih veli¢ina posledica
kontinualne globalne simetrije sistema. Ovaj iskaz je sadrzaj prve Netrine teoreme.

Neka su neprekidne infinitezimalne transformacijama koordinata i polja date sa

ot =t = ot 4 ozt
Or(x) = dL(2') = ¢p(x) + () . (3.2.55)

Dejstvo se pri transformacijama (3.2.55) menja jer se menja mera integracije kao i pod-
integralna funkcija, odnosno gustina lagranzijana. Varijacija dejstva pri transformacijama
(3.2.55) je razlika dejstva pre i nakon transformacije, tj.

35 = [ Lo (@), 00nlel)) ~ [ dL(6@). 0,00 ()
Qi Q' su jedna te ista oblast prostora Minkovskog parametrizovana jednom sa x, a drugi
put sa z’ koordinatama (pasivna transformacija). Element zapremine prostora Minkovskog

se menja na slede¢i nacin

ox'#
- d*z .

d*s’ = ‘
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Lako se vidi da je Jakobijan transformacije koordinata dat sa

ox'™

ox?

— det [5/@ + a%yaxﬂ] ~ 1+ ,(0a") |

gde smo primenili
det(1 4 A) = TmOFD) — oTrdte — 1 L TyA

Dakle,
d*z’ ~ (1 + 0,(0x"))d*z . (3.2.56)

Totalna varijacija polja definisana je kao
56 = ¢'(a') — $(a) .

Ona predstavlja razliku transformisanog polja u novim koordinatama i pocetnog polja u
polaznim koordinatama. Promena oblika polja u istom koordinatnom sistemu,

do¢ = ¢/ (x) — P(x)
je tzv. varijacija forme polja. Veza izmedju varijacije forme i totalne varijacije polja je
i¢p = ¢'(a') — ¢(x)
= ¢'(¢) = () + o(a') — ¢(x)
= 0pp(2") + 0ot
= dop(x) + 0 poxt . (3.2.57)

U poslednjem koraku umesto koordinata z’ napisali smo z, jer racunamo u prvom redu po
0x. Lako se vidi da diferenciranje komutira sa varijacijom forme:

000, = 0,600 .

Varijacija forme Lagranzijana je

0L = L(¢p(x), 0u0(x)) = L(¢r(7), Outor(x))

oL oL
Totalna varijacija lagranzijana je
0L = L(¢(2"),0,6,(2") — L(6:(x), 0udr(2))
= L(¢.(2'),0,0,(2") — L(6:(2), 0,0:(2)) + L(¢(27), 0,1 (2"))

_£(¢T (33)’ au¢r<x)>

Zakljucujemo da je
0L = 6oL(x) + 0, LoxH . (3.2.59)
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Primenom (3.2.56) i (3.2.59), dobijamo da je infinitezimalna promena dejstva

5S = / (1+ 9, 02")d 'z (L + 6L) — / d'zL

= /d4x((5£ + L0,0z")
_ / (8oL + 8, (52" L)) .

Zamenjujuéi (3.2.58) u dobijeni izraz, dolazimo do

(3.2.60)

S = /d4 (ggbfo(ﬁr ( (a,ibr) 0¢r> - ( (glibT)>5o¢r+au(£5x”)>

= /d4x8 ( (aib )50¢r+£5x“>

= / d*z0,J" .

(3.2.61)

Polja ¢,(x) zadovoljavaju jednacine kretanja, Sto smo iskoristili u drugom redu. Dakle,
pokazali smo da je promena dejstva, za polja koja zadovoljavaju jednacine kretanja integral

cetvorodivergencije.

Jednacine kretanja se pri transformacijama (3.2.55) ne menjaju ukoliko se dejstvo ne

promeni, tj. ako je 6S = 0% onda je
9,.J" =0,

gde je Neterina gustina struja J, data sa

oL oL
JH=——000, + LoV = ——— ¢,
0(Dutr) (D)
Veli¢ina or
TMI/ = —81/ r ‘C(Suu
R

je tenzor energije-impulsa.

30péstije: Dejstvo poseduje simetriju ukoliko je
68 = / d*zo, K"

gde je K* cetvorovektor. Izraz za Neterinu gustinu struje postaje

(3.2.62)

—TH,53" . (3.2.63)

(3.2.64)

J“—( (85 50¢r+£5x“) K.

Our)
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Kontinualne globalne transformacije se parametrizuju konstantnim nezavisnim parame-
trima 6¢. Gustina struje ima oblik .J, = J;0. 1z (3.2.62), sledi da je 0" J; = 0. Definisimo
naboje kao

Q* = /d?’xjg(t,x) : (3.2.65)
Izracunajmo vremenski izvod naboja Q“:
aQ*® 0J§(t,x)
dt / o (3.2.66)

Primenom Neterine teoreme i Gausove teoreme dobijamo

dga = /d3xdiVJa(t,X) = %J“(t,x) -dS . (3.2.67)

Oblast integracije je najcesce ceo realan trodimenzionalan prostor i Neterine struje dovoljno
brzo teze nuli kad |x| — oo, tako da je njihov fluks jednak nuli. Dakle, uz odgovarajucu
asimptotiku polja u beskonac¢nosti, dobijamo da su naboji konstante kretanja, t;j.

Qe
=0. 2.
=0 (3.2.68)

Ovim smo pokazali Neterinu teoremu: Ako je dejstvo invarijantno na neprekidne glob-
alne transformacije, koje ¢ine n-parametarsku Lijevu grupu, onda postoji n veli¢ina koje
su konstante kretanja. To su o¢uvani naboji i njih ima onoliko koliko grupa simetrije ima
generatora.

3.2.1 Fazna invarijantnost

U ovom paragrafu analizira¢emo faznu simetriju slobodnih lagranzijana skalarnog i Di-
rakovog polja, kao i faznu invarijantnost u kvantnoj mehanici.
Gustina lagranzijana kompleksnog slobodnog polja

L= (9,0")(0"¢) —m*¢'o (3.2.69)
je invarijantna na fazne, tj. U(1) transformacije
¢ = e, ¢l — el (3.2.70)

Parametar ¢ je konstanta, za koju ¢emo kasnije videti da je naelektrisanje cCestica koje
su ekscitacije ovog polja. Fazne transformacije su tzv. unutrasnje transformacije, jer je
2’ = x. Infinitezimalne promene polja i koordinata pri faznim transformacijama su

op = igbo,
szt = 0. (3.2.71)
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Neterina struja je

oL oL

Jh = ) Sl — TH §z¥
50,0 " B’ T
= igf(p0" " — @10 ) . (3.2.72)
Ocuvan naboj je
Q = iq / d*2(¢T0gp — 00" . (3.2.73)

Kao sto je poznata iz kursa Kvantne mehanike, talasna funkcija je odredjena do na
fazu. Pri transformacijama

) = [¥') = e’ ly),

gde je # = const kvadrat modula talasne funkcije se ne menja
[PI* =
Slicno je i sa matri¢nim elementima operatora
(W'|01¢') = ([O]) -

Fazne transformacije su U(1) transformacije. Dejstvo za ”Sredingerovo polje” je

S = /d4x {1/;* (—@h 0 ) Y+ h—Z(wb IV +V(r )1/1*24 : (3.2.74)

Ovo dejstvo opisuje nerelativisticku kvantnu ¢esticu u potencijalu V'(r). Variranjem dejstva
(3.2.74) po 1 i ¥* dobijaju se Sredingerova jednacina

oy h2

i njoj kompleksno konjugovano jednacina. Dejstvo, a i Sredingerova jednacina, su invari-
jantni na U(1) transformacije

w N eiew’ w* N e—i@w* )

Nulta komponenta Neterine struje je

oL oL
0= "~ _§ip+6 = hhy* ). 3.2.75
J 50,0 Y+ 0Y* B0 (A0 ( )
Sli¢no se nalaze i prostorne komponente
. zh20
j= (vw Wb — b w) (3.2.76)
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Komponente j° i j zadovoljavaju jedna¢inu kontinuuiteta. Definisuéi
3P = p=9
) ih . .
i = 2—(% b - 0e) (3.2.77)
m

dobijamo dobro poznate izraze za gustinu verovatnoce i struje sa kursa Kvantne mehanike.
Dirakov lagranzijan

L= &(ia/ﬁu —m)y
je takodje invarijantan na fazne transformacije:
¥ — €% P — e 1),

Neterina gustina struje u ovom slucaju je

oL - oL
J = — 0 ———
50,0 "V 50,0)
= —q0(y"Y) . (3.2.78)

Kako je 6 konstantan parametar, to ga mozemo odbaciti, pa je gustina Neterine struje
JH =4yt (3.2.79)

Na kursu Relativisticke kvantne mehanike pokazano je, kao posledica Dirakove jednacine,
da je divergencija ove struje nula. O¢uvani naboj je

Q= q/d?’ww . (3.2.80)

Posledica fazne invarijantnosti teorije je ocuvanje elektricnog naelektrisanja.

3.2.2 Translaciona invarijantnost i tenzor energije impulsa

U ovom poglavlju analizira¢emo translacionu simetriju slobodnog skalarnog polja. Pri
translacijama koordinate se menjaju prema

ot =gt e,

gde su ¢€” infinitezimalni parametri. Skalarno polje je nepromenjeno pri translacijama,
¢ (x + €) = ¢(x). Totalna varijacija skalarnog polja je d¢ = 0, pa je varijacija forme
do¢ = —€"0,¢. Dejstvo slobodnog skalarnog polje je invarijantno na translacije. Neterina
gustina struje je

Ju = (_au¢au¢ + ‘Cg;w)ey = _T;U/el/ . (3281)

Ocuvana veli¢ina je ¢etvoroimpuls skalarnog polja

P’ = / d*2T% . (3.2.82)
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Nulta komponenta impulsa je Hamiltonijan

H=P" = / 4’27
2

= [ @@y + 5(vor+ e
= /d%%. (3.2.83)

Vidimo da (00)-komponenta tenzora energije impulsa predstavlja gustinu energija polja.
Impuls slobodnog skalarnog polja je

Pl =— / d*20yp0;¢ . (3.2.84)

Tenzor energije impulsa skalarnog polja je simetrican tenzor. U opstem slucaju, za proiz-
voljno polje, ovaj tenzor nije simetrican. Procedura simetrizacije tenzora energije impulsa
je opisana u zadatku 5.18 u referenci [11].

U ovom poglavlju smo odredili energiju i impuls slobodnog skalarnog polja. Te velic¢ine
su ocuvane veli¢ine i predstavljaju generatore vremenske, odnosno prostorne translacije.

3.2.3 Lorencova simetrija i ugaoni moment

Podsetimo se da se pri infinitezimalnim Lorencovim transformacijama koordinate menjaju
prema

o = A p¥ ~ (0 + wt))a

gde su w,, = —w,, antisimetri¢ni parametri Lorencovih transformacija, tj. bustova i
rotacija. Dakle da* = w*x,. Polja ¢,.(z) se pri Lorencovim transformacijama menjaju po

i

¢ (2 = Az) = Spo(w)ds(z) = (e 2‘”WEW>TS¢5(:E) , (3.2.85)

gde su X, generatori Lorencove grupe u prostoru komponenti polja, videti (1.1.35). To-
talna varijacija polja je
0

66, (x) = =5 (Zu) ou() . (3.2.86)

pa je Neterina gustina struje

oL
Jr = —— ¢, — T, 0z
a(au¢r) ¢
- ! oL WP (X)) rsts(x) = TH Wz, .

20(0u0y)
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Parametri Lorencovih transformacija su antisimetricni, tako da ¢lan z,7% moramo anti-
simetrizovati po indeksima v i p. Tako dobijamo

1, oL
J'u = 5(4) p[ — ZW(ZVP>TS¢S(x) + ([EVTMP — [EPTHV>
1 14
= QW M, (3.2.87)
gde je
oL 1 p
vp = —ZW<EVP)7«S¢S($) + (CL’VT p CL’pT l,) . (3288)
uw¥r
Ocuvana veli¢ina je integral nulte komponente gustine struje, t;j.
M,, = /d?’xMOVp
= /d%[ — ia—ﬁ(EV Vrsts(z) + (2,T°, — TOU)] : (3.2.89)
A(er) " o

Prvi sabirak je spinski, a drugi orbitalni ugaoni moment. Veli¢ine My; su generatori bus-
tova, a M;; generatori rotacija. Velicine M), nazivamo generalisanim momentom impulsa
polja.

3.2.4 Primer neabelove simetrije

Razmotrimo sada primer neabelove globalne simetrije. Neka je

v (1)

dublet SU(2) grupe. Gustina Lagranzijana
L =V(id,y" —m)¥
je invarijantna na SU(2) transformacije
¥ e T U,

gde su 0 konstantni parametri, 0 Paulijeve matrice i a = 1,2, 3. Neterina struja je

a

Jp = \i/%yu\lf .
U slucaju da je
U — N — ( #’proton )
Uneutron /

ocuvane veli¢ine Q* = 3 [ B! {51, predstavljaju izospin.
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Zadaci

3.1. Odrediti jednacine kretanja za sledeca dejstva:
2) § = [ At (3(0,0)(046) — $u6 + Div D — )0 + gi00),
b) S = [ e ((ir" 0 — m)w + gy A — LF ),
©) S = [ (= LEWF™ 4 0% (Fyu P Fag — 4y PP Fyg) ).

Ovde su p, g i c realne pozitivne konstante, a 87 je realna, konstantna antisimetri¢na
matrica.

3.2. Dat je lagranzijan
L= (0,0)"(0"9) — ¢ ¢ — A(¢"9)?,

gde je ¢ kompleksno skalarno polje. Odrediti jednacine kretanja za ovu teoriju. Zatim naci
konjugovane impulse i hamiltonijan teorije. Pokazati da je dati lagranzijan invarijantan
u odnosu na U(1) globalne transformacije ¢ — ¢ = e *¢, gde je a konstantan realni
parametar i na¢i ocuvanu struju. Proveriti eksplicitno da je struja ocuvana.

3.3. Dat je lagranzijan:

£ = 5(0,600)(0"01) + 5(0,62)(0%02) — 56+ ) + 362 + B + i o,

gde su ¢ i ¢ realna skalarna polja, a v je Dirakovo polje. Pokazati da je ovaj lagranzijan
invarijantan na transformacije:

¢ — @) = drcosa— gysina
Gy — ¢y =¢@sina+ pycosa

_;os
Y o= Y=,

a zatim odrediti ocuvanu struju i naboje. Proveriti da li dodavanje masenog clan za polje
1, mapy) narusava ovu simetriju.

3.4. Dat je lagranzijan

L =40, — m)v,
gde je ¢ = (¢1,%2)T dublet spinorskih polja. Odrediti jednacine kretanja za ovaj la-
granzijan. Zatim pokazati da je £ invarijantan na globalne SU(2) transformacije, pa nadi
Neter struju i pokazati da je ona ocuvana. Pokazati da (posle kvantizacije teorije) o¢uvani
naboji zadovoljavaju algebru

[Qa’ Qb] — iEachc .
3.5. Pri dilatacijama se koordinate transformisu kao z# — z'* = e Px*, dok se skalarno
polje transformise kao ¢ — ¢’ = eP¢. Ovde je p konstantni parametar. Odrediti vari-

jaciju forme skalarnog polja pri dilatacijama. Da li je dejstvo za slobodno skalarno polje
invarijantno na dilatacije? Nac¢i Neter struju i proveriti da li je ona ocuvana.
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Gradijentna simetrija

U prethodnim glavama smo se uverili u znacaj simetrija u fizici elementarnih cestica.
Simetrije koje smo do sada analizirali su globalne simetrije: parametri transformacija su
konstante (ne zavise od koordinata prostor-vremena). Ove simetrije su imale primenu
u klasifikaciji elementarnih cestica. U ovom poglavlju ¢emo uvesti pojam lokalne (gradi-
jentne, kalibracione, ” gauge” ) simetrije. Analizira¢emo detaljno teorije sa lokalnom simetri-
jom i videti kako je lokalizacija simetrije neraskidivo povezana sa uvodjenjem interakcije.

4.1 Cestica u elektromagnetnom polju

Krenimo od jednostavnog primera naelektrisane ¢estice u elektromagnetnom (EM) polju.
Neka se cestica mase m i naelektrisanja ¢ nalazi u spoljnjem EM polju opisanom cetvoro-
vektorom potencijala A* = (£, A). Lagranzijan ove cestice je dat sa:

2
Lz—mc%/l—Z—Q—q(p—l—qv-A. (4.1.1)

Generalisani impuls konjugovan vektoru polozaju cestice je:
mv

’U2

V- @

gde je p mehanicki impuls cestice. Lezandrovom transformacijom iz Lagranzijana dobijamo
Hamiltonijan

OL
P=_—=p+qA =

- +qA (4.1.2)

H=P -v—L=+/(P—qA)?2c+m2c+qp. (4.1.3)
Gornji izraz mozemo prepisati u obliku
(H — qp)®

— Q= (P —gA)* = m?c* . (4.1.4)

Podsetimo se da za slobodnu relativisticku ¢esticu vazi relacija:

52
p'p, = mic® = — = p’ = m?c . (4.1.5)
c

103
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Primetimo da ako u (4.1.5) napravimo smenu

E — H—qyp,
p - P—qA, (4.1.6)

dobijamo (4.1.4).
U kvantnoj teoriji, Hamiltonijan i impuls slobodne ¢estice su u koordinatnoj reprezen-
taciji reprezentovani diferencijalnim operatorima

H—>z‘2 P— —V.
ot

Iz (4.1.6) sledi da pri prelasku iz slobodne teorije na teoriju koja opisuje relativisticku
¢esticu u elektromagnetnom polju pravimo slede¢u smenu:

22 — z2 —
ot ot 1P
-1V — —V —qA .

Ova smena se moze zapisati u manifestno kovarijantnom obliku
8, — 0, +iqA, =D, , (4.1.7)

gde je D, kovarijantni izvod. Zamena parcijalnog izvoda 0, kovarijantnim izvodom D,,,
odgovara prelasku sa slobodne na interagujucu teoriju i naziva se princip minimalne zamene
("minimal coupling”).

Razmotrimo sada Sredingerovu jednacinu za slobodnu ¢esticu:

9 K,

Ova jednacina je invarijantna na globalne U(1) (fazne) transformacije:

Y(z) = Y (z) = (x) | (4.1.9)
gde je parametar 6 konstanta. Ako se Cestica nalazi u EM polju, njen Hamiltonijan je:

P — ¢A)?
2m

pa Sredingerova jednacina za Gesticu koja interaguje sa elektromagnetnim poljem ima oblik

0, _ {(—@hv — gA)?

50
! ot 2m

(2 s)o [ T, a1

+q4w,

odnosno
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Dobijena jednacina (4.1.10) ima oblik u skladu sa nasom preskripcijom. Naime, ona je
dobijena iz (4.1.8) zamenom obi¢nog izvoda kovarijantnim. Jednacina (4.1.10) ima veéu
simetriju od globalne fazne invarijantnosti. Ta simetrija je

Wit ) — e Dy (¢ r)
Ar — AR 4010 . (4.1.11)
Ovo je lokalna U(1) simetrija. Termin ”lokalna” znac¢i da parametar 6 nije konstanta, kao
u slucaju globalne simetrije, ve¢ je funkcija prostorno-vremenskih koordnata. Lokalana
simetrija se naziva i kalibraciona ili gradijentna simetrija. Jednacina za slobodnu cesticu
(4.1.8) nije invarijantna na lokalne U(1) transformacije. Vidimo da, zahtevajuéi invaria-

jntnost na lokalne transformacije, od slobodne teorije (4.1.8) prelazimo na interagujuéu
teoriju naelektrisane ¢estice u EM polju (4.1.10).

4.2 Lokalna U(1) simetrija u Kvantnoj elektrodinamici

Slobodni relativisticki elektron je opisan Dirakovim lagranzijanom:

Lo=Y(y"0, —m) . (4.2.12)
Ovaj lagranzijan je invarijantan na globalne U(1) transformacije
Y(x) = ¢ (2) = eY(z)

gde je 0 konstantni parametar transformacije. Primenimo princip minimalne zamene na
ovaj lagranzijan, tj. zamenimo parcijalni izvod sa kovarijantnim

Dy = 8, — iq A, (4.2.13)

gde je A, gradijentno polje. Ovo polje je cetvoro-vektor EM potencijala. U kvantnoj
teoriji, polje A, je foton, prenosilac EM interakcije. Slobodni Dirakov lagranzijan (4.2.12)
postaje

L =¢(iy" D, — mpp — iFWFW , (4.2.14)

gde smo dodali i kineticki ¢lan za EM polje. Kroz kovarijantni izvod smo uveli interakciju
elektrona sa elektromagnetnim poljem (minimalno kuplovanje)

_ 1
L =(iy'0, —m+ gy" A )Y — ZFWFW . (4.2.15)

Dobijeni lagranzijan je invarijantan na lokalne fazne transformacije

Y= (x) = e Y AF(z) — AM(2) = AM(z) + 0"0 . (4.2.16)
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Ovu tvrdnju ¢emo lako proveriti:

L — e [z‘eiqewaﬂw — qeiqefy“((?uﬁ)w — me'®y)

— " A€ + gy (9,0) e )]
1 v
_ZFWFAL

. 1. ..
= Y(iv'o, —m — gy A )Y — ZF“ F. .

Vidimo da se potencijal transformise tako da ponisti ¢lan koji sadrzi izvod parametra
transformacije 6(x). Sa druge strane, moze se pokazati da lagranzijan za slobodni elek-
tron (4.2.12) nije invarijantan na lokalne U(1) transformacije: ¢ — ' = ¢?@4). Dakle,
zamenom obicnog izvoda kovarijantnim izvodom, mi lokalizujemo globalnu simetriju i na
taj nacin uvodimo interakciju elektrona sa EM poljem. Ova lokalna simetrija je Abelova,
to jest dve transformacije U = €@ i U’ = ¢ ®) komutiraju.

4.3 Neabelova gradijentna simetrija

Otkri¢cem neutrona 1932. godine, postalo je jasno da se jezgro sastoji od protona i neu-
trona, koji medjusobno interaguju nuklearnom interakcijom. Motivisan uvodjenjem spina
u kvantnu mehaniku i vrlo malom razlikom masa izmedju protona i neutrona, Hajzenberg
je predlozio da se proton i neutron shvate kao dva razli¢ita stanja jedne ¢estice, nukleona.
Simetrija koja povezuje ova dva stanja je izospinska SU(2) simetrija, SU(2); u nastavku.
Ova simetrija je simetrja nuklearne interakcije, kao sto je U(1) fazna simetrija simetrije
EM interakcije. Ipak, SU(2); nije egzaktna simetrija, ve¢ je slabo narusena i to zbog pos-
tojanja EM interakcije, koja razlikuje proton i neutron. Smatrajué¢i da je ovo narusenje
malo, postavlja se pitanje da li se lokalizacijom SU(2); moze uvesti/opisati nuklearna in-
terakcija, kao sto se lokalizacijom U(1) simetrije uvodi EM interakcija. U nastavku é¢emo
pokusati da odgovorimo na ovo pitanje.

Podjimo od dubleta SU(2);
¥y )
U= , 43.1
(4 (4.1

gde su v, i 9, Dirakovi spinori protona i neutrona. Lagranzijan
L =V(iy"d, —m)¥ (4.3.2)

je invarijantan na SU(2) globalne transformacije

e

U= 0 =50, (4.3.3)

Matrice o su Paulijeve matrice, a = 1, 2, 3, dok su parametri % konstantni. U lagranzijanu
(4.3.2) smo pretpostavili da su mase protona i neutrona jednake, tj. da je SU(2); simetrija
egzaktna. Ako u jednoj tacki prostor-vremena definiSemo Sta je proton, a Sta neutron, onda
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to vazi u svakoj tacki prostor-vremena. Sada ¢emo lokalizovati ovu simetriju, tj. uzeé¢emo
da su parametri transformacije 0* = 6%(x) funkcije prostorno-vremenskih koordinata. Polja
materije se sada transformisu kao

Z»Ga(ac)oa

V() >V =U0(x)¥(x)=¢"2 U(x). (4.3.4)

Primetimo da su, kao i u sluc¢aju U(1) simetrije, ove transformacije unutrasnje, tj. one ne
deluju na koordinate prostor-vremena.
Lako se vidi da kineticki ¢lan u lagranzijanu nije invarijantan na lokalne transformacije:

U9,V — U U19,(UW) = U(U'9*9,U)W + Uy 9,V

Da bismo postigli invarijantnost lagranzijana, parcijalni izvod d, u lagranzijanu ¢emo za-
meniti kovarijantnim izvodom:

D,V =0,V — z'gAZ%\II = 0,0 — igA, T | (4.3.5)

gde je A, = AZ"Q—G Na ovaj nacin smo uveli tri gradijentna polja (potencijala) Af,
a =1,2,3. Polja ima onoliko koliko grupa simetrije ima generatora. Sa g smo oznacili kon-
stantu interakcije. Na ovaj nacin smo povecali simetriju. Cena koju pla¢amo je uvodjenje
dopunskih stepeni slobode, dok je korist principa lokalizacije simetrije uvodjenje interak-
cije. Ovaj princip su prvi uveli Yang i Mills i to na primeru SU(2) izospinske simetrije (C.
N. Yang, R. Mills).

Da bismo imali lokalnu invarijantnost lagranzijana, zahteva¢emo da se kovarijantni
izvod polja materije ¥, D, ¥, transformise isto kao i polje ¥:

(D, W) =U(0)(D,Y) . (4.3.6)
Ovaj zahtev dace nam zakon transformacije gradijentnih polja A,,. 1z (4.3.6) sledi
(0, U)¥ +U0,¥ — igALU\If =U0, ¥ —igUA,V |

odakle je
1
ALU = EOMU +UA, . (4.3.7)

Mnozenjem poslednjeg izraza sa U~ sa leve strane i koristeéi identitet
00U =-Us,U", (4.3.8)

dobijamo zakon transformacije gradijentnih polja pri lokalnim transformacijama

/ ‘ -
A =U (AH + 5@) u. (4.3.9)
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Ukoliko pretpostavimo da su parametri transformacije mali, element grupe U = "’z
mozemo da razvijemo do ¢lanova linearnih po 6°

P

UB)=e"7 ~1+ L epe

2
Onda je
/bo-b iaa bo-b iaa Z.ia a Z.aa
AH? = 1+§O'9 AM? 1—50'9 —550'8“9 1—50'(9
Albab _ Ab Ub + ieaUanAb ZAb Ubaa9a+ 1 ba 91)
R N SO B T e 29" "
c c c 1
I e Vi 257 Ot
odnosno?

c c 1 c cabpa Ab
A;L = AH—I—EE)H@ — e A,
(& 1 C
= AL+ —(D.0)" .
g
Dakle, infinitezimalna promena gradijentnog polja je
1
SAS, = Eauec — YA (4.3.10)

Primetimo da se pri globalnim transformacijama gradijentna polja transformisu prema
c __ Ac cabpa Ab
AL = A, -0 A,
odnosno uvodedi vektor A, = (A, A% A%)

A, = A,+i0,A]

A, = A, —0xA,. (4.3.11)
Izraz (4.3.11) je vektorski zakon transformacije. Indeks unutrasnje grupe simetrije, a je
vektorski indeks. Pri lokalnim infinitezimalnim transformacijama varijacija polja 0A} je

zbir gradijentnog ¢lana i ¢lana koji odgovara vektorskoj reprezentaciji SU(2) grupe.
Lagranzijan invarijantan na globalne SU(2) transformacije

Lo = T(i0,7" — m)V |

'Na polje 6 = 9‘“’2i koje se transformise po pridruzenoj reprezentaciji grupe, kovarijantni izvod deluje
kao D,0 = 0,0 —ig[A,, 0], ili u komponentnoj notaciji D, 0% = 0,0 + ge“bcAZQC.
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pri lokazlizaciji simetrije prelazi u
= . a0t
L =V [w“ ((9# — 2gAZ—> — m} v
2
= Lo+ g\IW“AZ%\II = Lo+ Ling - (4.3.12)

Vidimo da smo dobili interakcioni ¢lan

_ fop
Ling = 9" A= (4.3.13)

Posle kvantovanja teorije, ovaj ¢lan daje verteks sa slike 4.1.

i

\ (T - J'EI';I
e

=y, .-‘_‘__:"__.-.

Py
#

Slika 4.1: Verteks za polja materije i gradijentno polje u Jang-Milsovoj teoriji.

Da bi lagranzijan bio kompletan moramo dodati kineticki ¢lan za gradijentna polja. U
slucaju lokalne U(1) (Abelove) simetrije, tenzor jacine polja je definisan sa

F =0,A, —0,A, . (4.3.14)
Kako ovo generalisati na neabelovu teoriju? Nadjimo komutator dva kovarijantna izvoda

[D,,D,]¥ = D,D,¥— D,D,¥
— OuDLY) — igA(DY) — (1 & v)
= 0,0,V —ig(0,A,)¥ —igA, 0,V —igA,0,¥
— FAAY — (uev)
= —ig(0,A, — 0, A, —ig[A,, A))T .

Tenzor jacine polja definisa¢emo sa
[D,,D,|V = —igF,,V .
Iz posledenje relacije sledi
F.=0,A,—0A,—ig[A, A . (4.3.15)

Vidimo da je ovaj izraz generalizacija izraza za tenzor jacine polja u abelovom slucaju
(4.3.14), jer je u abelovom slucaju [A,, A,] = 0, pa se rezultat (4.3.15) svodi na (4.3.14).
U komponentnom obliku imamo

a o _ aaa aaa . . _abc pa bac
Flﬂ’? = GMAV7 — Q,AM? — 14l A#AV? .



110 GLAVA 4. GRADIJENTNA SIMETRIJA
Iz poslednjeg izraza sledi da su komponente jacine polja date sa
FS, = 0,AL — 0,A% + ge™ AL AS (4.3.16)

Nadjimo sada kako se F},, transformise pri kalibracionim transformacijama

Fv = LD D]w

g
1

= —E(DLD’V — D, D)V
1

- —--U(D,D,— D,D,)¥ =UF,,U .
ig

Dakle, tenzor jacine polja se transformise prema
F,=UF,U™". (4.3.17)

Sada ¢emo iz (4.3.17) nadi zakon transformacije komponenti tenzora jacine polja pri in-
finitezimalnim transformacijama

a a b a
la g o .0 a b 9 .0 a
Fug = (1 it ) Fuy (1 —i5? )

b a b

. p O - ha b o o

= FMV?‘i‘Ze F,UV [775]
b c

_ b O ab _abcC

= FMV? -0 Fp,VE ? .

Dakle,
Ff = FS, —e“0"F), . (4.3.18)

Po analogiji sa (4.3.11), uvodedi vektor F,,, = (F,,, F,, F}3,), ovaj zakon transformacije se
moze zapisati i kao

F, = Fu,+i6F,]
= F,—0xF,, . (4.3.19)

Tenzor jacine polja se pri kalibracionim transformacijama transformise kao vektor; drugim
recima, indeks grupe simetrije a u oznaci Fj, je pravi vektorski indeks. Napomenimo da
se I, transformise isto i pri lokalnim i pri globalnim transformacijama. Polja mater-
ije transformisu se po fundamentalnoj reprezentaciji SU(2) grupe, tenzor jacine polja po
pridruzenoj reprezentaciji. Gradijentna polja se transformisu nestandardno (nelinearno,
nehomogeno) pri gradijentnim transformacijama.

Od tenzora jacine polja moramo konstruisati veli¢inu invarijantnu na lokalne SU(2);
transformacije. Lako se proverava da je veli¢ina Tr(F),F*) invarijantna. Naime, pri
lokalnim transformacijama ona se transformise prema

Tr(F,, F*) — Te(UF,, U 'UF*U™") = Te(F,, F*) .
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Koriséenjem identiteta Tr(7%7°) = 26%° dobijamo
Tr(F,, F*) = 2F% F/™ |

Primetimo da maseni ¢lan za potencijal, TrA, A" = %AZAW nije invarijantan na gradi-
jentne transformacije (4.3.9), pa se ne moze dodati u lagranzijan.

Kona¢no mozemo napisati ukupni lagranzijan invarijantan na lokalne SU(2); transfor-
macije

L=V(i"D, —m)¥ — iFﬁyF‘“’“ . (4.3.20)

Ovaj lagranzijan opisuje polje materije (nukleon, tj. proton i neutron), koje interaguje sa
prenosiocima interakcije Ajj. Odgovarajuci ¢lan u lagranzijanu je gzﬁi%ﬂ?zpj/lz. Za razliku
od EM interakcije, gde foton (prenosioc EM interakcije) ne interaguje sam sa sobom, u
neabelovoj gauge teoriji postoji interakcija gradijentnih polja (prenosioca interakcije) polja
samih sa sobom. Ovo sledi iz ¢lana

a va a a abc pb pAc\2
B P = (0,A7 — 0,A5 + ge™ A AL)”
Lako se vidi da je interakcioni ¢lan dat sa
Linta = 296“bc(8ﬂA$ — 8VAZ)A“bAVC + gzsab%“deAZAiA”dA”d. (4.3.21)
Posle kvantizacije teorije, pored verteksa koji opisuju interakciju i koji su prikazani na slici

4.2, dobijajamo i propagatore za potencijale Aj.

H.a v,b

v.b p.d Al

Slika 4.2: Verteksi za gradijentna polja u Jang-Milsovoj teoriji.

Konstruisani model (4.3.20) sa lokalnom SU(2); simetrijom nam govori da su prenosioci
nuklearne interakcije gradijentna polja Aj. Lorencov indeks ovih polja, u, ukazuje da je
njihov spin s = 1. Jang i Mils su u svom radu pretpostavili da su polja materije p i n, kao
Sto smo ve¢ rekli, dok su gradijentna polja m mezoni

14 A2
A3 = 0 AuiZAu:Wi'
1 ’ NG
Njihova interpretacija je bila pogresna, jer m mezoni pripadaju pseudoskalarnom mezon-
skom oktetu, pa je njihov spin nula. Dakle, nukleoni ne interaguju tako Sto razmen-
juju ™ mezone, kao Sto se smatralo tridesetih godina 20. veka. Jos jedan veliki problem
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Jang-Milsovog modela nuklearne interakcije je ¢injenica da ja nuklearna interakcija kratko-
dometna, domet joj je ogranicen na radijus jezgra ~ (1 — 10)fm. Jang-Milsov model
predvidja prenosioce interakcije koji su bezmaseni, pa time i dugodometnu interakciju.
Ovi problemi su ozbiljni, ali ¢emo u slede¢emo poglavlju videti kako se mogu resiti. Sam
princip lokalizacije simetrije, kao nacin da se uvede interakcija, je jako znacajan i veoma
je doprineo razumevanju interakcija elementarnih cestica.

4.4 Proizvoljna neabelova gradijentna teorija
Prethodno izlaganje se moze lako generalisati. Neka je GG prosta grupa ¢iji su elementi
[ — (0T
dok su generatori 7%, a = 1,...n. Komutacione relacije izmedju generatora su
[Ta’ Tb] — Z'fabcTc 7

gde su f%¢ strukturne konstante grupe. Polja materije se transformisu po fundamentalnoj
reprezentaciji grupe G:

= =Ty =0y, (4.4.1)
gde smo uzeli da su parametri transformacija 6 = 6%(x)7T, funkcije koordinata prostor-
vremena, tj. simetrija je lokalna. Polja materije ¢ine multiplet ) = (¢y, ..., %,)T. Kovari-

jantni izvod deluje na polja materije kao
Dy =0, —igA; T (4.4.2)
gde je g konstanta interakcije. Izraz (4.4.2) u indeksnoj notaciji ima oblik
Db = 0u; — igAZE??/fj : (4.4.3)

Iz zahteva
(D;ﬂ/f)' = U(D;ﬂvb)

sledi infinitezimalni zakon transformacije gradijentnih polja Aj
/ 1 :
A=A+ 58“6 +1[0, A, ,

odnosno .
At = A%+ gauec — f“bCGbAfL ) (4.4.4)
Tenzor jacine polja je definisan preko komutatora F),, = é[D;u D, ], pa dobijamo

Fo, = 9,A% — 9,A% + gf e ALAC . (4.4.5)
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Njegov infinitezimalni zakon transformacije je

F, = Fu+il0, Fu)l
a a abc nb e
Flo = Fo — f%¢'FC, . (4.4.6)

Jang-Milsov Lagranzijan je onda

L=V [iv" (0, —igAT") —m]| ¥ — }ngl,F“”“ : (4.4.7)
Maseni ¢lan mQAZA”“ nije invarijantan na gradijentne transfomacije i zbog toga ga ne
mozemo dodati u Lagranzijan.

Lagranzijan (4.4.7) opisuje polja materije ¢ koja interaguju sa prenosiocima interakeije,
gradijentnim poljima Aj. Verteksi u ovoj teoriji su dati na slici 4.1. Prenosioci interakcije
su bezmasena vektroska polja, koja medjusobno interaguju. Kao Sto smo rekli na kraju
prethodne glave, ovakvi modeli ne odgovaraju fizickoj realnosti, osim u slucaju EM in-
terakcije. Vide¢emo u nastavku kako se ovi modeli mogu modifikovati, tako da opisuju
interakcije koje sre¢emo u prirodi.

Iz gornjeg lagranzijana se variranjem po gradijentnim poljima dobijaju jednacinu kre-
tanja:

DVF,uZ/a — JHa 7

gde je struja materije definisana kao J"* = gi)y*T%). U prethodnoj formuli kovarijantni
izvod D,, deluje na veli¢inu koja se transformise po pridruzenoj reprezentaciji

DuF = (D, F)'T* = 0,F —ig[A,, F] . (4.4.8)
Lako se vidi da je
(DuF)* =0, F* + gf ™ AL F*© .

Takodje, tenzor jacine polja zadovoljava slededi identitet (Bjankijev identitet)

Dy Fyp+ DyFp+ D,F,, =0 . (4.4.9)

Zadaci

4.1. Pri gradijentnim transformacijama polje materije ¢ se transformise po nekoj repre-
zentaciji gradijentne grupe G. Kako treba da se transformisu gradijentna polja A, da bi
se kovarijantni izvod D, = 0, + igA, transformisao kovarijantno, tj. da bi vazilo D, —
D,y = U(0)D,y pri transformaciji polja ¢» — ¢ = U(0)y? Ovde je 0(x) = 6%(x)T*
parametar gradijentnih transformacija, a gradijentno polje A4, = A}T* je u ogovarajucoj
(u odnosu na polje materije ) reprezentaciji gradijentne grupe.
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4.2. Izracunati tenzor jacine polja F,, = g[D,,D,|, kao i komponente tenzora Fj, =
Fe e
uv

4.3. Ispitati kako se tenzor jacine polja F),, transformiSe u odnosu na gradijentne trans-
formacije.

4.4. Na osnovu zakona transformacije tenzora jacine polja F),, odrediti zakon transforma-

cije komponenti Fj, pri infinitezimalnim gradijentnim transformacijama.

4.5. Koriste¢i matricni oblik zakona transformacije za gradijentno polje A, i tenzor jacine
polja F},,, pokazati da je clan %TrFWFW invarijantan, dok clan FTrA,A* nije invari-
jantan gradijentne transformacije. Nakon toga uraditi isto, ali u komponentnom zapisu,
tj. pokazati da je c¢lan —}LF o M invarijantan, dok clan 3A7 AM nije invarijantan na
infinitezimalne gradijentne transformacije.

4.6. Polazec¢i od definicije kovarijantnog izvoda koji deluje na polje materije ¢ iz fun-
damentalne reprezentacije i Lajbnicovog pravila za kovarijantne izvode D, (M;M;) =

(D, My)My + My(D,M,), pokazati da vazi D,§ = 0,& —ig[A,, &, gde je & = £*T° polje iz
pridruzene reprezentacije. Pokazati zatim da vazi

0,Tr(§1&) = Tr((Dufl)fz + fl(Du52)>-
4.7. Pokazati da za polja iz pridruzene reprezentacije vazi [D,, D,|§ = ig[F.,¢], gde je
£ =T
4.8. Pokazati da vazi Jakobijev identitet
[Dyu; [Dy, Dpll + [Dy, [Dy, Dyl] + [D,, [Dyy; D,]] = 0.
Zatim dokazati Bjankijev identitet
D,F,,+ D,F,, +D,F,, =0.

4.9. Dualni tenzor *F*” tenzora jacine polja Fj, definisan je kao *F" = %e’“’P"Fpa.
Pokazati da vazi
Tr(F,, * F*™) = O\K*

gde K* treba odrediti. Sta zakljucujete na osnovu ovog rezultata?

4.10. Odrediti Neter struju J, za gradijentne transformacije u slucaju slobodnog Jang-
Milsovog lagranzijana. Proveriti eksplicitno da li vazi 9,J* = 0.

4.11. Dat je lagranzijan

L = (0.0)"(9"¢) — 1¢* 9,
gde je ¢ = (¢1, ¢2) dublet kompleksnih skalarnih polja. Pokazati da je ovaj lagranzijan in-
varijantan na globalne SU(2) transformacije. Zatim napisati lagranzijan koji se iz zadatog

dobija zahtevajuéi invarijantnost na lokalnu SU(2) simetriju. Proveriti eksplicitno invari-
jantnost na lokalne transformacije.



4.4. PROIZVOLJNA NEABELOVA GRADIJENTNA TEORIJA 115

4.12. Nadi jednacine kretanja za polja ¢, ¢* 1 A, iz lagranzijana (invarijantnog na lokalnu
simetriju) iz prethodnog zadatka i napisati ih u kovarijantnom obliku.

4.13. Dat je lagranzijan £ = kTr(F*F,,) = kF*ES | gde je F,, = F3T* = 0,4, —
0,A, —ig[A,, A)] tenzor jacine polja, a T generatori poluproste i kompaktne neabelove
grupe. Odrediti jednacine kretanja za ovaj lagranzijan, kao i tenzor energije-impulsa
(o¢uvana struja pri translacijama). Kakav znak treba da ima konstanata k da bi en-
ergija polja F),, bila pozitivna? (Ovde se mogu, kao u elektrodinamici, uvesti veli¢ine
Fa(]i — _Eaz’ i Faij — _gijkBak‘)

4.14. Ispitati da li je lagranzijan £ = 1/_;(2'7“@ — m) invarijantan na transformacije
P — 1) = €51, gde je O konstanta. Naci Netererinu struju i proveriti da li je ona o¢uvana.
Prokomentarisati rezultat. Napisati lagranzijan koji se iz zadatog dobija lokalizacijom
simetrije (v — ' = @), Iz zahteva da se kovarijantni izvod transformise kao
D,y — (D) = (@) D, odrediti zakon transformacije gradijentnog polja A,,.

4.15. Dat je lagranzijan L = ¢ (iv*0, —m)v, gde je ¥ = (11, 12)T dublet spinorskih polja.

a) Pokazati da je L invarijantan na globalne SU(2) transformacije; naéi Neter struju i
pokazati da je ona oCuvana.

b) Lokalizovati SU(2) simetriju i napisati lagranzijan koji je invarijantan na lokalne
SU(2) transfomacije.

c¢) Odrediti jednacine kretanja za polja ¢ i A,,.

d) Odrediti Neter struju za lokalnu SU(2) simetriju i proveriti eksplicitno da li je ona
ocuvana.
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Glava 5

Spontano narusenje simetrije

U prethodnoj glavi smo videli da Jang-Milsove teorije predvidjaju bezmasene prenosioce
interakcija i zakljucili da ih kao takve, ne mozemo koristiti za opis slabe interakcije. Da
bi prenosioci interakcije dobili masu, simetrija Jang-Milsove teorije mora da je narusena.
U ovom poglavlju ¢emo diskutovati jedan od nacina da se simetrija teorije narusi: spon-
tano narusenje simetrije. Mehanizam spontanog narusenja simetrije je prvi put uveden u
oblasti kondenzovane materije [15], a zatim je generalisan na relativisticke sisteme i fiziku
elementarnih cestica. Za rad na ovom polju, Nobelovu nagradu za fiziku 2013. godine su
podelili Piter Higs (Peter Higgs) i Fransoa Engler (Francois Englert).

5.1 Osnovni pojmovi

Fizicki sistem poseduje simetriju ukoliko je njegov hamiltonijan H invarijantan na de-
lovanje odgovarajuce grupe simetrije. Preciznije, neka je G Lijeva grupa. Invarijantost
hamiltonijana znaci da je

U(g)HU'(g) =H, g€ G . (5.1.1)

Kao sto je poznato, kvantna stanja se dobijaju delovanjem kreacionih operatora na vakuum.
Konkretno, delovanjem operatora ®4 na vakuum, dobijamo kvantno stanje |A) = ®4|0) .
Pri transformacijama grupe G, operator ® 4 se menja prema

Ud, Ut = dp | (5.1.2)

tj. prelazi u operator dp. Delovanjem operatorom dp na vakuum dobijamo stanje |B).
Lako se vidi da je

B) = @50

A) . (5.1.3)
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Vidimo da grupa G stanje |A) prebacuje u stanje |B). Energije ova dva stanja su jednake:
Es=(A|H|A) = (B|H|B) = Ep . (5.1.4)

Dakle, simetrija dovodi do degeneracije stanja. U prethodnom rac¢unu koristili smo pret-
postavku da je osnovno stanje teorije invarijantno na delovanje grupe G, tj. U|0) = |0) .

Medjutim, ako vakuum nije invarijantan na delovanje grupe simetrije G, tj. [0) #
U10), netemo imati degeneraciju energetskih nivoa, iako su hamiltonijan H i lagranzijan
L invarijantni. U tom slucaju kazemo da je simetrija spontano narusena. Ovaj termin
nije najpodesniji, jer simetrija postoji u hamiltonijanu, odnosno lagranzijanu, ali osnovno
stanje ne poseduje tu simetriju.

U nerelativistickoj fizici, tipican primer sistema sa spontanim narusenjem simetrije je
feromagnet. Podsetimo se ovog fenomena. Ako se feromagnet nalazi na temperaturi koja
je iznad Kirijeve (kriti¢ne) temperature, onda je on u paramagnetnoj fazi i ukupna mag-
netizacija sistema je nula. Ukoliko se feromagnet nadje na temperaturi nizoj od Kirijeve
temperature, onda je on u feromagnetnoj fazi i ukupna magnetizacija je razlicita od nule.
Kada se feromagnet nadje u dovoljno jakom spoljasnjem magnetnom polju B, magneti-
zacija M je paralelna spoljasnjem magnetnom polju. Gustina slobodne energije sistema u
blizini Kirijeve temperature se moze opisati slede¢im izrazom

u(M) = (;M)* + V(M) , (5.1.5)
gde je potencijal dat sa
VM) = ay(T)(M - M) + ap(M-M)*+ ..., a;>0. (5.1.6)

Vidimo da su gustina slobodne energije u i potencijal V' invarijantni na grupu rotacija
SO(3). Pokazuje se da je funkcija ay

a1 (T) =o(T - T¢) , (5.1.7)
gde je « pozitivna konstanta. Minimum slobodne energije je odredjen sa
oV
=0
oM, ’
odakle dobijamo
M(a; + 20oM?) =0 . (5.1.8)

Ukoliko je temperatura iznad kriticne temperature, 7' > Ty, vidimo da je ovaj uslov
ispunjen ako osnovno stanje ima nultu magnetizaciju M = 0. U feromagnetnoj fazi, to jest
kada je T < T, osnovno stanje je odredjeno sa'

(651

M=,/——. 5.1.9
20(2 ( )
! Jednagina (5.1.8) je u sluéaju T' < T, zadovoljena za M = 0 ili M = — 34 Pokazuje se da M = 0
ne odgovara minimumu slobodne energije, dok M = —2%2 zaista opisuje minimum slobodne energije i

odgovara osnovnom stanju.
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Intenzitet magnetizacije osnovnog stanja odredjen je odnosom konstanti a; i ag, dok je
smer proizvoljan, sto reflektuje SO(3) simetriju. Kada sistem izbere jedno osnovno stanje
(jedan smer za vektor magnetizacije, koje se moze zadati pomocu spoljasnjeg magnetnog
polja, onda je rotaciona simetrija, koja je o¢igledna u (5.1.5), narusena. Slobodna energija
i dalje ima rotacionu simetriju SO(3), ali je u osnovnom stanju ova simetrija narusena do
SO(2) simetrije, kao sto se vidi sa slike. Bolji termin je skrivena simetrija. Zbog toga se
¢esto, umesto izraza "narusena simetrija”, koristi izraz ”skrivena simetrija”.

Slika 5.1: Orjentacija spinova u osnovnom stanju feromagneta.

5.2 Spontano narusenje diskretne simetrije

Razmotrimo sada mehanizam spontanog narusSenja simetrije u teoriji polja, i to prvo na
jednostavnom primeru diskretne simetrije. Neka je gustina lagranzijana realnog skalarnog
polja data sa

1
L= (0u0) =V(e), (5.2.1)
gde je potencijal
I A
V(g) = F¢"+ 70" (5.2.2)

Da bi potencijal bio ogranicen sa donje strane, uzetemo da je A > 0 . Generalisani impuls
je onda

pa je hamiltonijan

Minimum energije je odredjen minimumom potencijala V(¢), koji odredjujemo iz uslova

‘g—‘(; = 0. Ovaj uslov daje jednacinu

(1 + \p*) =0 . (5.2.3)
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dp=0 V ¢:i,/—“;. (5.2.4)

Razlikujemo dva slucaja. Prvi je u? > 0. U ovom slucaju, potencijal ima oblik kao na
slici 5.2. Vidimo da je jedino resenje jednacine (5.2.3) ¢ = 0 i ono odgovara minimumu

Ova jednacina ima dva reSenja:

"

V

Slika 5.2: Potencijal za slucaj pu? > 0.

energije. Dakle, osnovno stanje je nedegenerisano.
Drugi slucaj je p?> < 0. Tada je jednacina (5.2.3) zadovoljena i za ¢ = 01i za ¢ =

i\/—“;. Potencijal ima oblik kao na slici 5.3. Sa slike 5.3 vidimo da stacionarna tacka

"

V

Slika 5.3: Potencijal za slucaj pu? < 0.

¢ = 0 odgovara lokalnom maksimumu potencijala, dok su ¢ = + —’“‘72 lokalni minimumi.
U kvantnoj teoriji postoje dva vakuuma |0+) tako da je vakumska ocekivana vrednost polja
¢ data sa
. 112
(0]o(2)]04) = +v ==+ N
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Simetrija hamiltonijana H i lagranzijana L je refleksiona simetrija ¢ — —¢. Izborom
jednog od minimuma potencijala za osnovno stanje narusavamo refleksionu simetriju vaku-
uma. Hilbertovi prostori stanja konstruisani nad ova dva vakuuma |0.+) su ortogonalni?.
Dakle, lagranzijan poseduje diskretnu simetriju, dok vakuum nema tu simetriju. Kazemo
da je simetrija spontano narusena.

Izaberimo za vakumsko stanje |0, ). Vakuumska oc¢ekivana vrednost polja ¢(z) je (¢) =
+v. Uvedimo novo polje

¢'(x) = d(x) — v, (5.2.5)

¢ija je vakuumska ocekivana vrednost jednaka nula. Smenom (5.2.5) u lagranzijan dobijamo

1 A
L = §(a¢/)2 - (_M2)¢/2 o /\Ugblg o Z¢/4 : (526)
odakle vidimo da je polje ¢’ postalo maseno. Njegova masa je

m(¢') =/ —2u? . (5.2.7)

Primetimo da u lagranzijanu (5.2.1), u slucaju p? < 0, ¢lan —p?$* nije maseni ¢lan, jer je
njegov predznak pogresan. Tek posle SNS maseni ¢lan za polje ¢’ ima odgovarajuci znak,
pa mozemo redi da lagranzijan (5.2.6) opisuje realno maseno skalarno polje ¢'. Lagranzijan
(5.2.6) nije invarijantan na transformacije ¢’ — —¢', $to ne znaci da lagranzijan ne poseduje
refleksionu simetriju. Refleksiona simetrija ¢ — —¢ polaznog lagranzijana posle smene
polja (5.2.5) postaje simetrija ¢’ — —¢’' — 2v lagranzijana (5.2.6).

5.3 Spontano narusSenje globalne simetrije

Razmotrimo sada spontano narusenje na primeru globalne Abelove simetrije. Neka je
gustina lagranzijana data sa

1 1
L= §<8u¢1)2 + §(au¢2)2 - V(¢% + Q%) ) (531)

2U okviru kvantne teorije polja se moze pokazati da je amplituda tuneliranja iz jednog u drugi vakuum
(0-104) ~ eV,

gde je C konstanta a V zapremina prostora u kojoj razmatramo kvantnu teoriju. Kad V — oo gornja
amplituda tezi nuli, pa nema tuneliranja iz jednog vakuuma u drugi, Sto naruSava refleksionu simetriju
lagranzijana. Ovo je suprotno kvantno mehani¢ckom analogonu kada bi potencijal bio
2
B oo, A4
V(iz) = —z*+ -2~ .
(z) = 52+ 7

U ovom slucaju postoji kona¢na verovatnoéa da sistem tunelira iz jednog vakuuma u drugi. Vidimo da
u sistemima sa kona¢nim brojem stepeni slobode nema SNS, dok u sistemima sa beskona¢nim brojem
stepeni slobode (teorija polja) dolazi do SNS.
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gde je potencijal )
A
V(6 +63) = 5 (01 + ) + S0t + 637 . (5.32)

U slucaju kada je u? > 0, ova gustina lagranzijana opisuje dva realna skalarna polja mase
1, koja medjusobno interaguju. Konstanta interakcije A je bezdimenziona i pozitivna
konstanta. Gustina lagranzijana (5.3.1) moze biti prepisana u obliku

L= (0,0)0"p — 1i*¢"p — N¢*9)* (5.3.3)
gde smo uveli kompleksno polje
¢1 + i

Ova gustina lagranzijana opisuje kompleksno skalarno polje koje interaguje sa samim
sobom.
Gustina lagranzijana (5.3.1) je invarijantna na globalne SO(2) rotacije

#\ [ cosf sinf 0
(Qﬁé) B (— sin 0 cos@) (qﬁl) ’ (5.3.4)

gde je parametar transformacije 6 konstantan. Sa druge strane, gustina lagranzijana (5.3.3)
je invarijantna na globalne U(1) transformacije

o — €',
o — ey (5.3.5)

o=

Grupe U(1) i SO(2) su lokalno izomorfne.
Odredimo sada vrednosti polja za koje je energija minimalna. Ova polja su konstante,
pa je dovoljno razmatrati stacionarne tacke potencijala:

ov
I

Kao i u prethodnom poglavlju, i ovde mozemo razlikovati dva slucaja: pu? > 01i p? < 0.
Kao §to smo rekli na pocetku, u slucaju y? > 0, gustina lagranzijana (5.3.1) opisuje
dva realna skalarna polja mase p koja medjusobno interaguju. Minimum potencijala je u
tacki o1 = ¢o = 0. U ovom slucaju nemamo spontano narusenje simetrije, pa ovaj slucaj
necemo dalje razmatrati.
U slucaju p? < 0 potencijal izgleda kao na slici 5.4. Vidimo da je lokalni maksimum u
¢ = 0, dok su lokalni minimumi (njih beskona¢no puno) rasporedjeni na kruznici

= 12 + AP] + d5)d =0 . (5.3.6)

2

¢F + 05 = —% S (5.3.7)

Ova jednacina je invarijantna na SO(2) rotacije. Izborom bilo koje tacke sa kruznice za
lokalni minimum, narusava se SO(2) simetrija i dobijamo sistem sa spontanim narusenjem
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b1

Slika 5.4: Potencijal skalarnog polja za u* < 0.

simetrije. Izaberimo (¢1)g = v i {¢2)p = 0 za osnovno stanje teorije. Sada ¢emo ispitati
cestiéni spektar teorije. Uvedimo smenu

Ph=¢1—v, @h=d, (5.3.8)

tako da su vakuumske o¢ekivane vrednosti polja ¢} i ¢, nula. Gustina Lagranzijana postaje
1 A

L =5 [(001)° +(960)°] + ¢ — Aogn (6 + &) — 7 (7 +05)° . (5-3.9)

Vidimo da primovana polja imaju masene ¢lanove sa odgovarajuéim znacima (ne zaboravite
da je u®> < 0)1ito
m(¢h) =0 m(e) =V2u.

Polje ¢/ je dobilo masu, dok je polje ¢, bezmaseno. Bezmaseno polje u teoriji sa spontanim
narusenjem simetrije se naziva Goldstonov bozon. Gustina lagranzijan (5.3.9) opisuje dva
realna skalarna polja, jedno maseno i jedno bezmaseno, koja medjusobno interaguju.

5.4 Goldstonova teorema

U prethodnom poglavlju, na primeru Abelove simetrije pokazali smo da se u spektru modela
pojavljuju bezmasene cestice. Ovaj rezultat, poznat kao Goldstonova teorema, se moze
generalizovati na slucaj proizvoljne kontinualne globalne simetrije:

Neka je grupa G kontinualna globalna simetrija lagranzijana, a H grupa simetrije os-
novnog stanja. Neka je n broj generatora G, a n' broj generatora podgrupe H i n' < n.
Usled spontanog naruSenja simetrije, u éesticnom spektru teorije, pojavijuje se n — n' bez-
masenih skalarnih polja, Goldstonovih bozona.

Ova teorema se moze pokazati na slede¢i nac¢in. Podjimo od gustine lagranzijana koja
opisuje p realnih skalarnih polja ¢;, 1 =1,...p

ﬁ:%@my—va (5.4.1)
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Multiplet polja ¢ = (¢1,...,¢,)" se transformiSe po fundamentalnoj reprezentaciji grupe
G .
b= ¢ =g, a=1...n,

gde su T* generatori grupe G, a €* su konstantni parametri transformacije. Promena polja
¢; pri infinitezimalnim transformacijama je onda

5¢Z = igaﬂa-gbj . (542)

J

Iz invarijantnosti lagranzijana sledi invarijantnost potencijala, pa je

ov OV .
5V:8_@5¢Z:Z€ %Tij(ﬁj:(), Z,jzl,...,p. (543)
Iz poslednje relacije sledi
v ..
8(;§Z-Tij¢j =0. (5.4.4)
Diferencirajmo ovu relaciju po ¢ i izracunajmo njenu vrednost u ¢; = v; gde je
ov B
agb Di=v; ’
tj. v; je vakuumska ocekivana vednost polja ¢;. Dobijamo
0%V
T%. =0 . 5.4.5
a¢ka¢l s zgvj ( )
Sa druge strane, potencijal mozemo da razvijemo oko vakuuma
1 0%V
Vi(gi) = V(vi) + 5 i — Ui - :
(60 % V() + 5500 (0= 0)(60 =)
Matrica 22
(M?)i =
je kvadrat masene matrice. Izraz (5.4.5) postaje
METiv; =0 (5.4.6)
Jednacina (5.4.6) je svojstveni problem matrice M?. Svojstveni vektori su V¢ = T%, gde
smo sa v oznacili kolonu v = (vy,...,v,). Ozna¢imo generatore grupe G na sledeéi nacin
H
’ /
T... 7%, 77T

G



5.5. BEH MEHANIZAM 125

Kako je simetrija vakuuma podgrupa H, onda je

Tivy=0zaa=1,..n"iT5v;#0zaa=n"+1,...n.
Generatori koji su iz G, ali ne iz H ne odrzavaju vakuum. Zakljucujemo da matrica
M? ima n — n’ nultih svojstvenih vrednosti koje odgovaraju svojstvenim vektorima V¢ =
T # 0. Dakle, u teoriji ¢e se pojaviti n — n’ bezmasenih skalarnih polja. Njih nazivamo
Goldstonovim bozonima.

5.5 BEH mehanizam

Videli smo u prethodnom poglavlju da spontano narusenje globalne simetrije generise
skalarne bezmasene ¢estice, Goldstonove bozone. Sta se desava u slu¢aju lokalne simetrije
i da li ovaj mehanizam moze da generiSe masu gradijentnim poljima?

BEH (Brout-Englert-Higgs) mehanizam je spontano narusenje lokalne simetrije. Ob-
jasni¢emo ga na primeru lokalne U(1) simetrije sa jednim kompleksnim poljem. Slozeniji
primer narusenja lokalne neabelove simetrije, bi¢e razmatran kasnije, u glavi 6.

Podjimo od gustine lagranzijana

L= (D,p) D"¢ + 1i*¢*p — A\(¢*¢)? — %FWFW . (5.5.1)

Ova gustina lagranzijana opisuje kompleksno skalarno polje ¢ = %(Qﬁl + i), gde su ¢y i
¢ dva realna skalarna polja, koje interaguje sa elektromagnetnim poljem A, i sa samim
sobom. Interakcija sa poljem A, data je preko kovarijantnog izvoda

Dyé = (9, — igA)6 | (5.5.2)

dok je medjusobna interakcija polja ¢; i ¢o data Elanom A(¢*¢)?, gde je A pozitivna kon-
stanta. Primetimo da maseni ¢lan za polja ¢, i ¢ nema odgovarajuci znak, pa maseni
(Cesticni) spektar teorije nije jasan. Konacno, kineticki ¢lan za elektromagnetno polje je
E, Fr, gde je

F,=0,A,-0A, (5.5.3)

tenzor jacine polja. Gustina lagranzijana (5.5.1) je invarijantna na lokalne U(1) transfor-
macije

6= ¢ =9
, 1
A=At 08 (5.5.4)

gde je parametar 6 = 0(z) funkcija koordinata prostor-vremena. Potencijal je

V(g) = —12¢'¢ + Mo9)” . (5.5.5)
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Lokalni ekstremumi potencijala su odredjeni sa

oV
oot 120+ 2\(¢lp)p =0,
oV
% - — 120" +2X(0T )t = 0 . (5.5.6)
Kada je p? > 0, dobijamo da je miniumum potencijala u
2 2
¢'o = % =5 (5.5.7)

Koristedi zapis kompleksnog polja preko realnih polja

_ 1+ i

¢ R
jednacina (5.5.6) se svodi na
2 R G
htdr=or=75" (5.5.8)

Kao i u slucaju globalne simetrije, i ovde dobijamo kruznicu degenerisanih lokalnih minu-
muma. Jednacine (5.5.6) i (5.5.8) su invarijantne na U(1), odnosno SO(2) transformacije
respektivno. Izborom jedne tacke sa kruznice (5.5.8) za lokalni minimum, ova simetrija je
spontano narusena.

Izaberimo tacku

(0[¢1]0) = v (0]¢2|0) = 0. (5.5.9)

za osnovno stanje teorije. Ovo osnovno stanje nije U(1) invarijantno, tj. simetrija je
spontano narusena. Spontanost se ogleda u ¢injenici da sistem sam izabere neku od tacaka
sa kruznice za osnovno stanje, a izbor je potpuno proizvoljan.

Da bismo ispitali ¢esticni spektar teorije uvodimo nova polja

gb,1:¢1_vv ¢I2:¢27
tako da je vakuumska ocekivana vrednost novih polja nula, (¢;) = 0. Onda je

v+ ¢y — i
—5

v+ @) iy -
925 - \/§ ) ¢ -
Lako se vidi da je
(Do) D'é = [(0+ igAu)¢T]<au —igA")¢

1
5[0 +igA,) (v + ¢y —i)| (9" — igA¥) (v + ¢} + i)
= Sl + (D) — ig0,(6 — i) A0 + 6 + i) +

+igAu(v+ Py — i) 0" (@) + i) + U292AMAM +..].
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Razvoj potencijala je isti kao u poglavlju 5.3, jednac¢ina (5.3.9), pa je ukupna gustina
lagranzijana

L = é[(3u¢’1)2+(8u¢;)2+z'g,4ﬂ(v+¢’1+z’¢’2)8u(<b’1 — )]

2 2
1
S AA = JF P —
! I A I i
—W (S +65) = 7(67 +65)" + . (5.5.10)

Uocimo da je gauge polje postalo maseno, sa masom
m(A) = vg .

Dobili smo takodje da je masa skalarnog polja (Higsov bozon) m(¢}) = pv/2, dok je polje
¢4 bezmaseno. U slucaju globalne U(1) simetrije, polje ¢, bi odgovaralo Goldstonovom
bozonu. Analizu Cesticnog spektra teorije (5.5.10) dodatno komplikuje ¢lan gvA*0,¢5.
On ukazuje na "mesanje” polja A, i ¢,, jer bi posle kvantovanja teorije dao doprinos
"meSanom” propagatoru.

Prebrojmo na kraju stepene slobode® pre i posle spontanog narusenja simetrije. Pre
spontanog narusenja simetrije imali smo bezmaseno gauge polje A* (2 stepena slobode) i
dva realna skalarna polja sto je ukupno cetiri stepena slobode. Posle narusenja simetrije
polje A" je postalo maseno pa ima tri stepena slobode. Pored toga imamo i primovana
polja pa je ukupan broj stepeni slobode 5. Ispostavlja se da je ovo neslaganje broja stepeni
slobode prividno. Naime, moze se pokazati da polje ¢, daje nulti doprinos matrici rasejanja.
Kako je teorija invarijantna na lokalne transformacije, moze se naci transformacija takva
da polje ¢, moze da se ukloni (odkalibrise) iz teorije. Primenom ove transformacije, prelazi
se u unitarnu kalibraciju (unitarni ”gauge” ), u kojoj je ¢esti¢ni spektar teorije jasan i nema
neslaganja u broju stepeni slobode pre i posle spontanog narusenja simetrije.

Primenimo ovo na nas primer. Parametrizujmo polje ¢ na sledeéi nac¢in (polarna
parametrizacija)

1 i€ ()
r)=—=(@w+ H(z))e v
¢(x) 7 ( (z))
Za male oscilacije polja H(z) i (x) se svode na ¢ i ¢,. Gradijentna transformacija na
polje ¢ i gradijentno polje A, deluje kao

(5.5.11)

¢ — ¢(z)=e"o(x),
A, = AL:AHjL;@HQ(:c), (5.5.12)

30vi stepeni slobode zapravo odgovaraju broju helicitetnih stanja: 1 za realno skalarno polje, 2 za
kompleksno polje, 2 za bezmaseno vektorsko polje i 3 za maseno vektorsko polje.
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odnosno
H = H,
¢ = £+,
1
A:L = Au+§8lﬁ(x). (5.5.13)

Ako umesto potencijala A, uvedemo polje B, = A, + givaug, vidi se da je polje B, in-
varijantno na transformacije (5.5.12), odnosno (5.5.13). Ako jos dodatno izaberemo da je

parametar transformacije § = —¢/v, dobijamo da je
H = H,
5/ - 0 )
A, = B,. (5.5.14)

Ovim izborom parametra fiksirali smo gradijentnu transformaciju i presli smo u unitarnu
kalibraciju (unitarni ”gauge”)

i€(2) 1
— Ou(z) =€ v Pz —(@w+H
¢ bu() ¢(x) = \/5( (x))
1
A, —- B,=A4,——0(x). (5.5.15)
gu
Kovarijantni izvod se transformise kao i samo polje, pa je u unitarnoj kalibraciji dat sa
_itln)
Du¢ = (Dpg)u (Dyo)
= ((% —i9By)du - (5.5.16)

Ako sada transformacije (5.5.15) i (5.5.16) zamenimo u gustinu lagranzijana (5.5.10), do-
bijamo

L= (Oudh+igBudl) (000 — igB60) + 106, — N66.) — (GG

1
(0,H)* + §QQBMB“(U2 +20H + H?)
2

P _é 4_1 127
7 ( T+ H) = GG

1 1
= (a H)? — p*H? — Z(aﬂBy —8,B,)° + §g2v2BHB“ +

(

1
2
+(v+ H)?
1

+%gQBuB“H(H +20v) — AWwH? — i/\H“ : (5.5.17)
gde je G, = 0,B, — 0,B,,. Vidimo da je polje B, postalo maseno i m(B) = gv. Higsovo
polje H takodje ima masu, m(H) = py/2, dok je polje & nestalo tj. odkalibrisano je. Ono
bi bilo Goldstonov bozon da je simetrija globalna. U Zargonu se kaze da je gradientno
polje pojelo Goldstonov bozon i tako poveéalo broj stepeni slobode za jedan, tj. postalo je
maseno. Analiza broja stepeni slobode data je u tabeli 5.1.
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pre SNS | st. slobode | posle SNS | st. slobode
01 1 H maseno 1
o)) 1 B,, maseno 3
A, 2
ukupno 4 ukupno 4

Tabela 5.1: Stepeni slobode pre i posle spontanog narusenja simatrije.

Mozemo zakljuciti da mehanizam spontanog narusenja lokalne simetrije generise masu
gradijentnih polja. Ovo nam nagovestava da ¢e teorija slabe interakcije, pored gradijentne
simetrije i Jang-Milsovog dejstva, sadrzati i mehanizam spontanog narusenja simetrije. U
narednim poglavljima ¢emo videti kako se ovo konkretno realizuje.

Zadaci
5.1. Dat je lagranzijan
L= (0.0)"(0"¢) — 1*d"¢ — AN(¢"9)?,

gde je ¢ kompleksno skalarno polje. Pokazati da je ovaj lagranzijan invarijantan na globalnu
U(1) simetriju. Naéi vakuum teorije pod pretpostavkom da je y? < 0. Birajué¢i vakuum
kao (¢)g = v = y/—p? /X analizirati maseni spektar teorije i proveriti vazenje Goldstonove
teoreme.

5.2. Dat je lagranzijan £ = 1(8,0)7(9"¢) — £ ¢T¢ = 2(¢7¢)?, gde je ¢ triplet realnih
skalarnih polja grupe SO(3).

a) Pokazati da je £ invarijantan na globalne SO(3) transformacije i odrediti Neter
struju.

b) Naéi minimum potencijala. Birajuéi vakuum kao (¢)o = (0,0, v)T, izvrsiti smenu
& — (P)o + ¢ u lagranzijanu i ispitati maseni spektar teorije za u* < 0. Odrediti koji su

generatori ocuvani.
¢) Koristeéi smenu ¢ = "5 (0,0,v+n)T | gde su T*, i = 1,2 generatori koji narusavaju

vakuum (¢)o, a &, ¢ = 1,2 i n su nova polja, ispitati maseni spektar teorije.

5.3. Dat je lagranzijan: £ = (9,0)"(0"¢) — u*¢Td—N(¢T¢)?, gde je ¢ dublet kompleksnih
skalarnih polja.

a) Pokazati da je £ invarijantan na globalnu SU(2) simetriju; na¢i Neter struju i prover-
iti da li je ona o¢uvana.

b) Napisati lagranzijan koji se dobija lokalizacijom SU(2) simetrije.

c) Za lagranzijan pod b) uzeti da je pu? < 0 i analizirati maseni spektar teorije, birajuéi
vakuum kao: (¢)g = \%(U, 0)T. Prokomentarisati broj stepeni slobode pre i posle spontanog
narusenja simetrije. Eksplicitno izraziti gradijentne transformacije pomoc¢u kojih suvisna
polja mogu da se odkalibrisu.
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5.4. Dat je lagranzijan £ = (0,¢0)*(0"¢) — p*¢*¢ — MN(¢*¢)?, gde je ¢ kompleksno skalarno
polje.

a) Pokazati da je dati lagranzijan invarijantan u odnosu na U (1) globalne transformacije
(¢ — ¢ = e ) i naéi ocuvanu struju.

b) Napisati lagranzijan koji se iz zadatog dobija lokalizacijom U(1) simetrije.

c) Pokazati da je jednacina kretanja za gradljentno polje uvedeno pod b) u statickom
slu¢aju i pri kalibraciji Ag = 0 oblika VxB= eJ gde je J struja materije za U(1) lokalne
transformacije.

d) Pokazati, da ako je u?> < 0 (spontano narusenje simetrije) i <¢>g =v = —p2 /A,
onda je J = €2v2A4 i magnetno polje B zadovoljava jednacinu AB = €202B (Majznerov
efekat).

5.5. Dat je lagranzijan £ = 1(9,¢)"(9"¢) — ";gzﬁTgb — 2(¢7¢)?%, gde je ¢ triplet realnih
skalarnih polja grupe SO(3).

a) Pokazati da je £ invarijantan na globalne SO(3).

b) Napisati lagranzijan koji se iz zadatog dobija lokalizacijom SO(3) simetrije.

¢) Birajué¢i vakuum kao (¢)g = (0,v,0)7 izvrsiti smenu ¢ — (¢)g + ¢ u lagranzijanu
dobijenom pod b) i ispitati maseni spektar teorije za u? < 0. Odrediti koji su generatori
ocuvani. Komentarisati broj stepeni slobode i napisati gradijentnu transformaciju kojom
se suvisna polja mogu otkalibrisati.



Glava 6

Standardni model elektroslabe
interakcije

U prethodnim glavama smo se upoznali sa primerima gradijentnih teorija, kao i sa meha-
nizmom spontanog narusenja simetrije. U ovoj glavi ¢emo, koristeéi razvijeni formalizam,
izloziti model elektroslabe intrakcije, koji uspesno opisuje slabu i elektromagnetnu inter-
akciju. Posle istorijskog pregleda razvoja razli¢itih modela slabe interakcije, detaljno ¢emo
opisati Glesou-Vajnberg-Salam (S. Glashow, S. Weinberg, A. Salam) model elektroslabe
interakcije. U okviru njega ¢emo diskutovati i BEH mehanizam, koji dovodi do narusenja
simetrije i razdvajanja elektroslabe interakcije na slabu i elektromagnetnu interakciju. Na
kraju ove glave ¢emo razmotriti neke procese karakteristicne za ovaj model.

Standardni model elektroslabih interakcija je izlozen u vecini knjiga iz fizike Cestica.
Preporucujemo vam sledeée udzbenike [6, 9, 8, 10].

6.1 Istorijski pregled teorije slabe interakcije

Jedan od tri tipa radioaktivnog raspada jezgra je 8~ raspad. Pri ovom raspadu jedan od
neutrona iz jezgra se raspada na proton, elektron i elektronski antineutrino:

n—p+e +r.

Za ovaj proces je odgovorna slaba interakcija. Fermi (E. Fermi) je 1934. godine predlozio
teoriju koja objasnjava (3 raspad. U Fermijevoj teoriji, lagranzijan koji opisuje ovoj proces

je dat sa
L ——@(_ n)(ey*v) + h.c (6.1.1)
F= 7 DYy y .c. 1.
gde je Gp = 1,166 - 107°GeV 2 Fermijeva konstanta. U ovom izrazu smo Dirakove spinore
protona, neutrona, elektrona i neutrina obelezili sa p,n,e i v, respektivno. Fermijev la-
granzijan je proizvod dve vektorske struje. Jedna struja je hadronska, a druga leptonska.
Postoje tri vrste slabih procesa. Raspad neutrona je semileptonski raspad jer u njemu,

131
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pored leptona, ucestvuju i hadroni. U ovu klasu raspada spadaju i mnogi drugi procesi,
kao na primer:

7TO +/’L+ + Yy,
70 + et + 7,
wt v,

6+ + Ve,

Kt — (6.1.2)

Postoje i cisto leptonski slabi procesi. Primer je raspad miona:
wo—e +v,F .
Tre¢a grupa slabih procesa su hadronski slabi procesi, na primer
Kt =7t +q°. (6.1.3)

Dvadesetak godina posle Fermijeve teorije [ raspada, eksperimentalno je otkriveno da
je u slabim interakcijama narusena parnost. Teorijsko predvidjanje ovog narusenja dali
su Li i Yang (T. D. Lee, C. N. Yang), dok je eksperiment koji je potvrdio predvidjanje
uradjen u grupi nauc¢nice Wu (C. S. Wu). Ova vazna eksperimentalna ¢injenica se morala
ukljuciti u teorijski model slabih interakcija. Odgovaraluci lagranzijan onda ne moze biti
invarijantan na parnost. Fajnman i Gelman su predlozili modifikaciju Fermijeve teorije.
Lagranzijan interakcije opet proizvod dve naelektrisane struje

L=——2JJr, (6.1.4)
ali zbog narusenja parnosti struja J* je razlika pravog vektora V* i aksijalnog vektora A*.
Preciznije, struja je zbir leptonske i hadronske struje

Leptonska struja je

Ty = " (1 = v5)e + 7,0" (1 = 5 )p0 (6.1.6)
dok je hadronska

Thaa = WV (1 —75)d" + &y"(1 — 75)s” . (6.1.7)

Clanovi tipa ¥y"1) su pravi vektori, dok su ©y#y°4 aksijalni vektori. U izrazu za hadronsku
struju figurisu polja s’ i d’ koji predstavljaju linearne kombinacije s i d kvarkova:

d = cosf.d+sinb.s
s = cosf.5 —sinb.d . (6.1.8)

Ugao 0. = 13° se naziva Kabibov (N. Cabbibo) ugao. On je fenomenologki parametar,
odgovoran za mesanje kvarkova. Zbog oblika struja ovaj model se naziva V-A teorija.

Fermijev model i V-A model slabih interakcija nisu renormalizabilini, niti unitarni. To
je glavni nedostatak ova dva modela.
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Unitarnost S matrice je povezana sa ¢injenicom da verovatnoca da sistem iz pocetnog
stanja, |i) predje u sva moguca stanja finalna stanja |f) iznosi 1, tj.

ISP = 1. (6.1.9)
f

Odavde je

> (SIS = (i]STSliy =1, (6.1.10)
f

odnosno STS = I. Dakle S matrica je unitarna.

Razmatrajmo rasejanje dve cestice, impulsa p; i ps, u viSe novih cCestica. Za bezspinske
cestice ili za Cestice po ¢ijim spinskim stanjima smo usrednjili, diferencijalni efikasni presek
za rasejanje u sistemu centra mase ima oblik

do 9
- lf(s,0)|, (6.1.11)

gde je s kvadrat energije u sistemu centra masa, tj. s = (p; +p2)?. Funkciju f(s, ) mozemo
razviti po bazisu Lezandrovih polinoma

£(s,0) = % (@2 + Var(s)Blcos 8) | (6.1.12)

gde su q,(s) koeficijenti koji zavise od s. Unitarnost S matrice namece uslove na koeficijente
a;(s). Mereci efikasne preseke, mogu se ovi uslovi proveriti, pa se tako proverava i unitarnost
S matrice.

Renormalizabilnost je vezana za ponasanje teorije na visokim energijama. Amplituda
prelaza za neki proces, pored dijagrama bez petlji (”tree level diagrams”), ukljuc¢uje u visim
redovima teorije perturbacije i dijagrame sa petljama. U prvom redu teorije perturbacije
pri rasejanju elektrona na Kulonovom potencijalu imamo jedan dijagram. U treéem redu
(po konstanti interakcije e) imamo sedam dijagrama koji ukljucuju verteksnu korekciju, po-
larizaciju vakuuma i sopstvenu energiju elektrona. Usled interakcije, masa i naelektrisanje
elektrona dobijaju korekcije. Polazni parametri! su masa i naelektrisanje elektrona myq i
eo- Zbog doprinosa dijagrama viseg reda oni prelaze u fizicke parametre

m=mg+om+---
e=e +de+.... (6.1.13)

Veli¢ine de i dm su korekcije naelektrisanja i mase elektrona u prvom redu teorije pertur-
bacije (jedna petlja). Tacke obelezavaju doprinose u visim redovima teorije perturbacije.
Polazni parametri se nazivaju goli parametri. Slicno se desava i sa elektronom u kristalnoj

1To su parametri koji figurisu u lagranzijanu.
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reSetki. Usled interakcije njegova masa se menja u odnosu na masu van resetke. U teoriji
polja dijagrami viseg reda su divergentni. To znaci da su korekcije dm i de divergentne.
Da bismo dobili kona¢nu teoriju uzima se da su goli parametri divergentni. Teorija je
renormalizabilna ukoliko goli parametri teorije mogu da apsorbuju beskonacnosti koje se
javljaju u dijagramima sa petljama, i postanu fizicki parametri. Napomenimo da se i sama
polja renormalizuju u teoriji.

Da bi se popravile lose osobine Fermijevog i V-A modela, konstruisan je IVB (”in-
termediate vector boson”) model. Po analogiji sa elektrodinamikom, uvedeno je maseno
vektorsko polje W* koje prenosi slabu interakciju. Lagranzijan interakcije je proizvod toga
polja i struje materije

L=—gJ'W,+cec., (6.1.14)

gde je g konstanta interakcije. Ovaj model ima bolje ponasanje na visokim energijama od
prethodno opisana dva modela, ali je i on nerenormalizabilan.

6.2 Elektroslaba interakcija leptona

Rekli smo na pocetku ove glave da su model elektroslabe interakcije formulisali Glesou,
Vajnberg i Salam oko 1964. godine. Za svoj rad su 1979. godine dobili Nobelovu nagradu.

Polazna tacka u konstrukciji modela elektroslabe interakcije je identifikacija grupe
simetrije i odredjivanje reprezentacija u kojima se nalaze polja. Za pocetak ¢emo raz-
matrati samo prvu generaciju leptona, koju ¢ine elektron i elektronski neutrino. Uze¢emo
da su i elektron i neutrino bezmaseni. Talasnu funkciju elektrona? e éemo dekomponovati
u komponentu leve kiralnosti

1
e, = Pre = 5(1 — ¥5)e
i komponentu desne kiralnosti

1
er = Pre = 5(1 +vs)e .

Dakle,
e=ep+er. (6.2.15)
Ove komponente su svojstvene funkcije operatora kiralnosti

Ys€L = —€L
V5€r = €R - (6.2.16)

Na pocetku glave 2 smo rekli da je eksperimentalno utvrdjeno da svi neutrini imaju neg-
ativan helicitet, to jest levu kiralnost, a da neutrino desne kiralnosti ne postoji, Prv, =

2Umesto 1, pisaéemo e i analogno za ostale &estice.
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0, Prv. = v,. Odsustvo desnog neutrina nam govori da je parnost u elektroslabim inter-
akcijama narusena.

Levi (desni) kiralni spinor pri Lorencovim transformacijama ostaje levi (desni) spinor,
jer matrica 5 komutira sa generatorima Lorencovih transformacija o,,. Pri prostornoj
inverziji Dirakov spinor se transformise prema

U Ui 0 IV (Y YR
— = = . 6.2.17
<¢R 70\ wr I 0) \¥r UL ( )
Drugim rec¢ima, parnost levi spinor prebacuje u desni i obrnuto. Teorija koja je invarijantna
na parnost mora da sadrzi i levi i desni spinor. Takav je slucaj sa kvantnom elektrodi-
namikom. Medjutim, slaba interakcije nisu invarijantne na parnost, pa se u standarnom
modelu elektroslabe interakcije levi i desni spinori tretiraju razlicito.

Grupa simetrije standardnog modela elektroslabe interakcije je SU(2), @ U(1)y. Levi
elektron i elektronski neutrino ¢ine dublet SU(2);, grupe

L::(f)L, (6.2.18)

dok je desni elektron eg singlet. Dakle, pri SU(2), transformacijama dublet i singlet se
transformisu kao

0%

L—L =51,

er — €p =¢R . (6.2.19)

Vidimo da SU(2),, transformacija moze da ey, transformise u v,, ali ne moze u eg. Grupa
SU(2) je tzv. grupa slabog izospina. On nema nikakve veze sa izospinom koji smo ranije
uveli kod jakih interakcija. Slabi izospin singleta je 0, dok je tre¢a komponeta slabog
izospina neutrina %, a levog elektrona —%. Pored izospina uves¢emo i tzv. slabi hipernaboj,
Y. On je generator U(1)y grupe i definisan je preko naelektrisanja

Y
Q=1I+ . (6.2.20)
U(1)y transformacije polja su
L ¥
en — e Fep | (6.2.21)

gde je [ parametar. Koristeéi (6.2.20), dobijamo da je za levi dublet slabi hipernaboj
Y, = —1, dok je za eg slabi hipernaboj Yz = —2. Gustina lagranzijana

Ly =ily"0,L +iepy Ouer (6.2.22)
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je invarijantna na SU(2),, globalne transformacije i na U(1)y transformacije. Lako se vidi
da je
NV Ve _
Lo = i (z/e eL) Yo, (eL) + g0 er
= iy o vL + eyt e . (6.2.23)
Lokalizaciju SU(2), ® U(1)y simetrije postizemo zamenom obicnog izvoda u (6.2.22)

kovarijantnim izvodom. Tako dobijamo leptonski sektor standardnog modela za prvu gen-
eraciju fermiona

‘Clep = ’LZ_—/}/MDML + iéR’YuDMBR

= .Y .ot
= ’LL’Y“(&M — ’lgl?BM — Zg27W#>L
Y,
+ z‘éRw(au—z’glfBM)eR. (6.2.24)

Uveli smo cetiri gradijentna polja: W§, a = 1,2,3 1 B,,. Kineticki clan za gradijentna
polja je

1 a va 1 v
Lgauge = _ZF'LLI/F# - Zf,uufu ) (6225)
gde su jacine polja
Fo, = 0W¢ — 0,W; + goe™WIWy
f,uz/ - a,uBy - aZ/B,u . (6226)

Ukljucivanjem preostale dve generacije leptona imamo slede¢e multiplete polja materije:

_(Vn _ (¥
LH_ (M)L, MR, LT— (T)L’ TR - (6227)

Mionski neutrino i levi mion su u dubletu, a desni mion je u singletu grupe SU(2),®@U(1)y.
Slicno je i sa taonom i njegovim neutrinom. Lagranzijan celokupnog leptonskog sektora
standardnog modela je onda

Lo=1iY Ly"DuLi+i» ligy"Dylir | (6.2.28)

gde indeks ¢ prebrojava tri generacije leptona, tj. Ly = L., Lo = L,, L3 = L, [y = e, Iy =
wilsg=r.

6.2.1 BEH mehanizam

Veé¢ smo ranije rekli da su slabe interakcije kratko dometne. Iz ove ¢injenice proizilazi
da su mase vektorskih bozona W* i Z° koji prenose slabu interakciju, velike. One su
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oko 80-90GeV, dok je odgovarajuéa skala slabih interakcija 107'"m. Takodje, elektron,
mion i taon imaju masu, dok su mase neutrina vrlo male. Masene ¢lanove za ove Cestice
nismo ukljuéili u lagranzijan jer oni nisu invarijantni na SU(2); x Uy(1) simetriju. Sve
navedene cestice dobijaju masu spontanim narusenjem gradijentne simetrije, to jest BEH
mehanizmom?.

Simetriju ¢emo narusiti pomoc¢u skalarnog polja ¢ija vakumska ocekivana vrednost je

razli¢ita od nule. Uvodimo dublet skalarnih kompleksnih polja

¢ = (%) : (6.2.29)
gde je
ot — ¢1+ i
= —\/5 ,
¢0 _ ¢3 + i¢4 .

V2

Polja ¢1, ..., ¢4 su realna polja. Naelektrisanje gornje komponente dubleta, ¢* je +1, dok
je polje ¢° elektro neutralno. Slabi hipernaboj komponente ¢+ je

Y(67) =2Q L) = 1.

Slicno se vidi da je hipernaboj donje komponente jednak jedinici. Dakle, hipernaboj
Higsovog dubleta je Y (¢) = 1. Da bismo spontano narusili SU(2), ® U(1)y simetriju
uves¢emo dodatni clan u lagranzijan:

Lee = (Duo) (D¢) + 1*¢lp — A(9T9)” . (6.2.30)
Kovarijantni izvod polja ¢ je dat sa

o.a

Y , a
Db = (a“ ~igi5 By~ i W#>¢ . (6.2.31)

Lagranzijan (6.2.30) je invarijantnan na lokalne SU(2), ® U(1)y transformacije.
Ekstreme potencijala odredjujemo iz uslova

oV
ggr = K 2\(¢'¢))p =0 . (6.2.32)

Za p? > 0, minimum potencijala je odredjen sa

2 ’U2

te B _ U
¢¢_2)\_ 2

3Zapravo, putem BEH mehanizma masu dobijaju leptoni, dok neutrini ostaju bezmaseni. Problem
uvodjenja mase neutrina u model elektroslabe interakcije je jos uvek otvoren.
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Ovaj uslov je ekvivalentan sa
o1+ 65+ o+ o = v

Vidimo da postoji beskonacno puno vakuuma. Izborom jedne tacke, tj. jedne konfiguracije,
mi spontano narusavamo simetriju. Nas izbor za osnovno stanje je

< b >0= ¢ = % (g) , (6.2.33)

gde je v realan broj. Ovakav izbor obezbedjuje da elektromagnetno polje ostaje bezmaseno
i posle narusenja simetrije.

Sada ¢emo odrediti simetriju vakuuma. Promena polja ¢ pri infinitezimalnim SU(2); ®
U(1)y transformacijama je

bd = TG

O_a CL /BY

~ ot ( > +@7)¢ (6.2.34)
Infinitezimalna promena vakuuma je
(00 Y

0py = z( 5 —HB—)%

w0 — 202)
= — ) 6.2.35
NG (63/—93 (6:2.35)

Invarijantnost vakuuma d¢y = 0 daje sledeCe uslove na parametre grupe simetrije: ¢, =
0> =01 8 = 03. Dakle, vakuum je invarijantan na transformacije

03| 2 X) .
€ 3< 2 ¢0 = 6103Q¢0 . (6236)

U(1)g. Ovo je vazno, jer zelimo da foton ostaJe bezmasen. Potpuno ekvivalentno snmetruu
ol o2 o Y

vakuuma vidimo iz slede¢eg razmatranja. Generatori %-, %, %, % narusavaju simetriju
vakuuma, jer je npr.

olpy = % (S) #0 . (6.2.37)

Medjutim, transformacija ¢iji je generator linearna kombinacija tre¢e komponente izospina
i hipernaboja I3 + = ne menJa vakum. Preciznije, sa generatora %, "22, %3, % prelazimo
na novi skup generatora & 5, Q= %(0 +Y), (0 —Y). Naelektrisanje () na vakuum

deluju kao o _L[(l 0)+<1 0>}<0>_0 (6.2.38)
T oal\0 -1 0 1)1\v) B
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Dakle
9%y = ¢y . (6.2.39)
Ovo znaci da smo na nivou osnovnog stanja polaznu simetriju SU(2), ® U(1)y narusili do
U(1)g. Generator ove simetrije je naelektrisanje, pa je posle narusenja o¢uvana simetrija
elektromagnetne interakcije.
Sledec¢i korak je parametrizacija polja ¢, koja predstavlja razvoj oko vakuuma. Polje ¢
parametrizujemo na slede¢i nacin

-+ (alsl<x>+a2£2 (z)+(aS—Y)s3<z>> 0
¢ = € v+H(zx)

V2

0
= U (HH(@) : (6.2.40)

V2

Uveli smo nova realna polja & (z), &(x), &(x) i H(x). Sada ¢emo napraviti gradijentnu
transformaciju

V2
Pri ovoj transformaciji sa polja ¢ prelazimo na novo polje ¢’ koje sadrzi samo polje H. Tri
polja &, su otkalibrisana. Kalibraciona transformacija deluje na sva polja u teoriji:

0
o= ¢ =UD= (HH(,E)) . (6.2.41)

a la
Wu — WM
/
B, — B,
L — L
er — €g. (6.2.42)

U daljoj analizi ne¢emo pisati primove na poljima.

Prelazak sa polja ¢ na ¢’ je fiksiranje kalibracije. Kalibracioni uslov je & (z) = &(x) =
&(x) = 01 poznat je kao unitarni kalibracioni uslov?.

Nadjimo prvo kovarijantni izvod u unitarnoj kalibraciji

Y A 0
D,u¢ = (au_291§Bu_292?Wu> <v+H(m)>
V2
1 —i 2 (W — iW2)(v+ H) (6243
V2 \0H —i%(v+ H)B, +i4Wi(v+H)) -

Lagranzijan L., je onda

L (OH)?* — p*H* + @VWWW
scal % 4 o

2
3\2
4Postoji vise razlicitih klaibracionih uslova koji se mogu izabrati. Prednost unitarnog kalibracionog
uslova je §to se u njemu cesti¢ni spektar teorije jasno vidi. Sa druge strane, renormalizabilnost se pokazuje
uz 't Hoft-Fajnmanovom (G. 't Hooft, R. Feynman) kalibracioni uslov.

S N~
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gde smo izostavili interakcione ¢lanove i uveli kompleksna vektorska polja

—— W, +iW;
I \/i ’
Wh—iWw?
wi = ek (6.2.45)

8 V2

Cesto se koristi slede¢a notacija W, =W, Wi =W Iz (6.244) vidimo da je masa
Higsovog bozona my = v/2u. Gauge bozoni W* su takodje postali maseni; njihova masa
je

v
My = % .
Poslednji ¢lan u (6.2.44) zahteva dalju analizu. On moze biti prepisan u obliku
v? 1 B*
§<ngN — g2W3)2 5 (B“ WS) M2 (W‘ug) > (6246)
gde je matrica M? data sa
(g —qy
M= % 5 2) : 6.2.47
4 (—9192 g% ( )

Svojstvene vrednosti ove matrice su Ay = 01 Ay = %(g% + g3). Rotacijom za ugao Oy
(Vajnbergov ugao) ova matrica se dijagonalizuje. Uvedimo

1 s 1
() = (Gt oot ) () 249
gde su Z* i A* nova polja. Lako se vidi da je
( cosby  sin 0W> ( g3 —glgg) (cos 0, —sin Hw)
—sinfy cos Oy —g192 g5 sinf, cosf,
_ (g g) | (6.2.49)

gde je
A = (gycosby — gysinfy)? |
B = —gugreos(26w) + (63 — )5 sin(20h)
C = (gisinfy + gacosby)? .

U dijagonalnom bazisu (6.2.46) postaje

%(A“ %) <8 %(ngJr 9%)) @Z) ' (6:2.50)
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Vajnbergov ugao odredjen uslovom

g1

tanfy = — | (6.2.51)
g2
odnosno
ity —
91 T 93
cosby = % )
VIi T G5

Nova polja Z,, i A, su fizicka polja i data su sa

_ngu + gQW/i)’

Z, =
9t + 95
B, + aW?
A, = %. (6.2.52)
91 t 93

Dakle, lagranzijan skalarnog polja, posle spontanog narusenja simetrije, postaje

10%(g7 + g3)
2 4
Tri tacke oznacavaju interakcione ¢lanove, koji nas u ovom delu razmatranja modela ne
zanimaju.

Vidimo da je masa Z bozona

1 2,2
Loca = S(OH) = p?H? + 2 W= + Z, 7"+ .. (6.2.53)

)

My = w , (6.2.54)
dok je foton A* bezmasen. Masa Z° bozona je veéa od mase naelektrisanih bozona. To je
u skladu sa eksperimentalnim rezultatom.

Prema tome, spontanim narusenjem lokalne simetrije postigli smo da su naelektrisani
gauge bozoni W=, neutralni gauge bozon Z° i Higsov bozon dobili mase, dok je foton ostao
bezmasen. Polja £*(x) su otkalibrisana, tj. ona ne predstavljuju fizicke stepene slobode.

6.2.2 Interakcija leptona sa gauge poljima

Interakcija leptona sa gauge poljim je sadrzana u izrazu (6.2.24). Interakcioni ¢lan za prvu
generaciju leptona je

e o N
Liny = ZL’V”G%B#—ZQQTWJL—HeRfy“zng#eR

oy (N e W \/§le>,/6
(e e)p " (5B = 5 <¢§W; —W ¢),
—gierY'Ber . (6.2.55)
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Ovu interakciju ¢emo prepisati pomocu Dirakovih spinora. Tako dolazimo do

Lot = —%(Dﬁ’“(l —v5)vB, + ey (1 —y5)eB,) — %éy“(l +vs)eB,
g2 (_ _
+ZQ< (1 — ’75)VW3 + \/51/7“(1 — 75)6W:
+v2ey(1 — Y)W, — eyt (1 — ’}/5)€W3> . (6.2.56)

Dalje ¢emo polja B, i WE izraziti preko fizickih polja A* i Z*. Iz (6.2.56) sledi da je
interakcija leptona sa gauge poljima sadrzi tri sabirka:

ﬁint - £nael.str. + Eneutr.str. + Eem . (6257)

Sva tri sabirka u prethodnom izrazu su proizvodi gustine struje i gradijentnih polja. Prvi
sabirak je
Loselstr. = %(mﬂ(l — )W+ a1 — )W) (6.2.58)

Iz (6.2.58) vidimo da je ev,W-verteks dat sa

192 (1~ ) (6.2.59)

2\/57

Ovaj verteks je prikazan na slici 6.1.

Ve
a5V (1 —7s)
Slika 6.1: ev, W -verteks.

Kako postoji promena naelektrisanja duz fermionske linije u ovom verteksu, struja je
naelektrisana. Naravno, ona je kuplovana sa naelektrisanim gauge bozonima. Ukljucivanje
druge i treée generacije leptona je pravolinijsko. Potrebno je da izrazu (6.2.58) dodamo
jos dva sabirka, koji su dobijeni zamenom elektrona i elektronskog neutrina cCesticama
druge generacije leptona (mion i mionski neutrino), odnosno ¢esticama iz treée generacije
(taon, taonski neutrino). Verteksi izmedju leptona, odgovarajuéih neutrina i W bozona su
prikazani na slici 6.2.

Analizirajmo proces rasejanja

e (p2) + Ze(p1) = 1 (q2) + Vulqn) -
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v
(L = g)

Slika 6.2: ly;W-verteks.

Matricni element za rasejanje je

Spi = (1™ (a2)u(ar)| T 5D e (py) 2 (p)) - (6.2.60)

Doprinos ovom procesu u drugom redu teorije perturbacije je

s = 3(os)

/d4wld4wz<u‘vu|T(m“(1 — 1) W (7" (1 = 75)eW, )ale” i) (6.2.61)

Indeksi 1 i 2 oznacavaju koordinate z;, odnosno xs. Interakcioni lagranzijan (6.2.58)
sadrzi dva sabirka, Sto daje cetiri ¢lana kada ih pomnozimo. Samo ¢lan koji smo napisali u
(6.2.61) daje nenulte kontrakcije sa inicijalnim i finalnim stanjem. W bozoni se kontrahuju
medjusobno i tako dobijamo propagator. Iz teorije rasejanja znamo da S matric¢ni element
ima oblik

m,

me My m, ,
M. 6.2.62
VVE, \J/VE, \JVE, \/VE,, (6.2.62)

Fajnmanov dijagram za ovaj proces je dat na slici 6.3. Fajnmanova amplituda za ovaj
proces u najnizem redu teorije perturbacije je

e

sz‘ = (271')45(4)(]91 +Pp2—q1 — q2)

. igs \2_ i —i(g" — K"k /M)
M= (575) Pl = 2s)ulp) i) (1 = 2e)olae)— gt (6269
Cetvoroimpuls W propagatora je k¥ = Py + b,
U nisko-energijskom limesu, k* < M3, Fajnmanova amplituda postaje
M= () ()31~ 5 ulpa)(a) (L~ 79)0(e) (6.2.64)
iM= (=) —0 — 5 )u(ps) L(1—v5)v(ge) - 2.
2\/§ MI%V P1)Vu V5)U\P2)U(q1)7 V5)U\q2

Sa druge strane u okviru ¢etvorofermionske V-A teorije date sa lagranzijanom (6.1.4)
dijagram za ovaj proces je dat na slici 6.4. Izjednacavanjem amplituda u oba modela,

dobijamo
g2 \? 1 Gr
— == 6.2.65
<2\/§) Mz V2 ( )
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Slika 6.3: Fajnmanov dijagram za rasejanje e (p2) + Ze(p1) — i~ (q2) + 7u(q1)-

pa je
2
% = GpMZ V2 (6.2.66)

odnosno

v=(GpV2) "% ~ 250GeV. (6.2.67)

Na osnovu ove jednostavne analize povezali smo konstantu go sa Fermijevom konstantom,
i odredili numericku vrednost za v.

Slika 6.4: Rasejanje e + 7, — p~ + 7, u V-A modelu.

Odredimo sada deo lagranzijana sa neutralnom strujom. Potrebno je da potencijale
W32 i B, izrazimo preko fizickih polja A, i Z,. Tako dolazimo do

1 _
Lneutr.stn - Z g% + Q%V’y‘u(l - 75)”2#
9
+— ey (1 4 5)ez,
2v/91 + 95
H =G () — ns)ez (6.2.68)
+————=ey"(1 —5)eZ, , 2.
4/ 9% + g5
odnosno
Lneutr.str. - 4C(‘)9829W (éf}/#(_l + 4Sin2 GW + 75)6 + nyu(l - 75)”) Z,LL . (6269)
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Prethodni izraz je oblika Lieutrstr. = Jloutr str. neutralna struja. Kod
ove struje nema promene naelektrisanja duz fermionske linije u verteksu, pa se ona naziva

neutralnom. Dobili smo nove vertekse: eeZ-verteks je

Z,, gde je Jh

neutr.str.

192 L ‘2
—== -1+ 4 0 2.
T cos HW’}/ ( + 4 sin” Oy + ’75) , (6 70)
a Vel Z-verteks je
192 #
—~H(1 — ) 2.71
Toos ! (1 =) (6.2.71)
e Ve
A VA
e Ve
Toc—y" (1 + 4sin® Ow + 75) Toosow V(1 = ¥5)

Slika 6.5: eeZ 1 vvZ verteksi.

Ova dva verteksa su prikazana na slikama 6.5. Odgovarajuéi verteksi za drugu i trec¢u
generaciju leptona su isti kao i verteksi na slikama 6.5. Samo treba elektron zameniti
mionom, odnosno taonom. Isto vazi i za dijagrame sa neutrinima.

Slabi procesi preko W* bozona (naelektrisane struje) su bili poznati jos od 1930ih
godina i 3 raspada. Procesi preko Z° bozona nisu bili eksperimentalno vidjeni sve do 1973.
godine. Procesi tipa e~ + e — e~ + et se na nizim energijama dominantno odvijaju
razmenom fotona, to jest preko elektromagnetne interakcije. Da bi se detektovao deo
procesa preko razmene Z° bozona, potrebne su visoke energije u eksperimentu. Drugi nacin
da se neutralne struje vide su procesi sa neutrinima, videti zadatak 6.10. 1973. godine su
neutralne struje detektovane u CERN-u, na ” Gargamelle bubble chamber” eksperimentu.
Ovo otkrice je predstavljalo jednu od prvih potvrda modela elektroslabe interakcije.

Poslednji sabirak u interakcionom lagranzijanu (6.2.57)

Lom = ——2P2__zyped, (6.2.72)

Vi + 93

predstavlja interakciju elektromagnetne struje év*e sa poljem A*. Ovo potvrdjuje da je
A* zaista fotonsko polje. Takodje, vidimo da je elektriéno naelektrisanje elektrona

e= 192 (6.2.73)

Va+a
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6.2.3 Mase leptona

Maseni ¢lan za elektron u lagranzijanu je
—mee = —m(érer + €reyr) . (6.2.74)

Ovaj ¢lan nije invarijantan na SU(2);, transformacije, pa ga ne mozemo direktno dodati u
lagranzijan. Sa druge strane, znamo da je elektron masena cestica. Zahvaljujué¢i spontanom
narusenju lokalne simetrije, tj. BEH mehanizamu, gradijentni bozoni W*, Z° su dobili
mase. [sti mehanizam ¢e kreirati mase elektrona, miona i taona. Ukupnom lagranzijanu
elektroslabe interakcije doda¢emo Jukavin clan za elektron

Ge[
V2

koji je SU(2);, ® U(1)y invarijantan. G, je nova konstanta interakcije. Posle narusenja
simetrije dobijamo

Lk = er(®'L) + (L®)er)] , (6.2.75)

EJuk. = -

[ er (0 v+ H) (Z)th (7 €1) (fo) eR]

(v+ H)(erer + égrer)

w|§3m|9 wl@

(v+ H)ee (6.2.76)

Iz poslednjeg izraza vidimo da je masa elektrona

v(G,
2 )

me =

dok je neutrino bezmasen®. Pored toga, dobili smo i interakciju elektrona sa Higsovim

bozonom. Konstanta G, je reda veli¢ine 107% i vrlo je mala. Analogno se uvodi Jukavina
interakcija za drugu i trecu generaciju leptona. Kompletan Jukavin lagranzijan za leptone
je

(OTL) + (L ®)iR)] - (6.2.77)

EJuk - Z

U izrazu (6.2.77) prisutne su tri konstnte interakcije, za svaku generaciju leptona po jedna.
Masa miona je m, = vG,/2, a taona u, = vG,/2. Verteks interakcije Higsovog bozona i
leptona prikazan je na slici 6.4.

5Danas znamo da neutrini nisu bezmaseni.
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;H
[ [
_imy . igmy
2v 2mw

Slika 6.6: Verteks interakcije Higsovog bozona H i leptona.

6.2.4 Rezime leptonskog sektora elektroslabe interakcije

Narusenjem simetrije SU(2), ® U(1)y do elektromegnetne U(1)q simetrije, gradijentni
bozoni W, Z° dobili su mase

2 2
M, = WItS (6.2.78)

2 Y
dok je foton ostao bezmasen, jer je U(1)q ostala ocuvana simetrija. Higsov bozon je takodje
dobio masu. Njegova masa je m(H) = v/2u. Elektron je dobio masu m, = ”ge, dok mu je

naelektrisanje

—— (6.2.79)

VaE+a

Kombinujuéi prethodne formule dobijamo da je odnos mase W i Z bozona:

M
VW = cos Oy . (6.2.80)

Z

Konstante interakcije g, i go mozemo izraziti preko naelektrisanja elektrona i Vajnbergovog
ugla

B e
= os Ow’
e
= . 6.2.81
92 SiHQW ( )

Parametar p, odredjen masama W i Z bozona i Vajnbergovim uglom se eksperimentalno
odredjuje. Teorijska vrednost ovog parametra je
Mg,

= —>——=1. 6.2.82
M2 cos? Oy ( )

p

Eksperimentalni rezultat za vrednost Wajnbergovog ugla je

sin? Oy = 0, 23120 + 0, 0012 = Oy ~ 30° , (6.2.83)



148 GLAVA 6. STANDARDNI MODEL ELEKTROSLABE INTERAKCIJE

dok je parametar p = 0,998 & 0,005. Masa W* bozona je
e I 37GeV

My, =27/ = ~ 80GeV 6.2.84
W VGrsinfy  sinfy eV ( )
dok je masa Z bozona
M
My =—2" ~90GeV . (6.2.85)
cos Oy

Pocetni lagranzijan za leptone sadrzi slede¢e parametre: konstante interakcije g1, ¢o,
paramretre potencijala p?, A i Jukava konstante interakcije G, G,, G,. Umesto njih
mozemo uvesti

e,sin by, My, Mg, me, my, m. . (6.2.86)

Gradijentni bozoni W, Z% su otktiveni u CERN-u 1984. godine na SPS eksperimentu
pod rukovodstvom Rubije i Vandermera (C. Rubbia, S. Vendermeer), u sudarima proton-
antiproton. Higsov bozon je otkriven 2012. godine u CERN-u na LHC eksperimentu. Masa
Higsovog bozona je 125GeV, dok mu je spin nula.

6.3 Elektroslaba interakcija kvarkova

U prethodnom poglavlju analizirali smo leptonski sektor standardnog modela. U ovom
poglavlju uklju¢i¢emo i kvarkove u standardni model. Analizira¢emo interakcije kvarkova
sa gradijentnim bozonima i Higsovim poljem.

6.3.1 Lagranzijan kvarkova

Prvi korak je definisanje lagranzijana za kvarkovska polja. Kao i u slucaju leptona,
kvarkovska polja ¢emo razloziti u leve i desne komponente:

u = up -+ ug,
d = dL + de
t = tp4tg. (6.3.1)

Leve i desne komponente kvarkova nisu u istim multipletima SU(2),®@Uy (1) grupe simetrije.
Leve komponente ¢ine slabe izospinske dublete, dok su desne komponente kvarkova singleti
SU(2), grupe. Multipleti prve generacije kvarkova su

Qu = (Zi) , UR, dp . (6.3.2)

Preostale dve generacije kvarkova su

QLQ = (CL> » CR, SR, (633)
SL
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t
Qrz = (bL) , tr, bR . (6.3.4)
L
Hipernaboj levih komponenti u, ¢, odnosno ¢ kvarka je
2 1 1
V(@) =2Q-1)=2(5-5) =5 3.
(Qr) =2(Q — 1) 375 3 (6.3.5)

Lako se vidi da je hipernaboj donjih komponenti iz dubleta takodje 1/3. Dakle, hipernaboj
levog dubleta je 1/3. Hipernaboji singletnih stanja su

Y(ur) = Yiew = Y(tn)= 3

Wi N

Uveséemo sledeée oznake:

URl = UR, UR2 = CR, UR3 = IR

dr1 = dr, dpa = SR, dr3 = br (6.3.7)
ULm

Qm—(d>,m—Lz& (6.3.8)
Lm

Deo lagranzijana standardnog modela koji opisuje kvarkove je analogan odgovaraju¢em
leptonskom sektoru

3
. = . Y(QLm) . Oawa
L, = @;@Lmv“(au—zngBu—zgz 2“)Qm
3
. _ ’ . Y(u
T ZZUR"WI (au_lgl (R)B,u>uRm
m=1
oy Y (dg)
+ Y (O — i —5 By ) din (6.3.9)

3

Maseni ¢lan nije uklju¢en u lagranzijan jer on narusava gradijentnu simetriju. U narednom
poglavlju ¢emo objasniti kako kvarkovi dobijaju masu spontanim narusenjem simetrije.

6.3.2 Mase kvarkova

Kada bismo ponovili proceduru iz poglavlja 6.2.3, masu bi dobili d, s i t kvarkovi, dok bi
u, c it ostali bezmaseni. Medjutim i ova tri kvarka su masena. Da bi svi kvarkovi, nakon
spontanog narusenja simetrije, dobili masu, uveséemo jos jedan clan u Jukavin lagranzijan
koji ¢e generisati mase u, c it kvarka. Za njegovu konstrukciju nam je potreban jos jedan
dublet SU(2)., grupe.
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£ = (g) (6.3.10)

dublet SU(2) grupe onda je i £ = i0x¢* takodje dublet SU(2) grupe. Pokazimo ovo
eksplicitno. Spinor ¢ se transformise po dvodimenzionoj reprezentaciji SU(2) grupe

Ako je

¢ =Ut = "¢ . (6.3.11)
Lako se vidi da Paulijeve matrice zadovoljavaju
090709 = —0 | (6.3.12)
odakle sledi da je
10U (—ioy) = U . (6.3.13)

Spinor ¢ se transformisena slede¢i nacin

6/ = iagf/* = 'éUzU*f*
= iUQU*(—iUQ)é
= UE. (6.3.14)
Ovim smo pokazali da se konjugovani spinor transformise na slede¢i nacin
£ = —ioyU(iog)E" . (6.3.15)

Ova formula pokazuje da se spinori £ i £* transformisu po ekvivalentnim reprezentacijama.
Dakle, za SU(2) grupu fundamentalna i konjugovana reprezentacija su ekvivalentne®.

Higsov dublet
_ (9"
o= (%) (6.3.16)

se transformise po 2-dimenzionoj IR SU(2);, grupe. Na osnovu pokazanog vidimo da se

dublet
¢ = ioy (g) = (_qi_) (6.3.17)

takodje transformise po dvodimenzionoj reprezentaciji SU(2) grupe. Ova dva dubleta nisu
nezavisna, tj. oba dubleta se sastoje od istih polja ¢i,...¢4. Hipernaboj dubleta 95 je
Y($) = -1
Kvarkovi dobijaju masu posle spontanog narusenja simetrije. Za pocetak, razmatrajmo
samo prvu generaciju kvarkova. Jukavin lagranzijan je
Gu Gd 7

Lk, = —E[aR(@Q) + (Q®)ug] — E[dR(qﬂQ) +(Q®)dg] , (6.3.18)

60vo se vrlo lako vidi korigéenjem Jangovih Sema.
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gde je

Q= (Zi) . (6.3.19)

Sa GG, 1 G4 obelezili smo konstante interakcije izmedju kvarkova i skalarnog polja. Drugi
sabirak u (6.3.18) je isti kao u (6.2.75). Prvi ¢lan sadrzi ¢ multiplet. Lagranzijan (6.3.18)
je invarijantan na SU(2), ® U(1)y transformacije.

Posle spontanog narusenja simetrije (6.3.18) prelazi u

Lo = = [n o) () + ) (, ) o]
_%[(m dr) (UJBH) ug + tg (v + H 0) (Zi)}

G _ _ G 7 7
= —7( +H)(uLuR+URUL) - 7%(U+H)(deR+deL)
- _l(v + H)(G,tu + Gq4dd) . (6.3.20)

[\

Iz (6.3.20) vidimo da su u i d kvarkovi postali maseni. Njihove mase su

v(Gy, vGy
My = ——, Mg = — .
2 2
Takodje, u (6.3.20) imamo interakcioni ¢lan Higsovog bozona sa kvarkovima.
Sada ¢emo uopstiti prethodnu proceduru uklju¢ivanjem preostale dve generacije kvar-

kova. Jukavin lagranzijan za sve tri generacije kvarkova je

(6.3.21)

Ly = — <G£;Z2L(QLm§)>URn+G£yu”)1*aRn((i)TQLm>)

1

Sl SBIH
MEEIVE

(G%ZL(QLm®>an + G%L*JRn(@TQLm» ; (6.3.22)

m,n=1

gde su W i G kompleksni brojevi koji formiraju dve matrice. Gornji lagranzijan je
realan (u kvantnoj teoriji polja to odgovara hermitskom operatoru), poseduje SU(2);, ®
U(1)y kao i Lorencovu simetriju. Posle spontanog narusenja simetrije, lagranzijan (6.3.22)
postaje

H
Ljk = — Z (ﬂLmeﬁ%URn + fLRnMSL‘T)L*uLm> (1 + —)

m,n v

7@ VL H
=3 (Ao M D + dra M ) (1+ ;) , (6.3.23)

gde je
) G\,

M = Tmn g Vmn (6.3.24)

mn 2 mn 2
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Masene matrice M® i M@ nisu dijagonalne. To znaéi da kvarkovska stanja wpm, wgm, - - -
nisu masena stanja kvarkova ve¢ interakciona, tj. gauge stanja. Da bismo dobili masena
stanja, moramo transformisati kvarkovska polja tako da matrice M® i M@ postanu
dijagonalne.

Proizvoljna matrica M se moze dijagonalizovati pomocu tzv. biunitarne transformacije
STMT = M, gde su S i T unitarne matrice, a M dijagonalna matrica. Lako se vidi da je
MM = SMMTSt = SM2ST i MIM = TM?Tt . Matrice MIM i MM su hermitske i
pozitivne. Dijagonalizacijom ove dve matrice odredjujemo matrice T'i S. Dakle,

MW = g @i
MDD = g@ppdp@t (6.3.25)

Matrice M i M@ su dijagonalne sa pozitivnim svojstvenim vrednostima. Jukavin la-
granzijan je

H
v
_ - H
- (dLm(S<d>M<d>T<d>T Voo + g (TO M@ g )mnuLn) (1 + —) . (6.3.26)
v
Sa polja ur, ug, ... prelazimo na nova polja
Ty p = u'g, Sy, = uy
TDidg = dy, SDid, =d) | (6.3.27)
gde su
uy, dy,
up = |, dy =19 |- (6.3.28)
tr by,

Analogno se moze uraditi i za desne komponente. Lagranzijan (6.3.26), izrazen preko
primovanih polja, je

H
Lo = (WMl + M) (14 )
_ - H
—<d/LM(d)d;% 4+ d/RM(d)d/L> (1 + ;> , (6.3.29)
gde su
m, 0 0
M® =10 m o], (6.3.30)
0 0 my
my 0 0
MO=| 0 m o0 (6.3.31)

0 0 my



6.3. ELEKTROSLABA INTERAKCIJA KVARKOVA 153

dijagonalne masene matrice. Primovana stanja su masena stanja kvarkova. Jukavin la-
granzijan izrazen preko Dirakovih spinora kvarkova je

_ . H
Lo = —(mu@t' +madd + - - +mpbt) (1 n ;> . (6.3.32)

Kvarkovi su postali maseni i dobili smo njihovu interakciju sa Higsovim bozonom. Odgo-
varajuci verteksi su dati na slici 6.7.

=

Slika 6.7: Verteks interakcije Higsovog bozona i kvarkova.

6.3.3 Naelektrisana kvarkovska struja

Interakcija klaibracionih bozona sa kvarkovima se dobija iz lagranzijana (6.3.9), i data je

sa
_ 5 91 g [ WP 2w/ ULm
‘Cin = m d m M<_B _ i K >
v = (i din) (G Bt 3 <\/§WM w3 ) ) \dm
2 _
+ =Pt e By — ey dien By (6.3.33)
Kao i u slucaju interakcije leptona sa kalibracionim bozonima ovaj lagranzijan sadrzi tri
sabirka. Prvisabirak je linearan po naelektrisanim gauge bozonima W) . Oni su kuplovani
sa naelektrisanom strujom. Taj clan je

»Cnael.str. - % (aLm’Y#dLmW/EJF) + JmeY'uuLmW/E_)> . (6334)

Prelaskom na primovana, masena kvarkovska stanja dobijamo

g — Uu 7 u —
£nael.str. = 722 (ulePYM(S( )Ts(d)>mndanW;S+) + d/meyu(S(d)TS( )>mnuanWlS )>
_ %(a'ﬂuw@wﬁ + Ay Vi W) (6.3.35)

gde smo uveli 3 x 3 matricu V = SIS Ova matrica je unitarna i odgovorna je za
promenu tipa kvarka pri interakciji sa naelektrisanim W bozonima. Matrica V' je poznata
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kao Kabibo-Kobajasi-Maskava (M. Kobayashi, T. Maskawa) matrica, CKM matrica. U
nasim oznakama, primovana stanja su masena stanja kvarkova. Vidimo da su stanja donjih
kvarkova pomesana. Matricni elementi CKM matrice se odredjuje iz eksperimenta, a ne iz
teorije.

Razmotrimo koliko je parametara porebno da bi se odredila CKM matrica. Unitarna
n X n matrica je odredjena sa n? realnih brojeva. Od njih "("T_l) su parametri rotacija,
a preostalih "("TH) su faze. Medjutim, zahvaljujuéi faznoj simetriji polja kvarkova 2n —
1 faza moze biti apsorbovana u fazne rotacije kvarkovskih polja. Dakle, matrica V je
odredjena sa (n — 1)? parametara. Od njih Wl)zﬂ predstavljaju faze, dok su preostali
parametri rotacioni uglovi. Apsorpcija faza CKM matrice se kao $to smo rekli postize
faznim transformacijama kvarkovskih polja.

Konkretno, posmatrajmo ¢clan @} y*Vd;. On, nakon fazne transformacije kvarkovskih
polja postaje

] d
(ay, &, 1)y UivU, [ ) |
UL
gde su U(1) matrice date sa
ext 0 0 et 0 0
U=|0 e 0|, U,=[0 ev 0. (6.3.36)
0 0 exs 0 0 e

Na osnovu gornje formule je jasno da se CKM matrica mododifikuje prema V' — U;;VUap .
Uocavamo da je u ovoj modifikaciji prisutno Sest faza. Medjutim samo je pet od ovih Sest
faza nezavisno.

Da bismo objasnili mehanizam mesanja kvarkova razmatra¢emo, za pocetak samo dve
generacije kvarkova. Matrica V' je oblika

cos 0" sin 6.e'?
V= (— sin 0, @t cog chi(ﬁ—i-v)) . (6.3.37)

Odredjena je sa tri faze i jednim uglom. Tri faze eliminiSemo faznim rotacijama kvarkova.
Naime, napravi¢emo slede¢u transformaciju

V- Ulvy, , (6.3.38)

gde su matrice U, i U, date sa

ext 0 et 0
UX — < O eiXQ) 5 Uap - ( 0 67:902) . (6339)

Matrica U;VUW je data sa

@w%:<

eii(X1*§017O‘) COS 00 efi(X17§02*5) Sin gc
—e~te—e1—agin g, e ix2—v2=B-7) ¢4,
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Izborom faza

X1—Y1 = a,
X2 —Y1 = a+7,
X1—p2 = B

eliminisemo sve tri faze. Cetvrti uslov yo— s = S+ je posledica prethodna tri. Kona¢no,

CKM-matrica V postaje
cosf. sinf,
V= <— sinf. cos 96> ' (6.3.40)

Ova matrica je odredjena jednim parametrom, Kabibovim uglom 6.. Ranije smo rekli da
je eksperimentalni rezultat za Kabibov ugao je cosf. = 0, 97.

Interakcija prve dve generacije kvarkova i naelektrisanih kalibracionih bozona je odred-
jena lagranzijanom”

Lnael.str. = % (i_w“(l - 75)(COS ch + sin QCS)
+ " (1 — v5)(—sin6.d + cos 963)> W: +cec. . (6.3.41)

Kada ne bi bilo mesSanja d i s kvarka, tj. kada bi 6. = 0 imali bismo samo vertekse
duW, csW, dok verteksi usW i dcW ne bi postojali. Eksplicitno, udW verteks je

g

— cos 04" (1 — , 6.3.42

Ve (L =) ( )
dok je sulV verteks '

%2 gin A" (1 —75) - (6.3.43)

2v/2

Preostala dva verteksa su analogna. Ovi verteksi su prikazani na slici 6.8.

Recimo i to da, kada ne bi bilo meSanja familija kvarkova i usWW-verteksa, raspad
K* — 7t + 7% ne bi bio mogué. To jest, najlaksa strana Cestica bi bila stabilna. Kod
leptona nema mesanja familija, pa su svi neutrini stabilni.

U slucaju tri generacije kvarkova, matrica V' je unitarna 3 x 3 matrica, oblika

Vud Vus Vub
V= |Va V. Vo] . (6.3.44)
Via Vis Va

Od devet parametara, koliko je potrebno da se odredi 3 x 3 unitarna matrica, tri parametra
predstavljaju uglove rotacija, a preostalih Sest su faze. Faznom transformacijom mozemo
ukloniti pet faza. Tako dobijamo da tri ugla i jedna faza odredjuju CKM matricu. Postoji
viSe nacina parametrizacije ove matrice. Jedan nacin je

V= R1(923)R2(912)C(O> 0, 5)R3<912) ) (6'3'45)

"Izostavili smo primove u ovom finalnom izrazu.
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gde su Ry, Ry, Rs matrice rotacija oko osa x,y, z respektivno. One su date sa
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2597227#-(1 —5) cos

251" (1 — 75) sin o

Qig—\/%'y“(l — ~5) coslg

Slika 6.8: Verteks interakcije kvarkova i W bozona.

1 0 0
R1 (623) = 0 COS 023 sin 623 N
0 —sin 923 COS 923

cosfis 0 sinfis
Ry(6a3) = 0 1 0 ,
—sin ‘913 0 cos 013

cosfis sinfy 0

R3(912> = —sin (912 COS (912 0
0 0 1
Ugao 0;; je ugao rotacije u i ravni. Matrica C' je
ez 0 0
C(9) = 0 1 0 ,

0 0 e

(6.3.46)

(6.3.47)

(6.3.48)

(6.3.49)
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gde je ¢ faza®. Eksplicitnim ra¢unom dobijamo

0

C12513 512€13 S13€
_ i 19
V = | —s12023 — c12523513€¢" C12C23 — S12823513€" 523C13 . (6-3-50)
B 1)
$12823 — C12C23513€" —C12523 — S12C23513€" C23C13

Uveli smo skracenice ¢;; = cos;; i s;; = sin 6;;. Matriéni elementi CKM matrice se odred-
juju eksperimentalno. Vrednosti uglova su

0o = (13,0240,04)°,
B3 = (2,36 +£0,08)",
015 = (0,20£0,02)",
(6.3.51)

dok je faza § = (69 + 5)°. Apsolutna vrednost matri¢nih elemenata CKM matrice su

Vaal Vusl [Vas| 0,97 0,22 0,0039
Vel |Ves| [Vl | = | 0,23 1,02 0,0041 | . (6.3.52)
Vil Vil [Vip| 0,0084 0,039 0,88

Dijagonalni elementi CKM matrice su bliski jedinici, a vandijagonalni su priblizno jednaki
nuli. Dakle CKM matrica je skoro dijagonalna.

Na kraju, mozemo da intreakciju W bozona sa naelektrisanom kvarkovskom strujom
(6.3.35) prepisemo preko Dirakovih polja. Rezultat je

5]2\/§
4

['nael.str. =

(amv“an(l — ) W + dpy" Vi (1 — 75)unWl§_)> . (6.3.53)

U poslednjem izrazu nismo pisali primove na kvarkovskim poljima. Verteks interakcije
kvarkova i W bozona, koji ukljuc¢uje i elemente CKM matice, dat je na slici 6.9.

Unp,

s
N
S

TV“(l = 75)Vimn
dm,

Slika 6.9: Verteks interakcije kvarkova i W bozona, gde je V,,,, element CKM matrice.

80va faza ima veze sa narusenjem CP simetrije.
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6.3.4 Neutralna i elektromagnetna kvarkovska struja

Drugi deo interakcije kvarkova sa kalibracionim bozonima u (6.3.33) je interakcija neutral-
nih bozona Z° i fotona sa kvarkovskom strujom u kojoj nema promene naelektrisanja duz
kvarkovske linije u Fajnmanovom dijagramu. On je dat lagranzijanom

o = 1 0
‘Cem + [’neutr.str. = %QLm/Y'uQLmBu + %QLm’Y“ (0 _1) QLij’
2 1 -
+§glaRm7uuRmBM - §gldRm’y“dRmBu . (6.3.54)

Kada potencijale B, i Wj izrazimo preko fizickih polja A, i Z,,, dobijamo elektromagnetni
i neutralni deo interakcije. Elektromagnetni deo je dat lagranzijanom

infy /4 4
Eem - w (gﬂLm’)ﬂuuLm + gﬂRmfyuuRm
2 - 2 -
— gdLm’YudLm — ngm'YMdRm>Au . (6355)

Prelazak na primovana (6.3.28) polja niSta ne menja u gornjem izrazu, pa dobijamo

in Oy /4 2 -
Lom = g25nYw (—ﬂmy"um — —dmv“dm> A, . (6.3.56)
2 3 3
Primove na poljima smo izostavili. Uvodeéi naelektrisanje elektrona e < 0, gornji izraz

postaje
Con = 2e(@y'u+ e+ Bit)A
em = 56 uy'u+cyc+ iyt ) A,

1 /- _
3¢ (e + 57s + B7b) A, (6.3.57)
Ovaj izraz ima oblik proizvoda kvarkovske struje i elektromagnetnog potencijala. Jacina
interakcije je naelektrisanje odgovarajuceg kvarka.

Deo izraza (6.3.9) proporcionalan polju Z* je

1 . = = 1 0
‘Cneutr.str. - 92 ( -5 Sln2 6)VVC‘.‘)Lm’yucgl/m + COS2 QWQLW’YM QLm
2 cos Oy 3 0 -1

4 2 _
_§ Sin2 HW'L_LRm’Y'uuRm + g Sin2 QWdRmfyudRm) Z#

- - (/aLmﬁ)/#uLm - Cij")/MdLm
2 cos Oy
4
—§ sin2 GW('L_I/Lm'Y'uuLm + ﬂRm’YuuRm)

2 — _
5 sin’ Oy (A" dum + dmedRm)) Z, (6.3.58)
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Prelazak sa neprimovanih na primovana kvarkovska polja ne menja formu lagranzijana.
Dakle, lagranzijan sa neutralnom strujom kvarkovskog sektora je

Eneutr.str. g2 <ﬂLm’7MuLm - JLmvudLm
2 cos Oy
4 2 -
— sin? QW(gﬂm'y“um — gdm'y“dm)> Z, . (6.3.59)

Prelaskom na Dirakova polja kona¢no dobijamo interakciju neutralne kvarkovske struje sa
Z° bozonom:

g2

£neutr.str.
4 cos Oy

8
(1-— 3 Sin? Oy )ty Y U — U V" Y5l (6.3.60)
4 - _
+(—1+ 3 sin? Oy )d v d o + dmfy”’yg)dm)] Z,

Vidimo da Z° bozon interaguje sa kvarkovskim strujama u kojima nema promene tipa
kvarka. Drugim re¢ima, verteksi tipa ucZ° ili dsZ° nisu prisutni u lagranzijanu. Nemesanje
vrsta kvarkova, to jest odsustvo ”flavour changing neutral currents” se naziva GIM meh-
anizam. Na osnovu ovog mehanizma je predvidjeno postojanje cetvrtog kvarka. O tome
smo vise govorili u poglavlju 2.8. Verteksi u kojima interaguju kvarkovi sa Z° bozonom su

dati na slici 6.10.
u
u

4c<zagzew Yu(l 3 sin? fy —75)
d
d
o — v, (—14 5 sin” 0w + 75)

Slika 6.10: Verteks interakcije kvarkova i Z bozona.

Nemesanje vrsta kvarkova u Z° interakcijama je i eksperimentalno potvrdjeno. Kanal
raspada K+ mezona
Kt > 7" +v+vw
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je malo verovatan. To se vidi na osnovu odnosa za Sirinu ovog procesa prema ukupnoj
Sirini raspada K mezona:
(KT — 7tup)
[(K+ — all)

=1,73-10719 .

Raspad
Kt w1t +v+ v

nije dozvoljen na nivou dijagrama bez petlji, jer ne postoji Zsd verteks.

B w
d Zo T Tk

W
ut

Slika 6.11: Raspad K;, — pu™ + p~ ide po drugom, a ne po prvom dijagramu.
Iz istog razloga, odnos $irine raspada K? mezona (videti fusnotu 9) na mion-antimion par
prema njegovoj ukupnoj Sirini raspada je

(K — ptu)
T(K;, — all)

~ 1077, (6.3.61)

jer odgovarajuéi verteks ne postoji u standardnom modelu. K° mezon je vezano stanje
d kvarka i § antikvarka i kako nema promene tipa kvarka u neutralnoj struji to verteks
prikazan na levom dijagramu slike 6.11 ne postoji. Ovaj raspad je mogué¢ u visem redu
teorije perturbacije, desni dijagram na slici 6.11. Verovatnoca za ovaj proces je mala jer je
ovaj dijagram sadrzi cetiri verteksa.

6.4 Lagranzijan elektroslabe interakcije: rezime

Ukupni lagranzijan standardnog modela elektroslabe interakcije sastoji se od nekoliko de-
lova:

L= £1 + ﬁq + »Cscal. + ['Juk.lep. + £Juk.k. + *Cgauge . (6462)

Leptonski lagranzijan je
L = 1 E L0, —ign— B, — igo—W )L

Y
+iepy" (0, — igl—RBN)eR

2
. Y - Y
+ifpy" (0 — igh TRBM)HR +iTrY* (0, — ZngRBM)TR , (6.4.63)
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gde smo ukljucili sve tri generacije leptona.
Gauge sektor lagranzijana je

1 1
£gauge = _Z_lf,uufuu - ZFISVFIWLL . (6464)

Razvijanjem polja B, i W preko fizickih polja A4, W=*iZ°% dobijaju se verteksi interakcije
gradijentnih bozona. Ovi verteksi su prikazani na slikama 6.12 i 6.13.

W
ko
v ie <g’“’(1€1 — k) + g7 (ks — k) + g7 (ks — kl)”)
H k'l k‘3
(o2
1%
- Py
ig3 [y“"g”” + ghrgrT — 29“”9””]
g8, &
v M AW
Y v

g WwW-—
Slika 6.12: Verteksi interakcije gradijentnih bozona, I

Kvarkovski deo lagranzijana je dat u (6.3.9). On je izrazen preko interakcionih stanja,
a ne preko pravih masenih stanja kvarkova. Jukavin lagranzijan za leptone je

Ge GH
‘CJuk.lep = _\/§ E
Gy .. .
—E[TR@TLg) + (Ls®)7g)] . (6.4.65)

Jukavin lagranzijan u kvark sektoru je dat u (6.3.22).

[Er(PTLy) + (L1®)er)] — —E[r(P'La) + (La®)pir)]

6.5 Raspadi i neki procesi u standardnom modelu

6.5.1 W=*i Z° bozoni

Rekli smo veé da su W* i Z° bozoni prvi put vidjeni 1984. godine u proton-antiproton
sudarima u CERN-u. Tada su takvi dogadjaji bili retki, ali danas se ove Cestice proizvode
na milione u LHC-u. Masa W* bozona je oko 80.38GeV, a Z° bozona oko 91.19GeV.
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Slika 6.13: Verteksi interakcije gradijentnih bozona, I1
Razmotrimo prvo raspad W bozona. Sirina raspada se definise kao
156”77 Vs
I'= . 6.5.1
s 1150 (6:5.1)

W~ bozon se raspada prema jednom od ovih kanala

6_ + De?

Pty

T+ Ur
d+1u,s+¢c.

W — (6.5.2)

Odredimo §irinu raspada za proces W~ — e~ + 1, prikazan na slici 6.14. Fajnmanova

Slika 6.14: Raspad W — e~ + 7.

amplituda za ovaj proces je

M = %QT(e,p)y“(l —v5)v1 (v, Q)eu(k, A) (6.5.3)
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Sa u,(e,p) smo obelezili Dirakov spinor elektrona impusa p i polarizacije . Analogno,
v1(7, q) je Dirakov spinor za antineutrino impulsa q. Indeks 1 oznacava da je antineutrino
pozitivnog heliciteta. Recimo da je odgovarajué¢i indeks za neutrino s = 2, tj. on ima
negativan helicitet.

Pre nego sto nastavimo izracunavanje kvadrata ove amplitude pozabavi¢emo se normal-
izacijom spinora i helicitetnim stanjima neutrina i antineutrina. Na§ izbor normalizacije
Dirakovih spinora [11, 12] je

U, (p)us(p) = —0,(P)vs(P) = drs (6.5.4)

Sto daje sledece bazisne Dirakove spinore

E, +m ©r B, +m (57X,
(p) = ) Cou(p) = ) 22 (Brm X 6.5.5
o) = [P (B ) el =P (P (65.5)

Projektori na pozitivno (negativno) energetska resenja su

A_(p) == v (p)t,(p) = ——— . (6.5.6)

Razvoj Dirakovog polja po ravnim talasima je

o) = DX\ (e i)

V@) = ZZ\/VTE (@D @)™ + o)) .

Dirakovi spinori, u,(p) i v.(p), kao i projektori AL(p), nisu dobro definisani za nultu masu
fermiona. Da bi se ovo izbeglo mnogi autori koriste normalizaciju [§]

U, (p)us(p) = —0r(P)vs(P) = 2mdys (6.5.7)

Na taj nac¢in se uklanjanja faktor 2m u imeniocu normalizacionog faktora Dirakovih spinora
u izrazima (6.5.6). Mi ¢emo ipak zadrzati normalizaciju (6.5.4). Na kraju ra¢una ¢emo,
tj. posle nalazenja preseka za rasejanje, uze¢emo da je m = 0.

Drugo, vazno pitanje je pitanje helicitetnih stanja neutrina odnosno antineutrina. Di-
rakov spinor pozitivno energetske ¢estice polarizovane duz pravca s obelezavamo sa u(p, s) =
uy(p). Lako se vidi [12] da je

u(p, s)u(p, s) = 1+T75¢162+_mm : (6.5.8)
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Sa desne strane je proizvod projektora na dato spinorsko stanje i na pozitivno energetska
resenja. Ako dalje sa v(p, s) = v1(p) obelezimo negativno energetsku ¢esticu polarizovanu

duz pravca —s onda je’

1+75¢]é—m.

v(p, s)o(p,s) = —— (6.5.9)

Helicitetni bazis se dobija uzimanjem n = p/|p|. Neutrini imaju malu masu, pa ¢emo zato
uzeti limes z= — 0. U ovom limesu vektor s postaje je s* = %. Za helicitet —i—% je
P

1+75%16+m 145 p+m

U 5.1
u1(p)ui(p) = 9 om 9 om (6.5.10)
U slucaju cestice negativnog heliciteta analogno imamo
_ l—vp+m
= —_— . 6.5.11
u2(p)u2(p) ™ ( )

Ovu relaciju ¢emo koristiti za neutrino, jer on ima negativan helicitet. Analogno, Dirakovi
spinori anticestice pozitivnog heliciteta zadovoljavaju

1+ ’75é ]ﬁ —m
U = m ) 6.5.12
v1(p)v1(P) 5 o ( )
Zbog jednacina kretanja za v spinore kona¢no imamo
1-— —-m
n(p)nu(p) = L8P (6.513)

2 2m

Ovu formulu ¢emo primenjivati kod antineutrina. Pojava mase neutrina u imeniocu ovih
projektora nije problem. Ona ¢e se skratiti sa masom koja dolazi iz normalizacije. Za
anticesticu negativnog heliciteta dobija se

1+’y536—m

6.5.14
2 2m ( )

v2(P)V2(P) =

Kvadrat amplitude prelaza, usrednjen po polarizaciji W bozona (vidi Dodatak C) i sumiran
polarizacijama elektrona, je

> ) (e, p)y*(1—5)ui(v,q)

1

r=1 \=1
x01(v, )" (1 = y5)ur(e, Plen(k, A, (K, A) -
Primenom (6.5.6) i (6.5.12) dobijamo

(M[*) =

Wl =
ool&

(IMJ?) = g—§<—gw+ ZIZ >Tr<(}/>+me) (1—75)1 _7"%“) . (6.5.15)

32m.m, 2

9Znak minus moze izgledati neprirodno. Medjutim, upravo on ée obezbediti da anti¢estica ima pozitivou
projekciju spina na pravac s.
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U prethodnom izrazu mogli smo ukljuciti i negativanu polarizaciju antineutrina, jer je taj
doprinos zbog oblika interakcije, 1 — 75 jednak nuli.
Izracunavanjem traga u gornjem izrazu dolazimo do

g (p,q+2w> _ (6.5.16)

(IMP) = 52—
32m.m,, M,

U sistemu mirovanja W bozona cetvoroimpulsi su

k' = (Mw,0,0,0)

p* = (FE,0,psiné,pcosh)
¢ = (F',0,—psinf, pcosh) . (6.5.17)
Konacno dolazimo do
2 2 / 2
=——= (3FF . D1
(IMP) = 12— (35 + ) (6515)

Amplituda prelaza za proces W~ — e~ + 1, je

2m) oW (k —p — 5.
Spi = (2m) P q\/VE VE,W (6.5.19)

Kvadrat amplitude prelaza je

Tmem,
2V2EE myy

Odmah uocavamo da se masa neutrina krati u ovom izrazu. Iz izraza za amplitudu prelaza
lako se dobija Sirina raspada. Ona je data sa

[Spil* = (2m)'6 W (k — p — q) (M%) - (6.5.20)

Siil? Vd3 Vd3q
/ [5;i p (6.5.21)
3 (2m)3’
Integracijom po faznom prostoru finalnih cestica dobijamo
Gr M3,
= P TE (6.5.22)

A8t /2 67

Ovaj rezultat je nezavisan od vrste leptona. Lako se vidi da je numeri¢ka vrednost Sirine
raspada

T(W- = e ) =T(W~ = pu5,)=0(W" =7 )~ 226MeV . (6.5.23)

W~ se moze raspasti i na parove dii, odnosno s¢. Raspad u par bt je kinematicki zabranjen,
zbog masa cCestica. Zbog kolornih stepeni slobode Sirine raspada W bozona u kvarkove ima
dopunski faktor 3. Takodje, moramo voditi racuna o CKM koeficijentima u verteksima.
Sirina raspada W~ — d 4 @ je

Gr

F(W™ —=d+a) = o3

Va2 M, (6.5.24)
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a u sc kvarkove je
Gr

27r\/§
Vrednosti za kvadrate matri¢nih elemenata CKM matrice su |V,4]? = 0,977, |Vis|? = 1.022
pa je

(W~ —s+¢) = Ve 2 DM, (6.5.25)

W™ —wd+u)=T(W~™ = s+¢) =~ 678MeV . (6.5.26)
Ukupna Sirina raspada W~ bozona se dobija sabiranjem po svim kanalima raspada.

oCr Miy
V2 6
Numericka vrednost ukupne Sirine raspada W bozona je oko 2GeV, sto je u saglasnosti sa

eksperimentalnim rezultatima.
7Y bozon takodje ima vise kanala raspada. To su

Ftot - (6527)

(e +et,
po A+t

72° < v+, . (6.5.28)

( 414

Raspad Z° na par t + t je kinematicki zabranjen, pa se Z° raspada samo na prvih pet
kvarkova. Kvarkove ne mozemo da vidimo odvojene, ve¢ samo vezane u hadronima, pa se
u eksperimentima zapravo, umesto pojedinacnih kvarkova detektuju mlazevi hadrona, dze
tovi ("jets”). U zadatku 6.8 b) éete ekplicitno racunati Sirinu raspada Z° na leptonski par.
Rezultat koji se dobija je

MS
0(Z° =1 +1%) = gﬁ[(l — 2sin? Oy )? + 4sin’ O] . (6.5.29)

Numericka vrednost ovog izraza je priblizno I'(Z° — [71) ~ 83,4MeV. Z° bozon se moze
raspasti i na neutrino-antineutrino par. Sirina ovog raspada je

GrM3
12427

Gornji rezultat moramo uracunati tri puta, zbog toga Sto imamo tri razli¢ita neutrina:
elektronski, mionski i taonski. Z° bozon se moze raspasti i na kvark-antikvark parove:
ui, dd, s§, ¢, bb. Sirine ovih raspada se nalaze analogno raspadu na leptone. Ukupna
Sirina raspada Z° bozona je oko 2,5GeV. Poredjenje izmerene i izrac¢unate Sirine raspada
je dobar test koji dokazuje postojanje tri generacije leptona.

N(Z° s v+p)= ~ 170MeV . (6.5.30)
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6.5.2 Higsov bozon

U ovom poglavlju ¢emo diskutovati svojstva, produkciju i raspad Higsovog bozona. Nase
izlaganje je zasnovano na analizi u knjizi posvecenoj fenomenologiji elementarnih cestica
[19].

Najpre ¢emo odrediti sa kojim ¢esticama Higsov bozon interaguje. U poglavljima 6.2.3 i
6.3.2 smo videli da je interakcija Higsovog bozona sa fermionima (leptonima i kvarkovima)
data lagranzijanom

__Mmfz
AL=—2ffH. (6.5.31)

Sa f smo obelezili Dirakov spinor za leptone, odnosno kvarkove, dok je m; masa odgo-
varajuCeg fermiona. Na osnovu ovoga vidimo da se Higsov bozon moze raspasti na fermion-
antifermion par

H—ff, f=1.q. (6.5.32)

Sirina raspada za ovaj proces je, videti zadatak 6.8 a),

\/iGFm?CmHNc (1 4m?>3/2

2
8 mi

I(H— ff) = (6.5.33)

Za leptone je N. = 1, dok je, zbog kolornih stepeni slobode, za kvarkove N. = 3. Vidimo
da je sirina raspada proporcionala kvadratu mase fermiona, tako da je dominantan raspad
H — bb, jer je my = 4,5GeV. Na osnovu izraza (6.5.33) dobijamo da &irina raspada
Higsovog bozona na bb iznosi I = 2MeV. Ova §irina raspada je dosta mala. Ona je hiljadu
puta manja od §irine raspada W= i Z° bozona. Verovatnoéa raspada Higsovog bozona na
par 7777 ili ¢¢ je deset puta manja nego verovatnoca za njegov raspad na bb par.

Higsov bozon se mozZe raspastiina WHW =i Z°Z°. Primetimo da ovi raspadi slobodnog
Higsovog bozona nisu kinematicki dozvoljeni, jer je masa Higsovog bozona 125GeV, tj.
my < 2my odnosno my < 2myz. Da bismo odredili vertekse izmedju Higsovog bozona
i gradijentnih bozona, moramo se vratiti na lagranzijan (6.2.30). Prvo ¢emo kovarijantni
izvod D, ®, nakon spontanog narusenja simetrije, izraziti preko fizickih gradijentnih polja

V2 — (0 + H)W[W,
2 \0.H+ivoi+gw+H)Z,)

Na osnovu ovog izraza mozemo nadi ¢lan (D*¢)'D,¢ u lagranzijanu. Iz ovog ¢lana izdva-
jamo interakcioni ¢lan

D¢ = (6.5.34)

2
AL = mWWTW“HJr ZZ ZhH + WWTW“H2 QZZMZ“HQ. (6.5.35)

Odgovarajuéi verteksi su prikazani na slici 6.15.
Higsov bozon se u procesima viseg reda moze raspasti na ¢etiri fermiona preko dva kanala:
Iyl 1 17171, Ovi procesi su prikazani na slikama 6.16.
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Slika 6.16: Raspadi H = It +uy++ 1" 1 H =1t +1" +1T+1".

Takodje, Higsov bozon se moze raspasti na dva gluona ili dva fotona, slika 6.17.

Y

Slika 6.17: Raspadi H - g+gi H — v+ 1.

Raspad Higsovog bozona na dva gluona je reda velicine raspada na 7777, dok je Sirina

raspada na dva fotona 50 puta manja. Na slici 6.18 su prikazane verovatnoce za razlicite
kanale raspada Higsovog bozona u funkciji njegove mase.
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Slika 6.18: Razliciti kanali raspada Higsovog bozona.

Rekli smo ranije da je Higsov bozon otkriven 2012. godine na LHC eksperimentu u
CERN-u u sudarima dva protona. Proton je sastavljen od dva u i jednog d kvarka. Oni su
tzv. valentni kvarkovi. Medjutim, proton je komplikovan fizicki sistem. Pored valentnih
kvarkova, u protonu postoje virtuelni parovi kvarka i antikvarka, kao i virtuelni gluoni. Na
slici 6.19 je prikazano kako se Higsov bozon dobija na LHC-u. U sudarima protona mogu
se izdvojiti ¢etiri procesa nastanka Higsovog bozona, prikazanih na slici 6.20.

Slika 6.19: Proizvodnja Higsovog bozona na LHC-u.

Verovatnoéa za proizvodnju Higsovog bozona iz bb para je vrlo mala zbog malog uceséa
ovih kvarkova u protonu. Zbog znatno veceg udela gluona u protonu, najverovatniji proces
za produkciju Higsov bozon je preko kanala gg — H. Ovaj kanal se naziva gluon-gluon
fuzija. Verovatnoca za produkciju Higsovog bozona preko WW H interakcije je desetak
puta manja od verovatnoce za njegovu produkciju u gluon-gluon fuziji. Posle raspada
ovako nastalih Higsovih bozona, detektuju se razliciti finalni procesi. Od njih, najkorisniji
za analizu podataka, pa time i za detekciju Higsovog bozona su ¢etvoroleptonski kanal i
dvofotonski kanal.



170 GLAVA 6. STANDARDNI MODEL ELEKTROSLABE INTERAKCIJE

q q
ol
g
H H
o . :

a) b)

A
q w/z*
q h N H

c) d)

Slika 6.20: Razliciti kanali produkcije Higsovog bozona na LHC-u.
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Slika 6.21: Broj dogadjaja za raspad Higsovog bozona.

Potraga za Higsovim bozonom je radjena u ATLAS (A Toroidal LHC ApparatuS) i CMS
(Compact Muon Solenoid) eksperimentima na LHC-u. U CMS eksperimentu odredjivana
je zavisnost broja dogadjaja za raspad Higsovog bozona u dva fotona u funkciji invarinatne
mase para yy. Ova zavisnost je prikazana na slici 6.21 i pokazuje jasno postojanje rezonance
na 125GeV. ATLAS ekseriment je detektovao Higsov bozon na osnovu njegovog raspada
na Cetiri leptona.

6.6 Neki procesi u okviru Standardnog modela

Zavrsimo ovo poglavlje sa nekoliko procesa za koje ¢emo nacrtati Fajnmanove dijagrame.
Videli smo da postoje tri tipa slabih procesa: leptonski, semileptonski i hadronski. Na-
veséemo nekoliko leptonskih procesa. Kao prvo to su rasejanja neutrina na elektronu. Za
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proces rasejanja

Vet € —VU,+6e

postoje dva Fajnmanova dijagrama, data na slici 6.22.

Ve€ —> Vg€

Ve Ve Ve e

Slika 6.22: Fajnmanovi dijagrami za rasejanje v, + e~ — v, + €.

U prvom dijegramu je propagator Z° bozon, dok je u drugom W bozon. Sa druge
strane, za rasejanje

Vyte —v,+e

postoji samo jedan dijagram i to preko Z bozona, slika 6.23.

v,e — v,e

VH V,LL
Slika 6.23: Fajnmanov dijagram za rasejanje v, +e~ — v, + €.
Jos jedan vazan leptonski proces je mionski raspad,

pwo—e +u,+r.. (6.6.36)

Fajnmanov dijagram je dat na slici 6.24.
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A -
B >

T Yy

Slika 6.24: Fajnmanovi dijagrami za raspad p~ — e~ + v, + V..

Kod procesa u kojima ucestvuju hadroni situacija je komplikovanija, jer su hadroni
kompozitne ¢estice, sastavljene od kvarkova i mnogo virtuelnih cestica (gluona, kvarkova i
antikvarkova). Pri raspadu neutrona

n—pt+e +1

jedan d kvark u neutronu se raspada preko W bozona na u kvark, elektron i elektronski
neutrino. Nastali u kvark sa d i u kvarkom iz neutrona formira proton, slika 6.25

Z \ > =/’;L n—p+e + U
@@ )¢

Slika 6.25: Fajnmanovi dijagrami za raspad n — p + e~ + 7.

Y

Raspad 7t mezona, slika 6.26, je takodje semileptonski proces

=t + .

at = uty,

Slika 6.26: Fajnmanovi dijagrami za raspad 7= — p* + v,.
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Konaéno, postoje i ¢isto hadronski slabi procesi. Jedan od njih je raspad A® bariona
AN = p+7.

Dijagram za ovaj proces je predstavljen na slici 6.27.

A= pr™

Slika 6.27: Fajnmanovi dijagrami za raspad A° — p + 7.

Zadaci

6.1. Pokazati da vazi:
a) eyte = e yter + egyter , gde je e, = Pre = (1 —1°)e i er = Pre = 5(1 4+ °)e.
b) Ly"L = §up9"(1 = 7" )vg, + ey (1 — 7°)e.
6.2. Ispitati da li je ¢lan mee, gde je e Dirakov spinor koji opisuje elektron, invarijantan
na globalne SU(2);, ® U(1)y. Proveriti zatim kako se ¢lan er®*L + L®er ponasa pri
globalnim SU(2), ® U(1)y transformacijama. Ovde je ® Higsov dublet, L leptonski levi
dublet i eg lepronski desni singlet.

6.3. U standardnom modelu se moze umesto Higsovog dubleta uzeti triplet kompleksnih
skalarnih polja ¢ = (¢°,¢~, ¢~ )T. Napisati kako kovarijantni izvod deluje na polje ¢.
Birajuéi vakuumsku ocekivanu vrednost kao < ¢ >¢= (\%,O,O)T, analizirati spontano
narusenje SU(2); x U(1)y simetrije. Odrediti koji su generatori o¢uvani i naéi mase
”gauge” bozona. Generatori SU(2) grupe u vektorskoj reprezentaciji su:

1 010 1 0 — 0 10 0
J=—|101 ]}, Jo=—7| 1t 0 —i ), Js=[00 0
V2 010 V2 0 ¢ 0 00 -1

6.4. Pokazati da se fizicka polja W=, Z° A pri U(1)q transformisu kao
- 3y +
SWE = 4P
1
0A, = E8M(293)
2, = 0. (6.6.37)
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6.5. Da li je ug(®'Q) invarijantan na SU(2)r, U(1)y, U(1)g transformacije?

6.6. U okviru Vajnberg-Salamovog modela elektroslabih interakcija nacrtati sve Fajn-
manove dijagrame koji u najnizem redu teorije perturbacije opisuju procese:
a)e + et = U, + V..
b) ut — v, + v + et
c)m = U, + p.
d)n = 0. +e +p.
QO — 20+ 7.

6.7. Nacrtati sve Fajnmanove dijagrame sa jednim, dva i tri verteksa koji opisuju proces
raspada Higsovog bozona u okviru Vajnberg-Salamovog modela elektroslabih interakcija.

6.8. U okviru Vajnberg-Salamovog modela elektroslabih interakcija izracunati u najnizem
redu teorije perturbacije:

a) Sirinu raspada H — e + e™.

b) Sirinu raspada Z° — e + et.

c) §irinu raspada Z° — W + W+,

d) kvadrat amplitude prelaza (|M|?) za rasejanje u~ + v. — €~ + v, u sistemu centra
masa.
U zadacima a) i b) uzeti da su izlazne Cestice ultrarelativisticke, tj. da vazi E ~ |p] > m.
U zadatku d) uzeti limes My, > |];| > my, Me, gde je k razmenjeni impuls u procesu.

6.9. Izracunati Sirinu raspada za proces Z° — p + u'. Uzeti da je polarizacija Z° u
sistemu mirovanja data sa et = \%(O, 1,7,0)T i da su izlazne cestice ultrarelativisticke.

6.10. Otkri¢e neutralnih struja

a) Izracunati efikansi presek (u CM sistemu) za proces e™ +v, — pu~ +v,.. Pretpostaviti
da je energija na kojoj se desava interakcija mnogo manja od masa W* i Z° bozona, kako
i da je m, =~ 0.

b) Izracunati efikasni presek (u CM sistemu) za proces e~ +v,, — e~ +v,. Pretpostaviti
da je energija na kojoj se desava interakcija mnogo manja od masa W+ i Z° bozona, kako
i da je m, ~ 0.

c) Pokazati da je

_ o e 1 4
ole” + v, ¢+ v = — —sin?6,, + = sin? 4,
ole- 4+ v, = pu +rv.) 4 3

Ovaj rezultat je koris¢en u eksperimentu koji je potvrdio postojanje neutralnih struja i
postavio eksperimentalnu vrednos ugla 6, na 6, ~ 29°.

6.11. Z° bozon

a) Na osnovu Fajnmanovih pravila, nacrtati dijagrame za sve moguce kanale raspada
Z° bozona. Da li uoc¢avate probleme u detekciji nekog od ovih kanala? Koje probleme i
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zbog ¢ega? Totalana Sirina raspada Z° bozona je zbir parcijalnih §irina raspada za pojedine
kanale. Izracunati parcijalnu §irinu raspada za kanal Z° — ut + pu~, pretpostavljajuéi
da je M7 > m2.
b) Razmotriti rasejanje
e +et = e + et

u blizini Z° pola (na energijama E? ~ M3%). Izracunati efikasni presek za ovaj proces
i razmortiri njegovo ponasanje na niskim energijama (E < My), energijama reda My i
visokim energijama (E > My). Kako Z° nije stabilna estica, za propagator koristiti izraz

—i(guv—kuky /M%)
kJQ—M%+iM2FZ

o(E) za ovo rasejanje, vodedéi racuna o doprinosu EM procesa na niskim energijama.

, gde je I'; ~ 2.5GeV &irina raspada Z° bozona. Nacrtati grafik zavisnosti

6.12. R-faktor kao dokaz postojanja boje

a) Nacrtati Fajnmanov dijagram za proces e~ + e — pu~ + u™, pa zatim izracunati
efikasni presek u ultrarelativistickom limesu (m. < m, < E, gde je E energija raspoloziva
u procesu).

b) Za proces e~ + et — ¢ + ¢, gde su ¢ i ¢ kvark i odgovarajuéi antikvark, nacrtati
Fajnmanov dijagram. Zatim izracunati efikasni presek u ultrarelativistickom limesu. Ovaj
proces tretirati kao ¢ist QED proces, zanemarujuci efekte jake interakcije. Takodje, uzeti
u obzir da se svaki kvark javlja u 3 boje.

c¢) Na zadatoj energiji procesa od 2GeV, izracunati

_olem +et = g+ 9
Tole T oo )

Objasniti rezultat, pa zatim opisati re¢ima kakve promene oc¢ekujete u dobijenom rezultatu
sa povecanjem energije u procest.
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Glava 7

Kvantna hromodinamika

U ovoj glavi ¢emo ukratko razmotriti interakciju izmedju kvarkova, jaku interakciju. Za
njen opis nam nece trebati mehanizam spontanog narusenja simetrije, pa bi se moglo reci
da je formalizam jake interakcije jednostavniji od formalizna (elektro)slabe interakcije.
Ipak, vide¢emo da jaka interakcija ima dosta neobi¢nih osobina, od kojih su neke kontrain-
tuitivne. Kvantna teorija jake interakcije se naziva kvantna hromodinamika (Quantum
Chromodynamics).

7.1 Dejstvo za jaku interakciju

Videli smo u poglavlju 2.9 da kvarkovi nose kvantni broj boje. Ovaj kvantni broj pred-

stavlja naboj za jaku interakciju. Leptoni nemaju boju i ne ucestvuju u jakoj interakciji.

Teorija jake interakcije je zasnovana na SU(3). lokalnoj simetriji i ona se naziva kvantnom

hromodinamikom. Indeks ¢ je od ”colour”, pa ovu grupu cesto zovemo kolorna grupa.
Kvarkovi su kolorni triplet. Svaki kvark moze biti crven, plav ili zelen:

qu wul
¢u = wuB = wuZ )
1/JuG 1/)u3

gde su 1y 2 3 bazisni vektori u trodimenzionoj definicionoj reprezentaciji. To jest

0

1
Yr=P1= (0], Yp=to= 11|, vYag=13= (7.1.1)
0

_ O O

0

Lagranzijan koji opisuje jaku interakciju kvarkova ima standardni oblik Jang-Milsovog
Lagranzijana:
S ; 1 a va
L= Z%(VY“DM — M) — ZFWF“ , (7.1.2)
k=1

177
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gde su

N
Dy = (8u—zgSAM?)w, (7.1.3)
Fi, = 0,A, —0,A7 + gsf“bCAZAl‘i, (7.1.4)
kovarijantni izvod i tenzor jacine polja, respektivno. Matrice A* su Gelmanove matrice
(2.5.1), a=1,...81 f% su strukturne konstante su(3), algebre.
Prenosioci jakih interakcija, potencijali A**, a = 1,...,8 nazivaju se gluoni. Oni
pripadaju osmodimenzionoj (pridruzenoj) reprezentaciji grupe SU(3).. Konstanta my je

masa k-tog kvarka, a gs konstanta jake interakcije. Interacija gluona sa kvarkovima je data

Sa
a

~ A ..
Lin = 9ot " Uy AY i, j = 1,2,3 . (7.1.5)

Odgovarajuéi verteks je dat na slici 7.1.
—2g,T*4*

Slika 7.1: Verteks izmedju kvarkova i gluona.

Kao i u svim neabelovim gradijentnim teorijama, gluoni interaguju medjusobno. Ver-
teksi koji odgovaraju ovoj interakciji su prikazani na slici 7.2.

H.a v.b

o.d p.c

Slika 7.2: Gluonski verteksi.

Odredimo ja¢inu interakcije (kolorni faktor) za dijagram sa slike 7.3. On ¢e predstavljati
proizvod SU(3). doprinosa verteksima.
[zaberimo prvo da su c¢; = G, co = R, c3 = R i ¢y = G. Onda je jac¢ina kuplovanja

8

a \a 2 2
s 9s
f= 93 § _51 _213 = Z()‘§1)‘E1)3 + )‘gl)‘%) 9 (7.1.6)

a=1

Kao drugi primer, mozemo izabrati ¢; = ¢o = ¢35 = ¢4 = R. U tom slucaju dobijamo
f =39
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RS B.c,
9
\\ G( ) ///
\ q
A D J
&>\_ }5( Q;\\
o %,
h Y
/ S
Pic, B<,

Slika 7.3: Rasejanje kvarkova u kvantnoj hromodinamici.

7.2 Asimptotska sloboda i zarobljenost kvarkova

U ovom poglavlju objasni¢emo fenomen asimptotske slobode karakteristican za neabelove
gradijentne teorije. Mi ¢emo prezentovati samo nekoliko osnovnih rezultata, jer detaljna
analiza zahteva poznavanje renormalizacije i renormalizacione grupe, koje se detaljno
izucavaju na kursu Kvantne teorije polja.

Krenu¢emo od kvantne elektrodinamike. Fajnmanov dijagrami za rasejanje elektrona
na protonu ukljucuju dijagrame sa polarizacijom vakuuma i dat je na slici 7.4. Ispostavlja
se da je ovaj dijagram odgovoran za renormalizaciju naelektrisanja elektrona.

Slika 7.4: Polarizacija vakuuma u QED.

Direktnom primenom Fajnmanovih pravila imamo
d*k 1 1
T () = —(—i 2/ T ( v ") 727
L (¢°) (—ieo) (2m)* r }é—ﬁ—mo—i-iefyk—mo—l—ie’y ( )
Konstanta ey je tzv. golo naelektrisanje elektrona, a mgy gola masa elektrona. Za velike
impulse k, ovaj dijagram se ponasa kao
A 1.3
k>dk
/ (7.2.8)

L2

i on bi trebalo da bude kvadratno divergentan. Medjutim zbog gradijentne simetrije, koja

ublazuje divergenciju integrala ovaj dijagram je logaritamski divergentan. Moze se pokazati
[8] da on ima strukturu

A (¢%) = (g™ — ¢"¢")ill(¢?) (7.2.9)

gde je
2

eo /1 ! — (1 — z)¢?
() = _ﬂ<_ 0 / dz1n 0 Z( ©)a ) . (7.2.10)
0
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Ovaj integral je izrac¢unat u tzv. dimenzionoj regularizaciji u kojoj se uzima da je dimenzija
prostora D = 4 — ¢, gde je € mali regularizacioni parametar. Prvi ¢lan u (7.2.10) je
divergentan, kao Sto smo ocekivali. Konstanta v je Ojlerova konstanta, a 1 parametar koji
ima dimenziju mase.

Pun fotonski propagator je prikazan na slici 7.5.

’\/\/\/\/—I—’V\/V\/O\/\/WJr’\/\/\AO\/\/V\O\/\/\N

Slika 7.5: Sopstvena energija fotona.

Prvi dijagram je u najnizem redu teorije perturbacije i on ne sadrzi petlje, dok su ostali
dijagrami sa petljama i oni su viseg reda. Sumiranjem dijagrama viseg reda, dobijamo
modifikaciju progatatora fotona

MY 52 ARV 52
—1gh’eg —1gh’eg
Q> + i€ q% + ie

(1+H(q2) +I12(g?) +) , (7.2.11)

gde smo propagatoru dodali gola naelektrisanja elektrona iz verteksa. Sumirajuci dijagrame
dobijamo

—igh” e’ —igh” e’

¢ +ie  ¢*(1—1(¢?)) + i€

Na osnovu ovog rezultata zakljucujemo da se naelektrisanje elektrona modifikuje i postaje

(7.2.12)

&%)

= (7.2.13)

Qleff

gde je ag = €3/(4m), odnosno aeg = eZ;/(47). Nealektrisanje se zbog interakcije ne samo
menja, tj. renormalizuje, ve¢ postaje zavisino od impulsa. Dakle, konstanta interakcije nije
konstanta ve¢ zavisi od energije. Sta je onda naelektrisanje elektrona e koje mi znamo?
Ono je definisano izborom ¢ = 0, tj.

a=a ((1220):6—22L (7.2.14)
ot AT 137 a
odnosno o
0
=T 7.2.15
@ T a(0) (7.2.15)
Lako se dobija da je efektivno naelektrisanje elektrona dato sa
2 [0
Qefrlq”) = 7.2.16
) = () - 1)) (7210
Za —q? > m? dobijamo
2
11(¢?) - 11(0) == (1)) (7.2.17)
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odnosno

L_1 1 (@> . (7.2.18)

Qg « 3 m2

Zavisnost efektivne konstane interakcije od energije data je na slici 7.6.

efektivno
naelekirisanje
(~ o)

/128
= /137

visoke energije M, niske energije

Slika 7.6: Zavisnost konstante interakcije od energije u QED.

Vidimo da sa poveveéanjem energije (smanjivanjem rastojanja) konstanta interakcije raste.
Ovo je kvantno mehanicki analogon ekraniranja naelektrisanja u elektrodinamici. Naelek-
trisanje () koje se nalazi u dielektriku efektivno je manje jer je ekranirano sredinom. Pri-
blizavanjem naelektrisanju, $to odgovara veéim energijama eksperimenta (merenja), vred-
nost naelektrisanja raste.

Gornja procedura se moze sprovesti u kvantnoj hromodinamici. Funkcije T1(¢?) — I1(0)
u kvantnoj hromodinamici je

Qg 2 m?
[1(g*) = 1(0) = 2 (G — 1)l = . (7.2.19)
gde je
g2
a0 =7, (7.2.20)
7

a ny, je broj kvarkova. Dijagrami koji daju doprinos I1(¢?) su prikazani na slici 7.7.
Efektivna konstanta jakih interakcija je [9]

a(p?)
st (q?) = : (7.2.21)
" L4 (11 — 2 200 1y (L]
gde je pu? referentna tacka. Za broj kvarkova nj = 6, dobijamo %nk — 11 = —=7. U ovom

slucaju efektivna konstanta interakcija ima drugacije ponasanje od konstante interakcije u
kvantnoj elektrodinamici. Ona opada sa energijom. Ovaj fenomen se naziva asimptotska
sloboda. Nobelovu nagradu 2004 godine su za ovo otkri¢e podelili Policer (D. Politzer),
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. BN

Slika 7.7: Polarizacija vakuuma u kvantnoj hromodinamici na nivou jedne petlje.

Gros (D. Gross) i Vileek (F. Wilczek). Na ovaj nacin je objasnjenja zarobljenost (con-
finment) kvarkova unutar hadrona. Na malim rastojanjima (veée energije eksperimenta)
konstanta interakcije je slabija. Sa povetanjem rastojanja izmedju kvarkova u hadronu,
konstanta interakcije raste i mi ne mozemo da rastavimo hadron na kvarkove. Ovakvo
ponasanje konstante interakcije je kontraintuitivno. Zavisnost konstante interakcije od
energije u kvantnoj hromodinamici je prikazana na slici 7.8.

efektivni
naboj boje
(~ o)

CONFINEMENT

ASIMPTOTSKA
SLOBODA

visoke energije niske energije (~1 GeV)

Slika 7.8: Zavisnost konstante interakcije od energije u QCD.

Zadaci

7.1. Razmotriti kvark-kvark rasejanje. Nacrtati Fajnmanov dijagram, pa zatim napisati
izraz za Fajnmanovu amplitutdu. Uporediti ovaj izraz sa Fanmanovom amplitudom za
elektron-elektron rasejanje. Na osnovu poredjenja, moze se zakljuciti da potencijal koji
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odgovara kvark-kvark interakciji ima oblik

aghe
Vag=—1 ;

r

gde je
7 <
= 2 (e daer) (e Aacs)

a=1

183

(7.2.22)

kolorni faktor i predstavlja proizvod dva vreteksa (do na gama-matrice). Izracunati kolor-
faktore za ovo rasejanje. Diskutovati razliku izmedju tripletne i sekstetne konfiguracije.

7.2. Ponoviti prethodni zadatak za slucaj kvark-antikvark rasejanja. Diskutovati razliku

izmedju singeltne i oktetne konfiguracije.
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Dodatak A

Teorija grupa-kratak podsetnik

itno predpostavljali da su ¢itaocu poznate. Mnogo detalja iz teorije grupa i njenoj vezi sa
fizikom mozete nadi u [2, 3, 4, 16, 17, 18].

A.1 Grupe

e Grupa G je skup elemenata {g1, go, . . . , g } sa operacijom mnozenja elemenata grupe
koja zadovoljava sledece aksiome:

1. Proizvod svaka dva elementa grupe takodje je element grupe, tj.
V91,9, € G) gi-9,€G . (1.1.1)

Ova aksioma je poznata kao aksioma zatvorenosti.

2. Mnozenje je asocijativno, tj. za svaka tri elementa grupe vazi
(9i-95) 91 = 9i - (95 - 9r) - (1.1.2)
3. Postoji jedinstveni jedini¢ni element e takav da je
(Vg€ G) gire=e-gi=gi. (1.1.3)
4. Za svaki element grupe g; postoji jedinstven inverzni element g; !, takav da je
99 =g g=e. (1.1.4)
Broj elemenata diskretne grupe se naziva redom grupe, i oznacava se sa |G|.
e Za grupu ¢emo re¢i da je Abelova ukoliko njeni elementi komutiraju.

e Za podskup H grupe G rec¢i¢emo da je podgrupa grupe G u odnosu na mnozenje u
grupi G ako je H takodje grupa. Potreban i dovoljan uslov da je H podgrupa od G
je da hihj_l pripada H za svaka dva elementa h; i h; iz H.

185
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e Podgrupa H je invarijantna (odnosno normalna) ukoliko za svaki element h € H

i za svaki ¢ € G, element ghg~! pripada podgrupi H. Grupa G je prosta ako ne
sadrzi invarijantne podgrupe. Ako grupa ne sadrzi Abelove invarijantne pogrupe ona
je poluprosta.

Neka je H podgrupa grupe G, tj. H < G. Formirajmo skup gH = {g - h1,g - ha, ...},
gde je g proizvoljan fiksiran element grupe G koji ne pripada podgrupi H. Skup gH
se naziva levi koset od H u odnosu na element g. Menjaju¢i g dobijamo razlicite
leve kosete. Za dva elementa grupe g; i go reéi¢emo da su ekvivalentna (g; ~ g2) ako
postoji h € H takvo da je g3 = goh. Drugim rec¢ima, dva elementa su ekvivalnetna
ako pripadaju istom kosetu.

Moze se pokazati da je grupa G disjunktna unija coseta g1 H, goH,.... Skup koseta
formira koset prostor. Generalno, koset prostor nije grupa. U specijalnom slucaju,
kada je H invarijantna podgrupa, koset prostor G/H jeste grupa.

Desni koseti, Hg se definiSu analogno. Ako je H invarijantna podgrupa, tada se levi
i desni kosetni prostori poklapaju.

Grupa G je direktan proizvod podgrupa H; i Hy, G = H; ® H, ako:

- svaki element iz G mozemo napisati u obliku g = hy o ho, gde hy € Hy i hy € H,.

-H, i Hy imaju samo jednicni element zajednicki. Zbog ove osobine faktori hy i ho
su jedinstveni.

- H, i Hy su invarijantne podgrupe.

Grupa G je semidirektan proizvod podgrupa H; i Hy, G = Hy N\ H,, ako:
-svaki element iz G mozemo napisati u obliku g = hq o hy, gde hy € Hy i hy € Hs.

-H; i Hy imaju samo jednicni element zajednicki. Zbog ove osobine faktori hy i ho
su jedinstveni.

- H, je invarijantna podgrupa.
Spoljasnji direktni proizvod dve grupe Gy i G5 je Dekartov proizvod
G1 x Gy ={(g1,92)|g1 € G1 A\ g2 € G} (1.1.5)
sa mnozenjem
(91,92) - (91, 92) = (910 91,920 95) - (1.1.6)

Homomorfizam je preslikavanje grupe G; u grupu Gs, f : G; — G5 koje cuva
proizvod. To jest,

flg1) o f(g2) = flg1-92) , (1.1.7)

za svaki g1 € G1 1 g2 € G5. Mnozenje u grupi (G; je obelzeno sa -, a u grupi Gs sa
o. Ovo preslikavanje ne mora da bude 1 — 1, to jest, vise elementata is G; mogu
da se preslikaju u jedan element iz (GG5. Jedinitnom elementu Iy iz G5 odgovara



Al

GRUPE 187

viSe elemenata I, I, ... iz G, od kojih je samo jedan jedini¢ni element iz G;. Ovi
elementi ¢ine podgrupu Z, koja je invarijantna podgrupa grupe G i naziva se kernel
homomorfomizma. Faktor grupa G1/Z je izomorfna grupi Gb.

Grupe G i G5 su izomorfne ako su elementi u 1 — 1 korespodenciji, koja je ocuvana
pri kompoziciji.

Lijeva grupa je grupa koja ima strukturu diferencijabilne mnogostrukosti. Proizvol-
jan element Lijeve grupe je oblika

g=gla',....a") =gla), (1.1.8)
gdesual,...,a" koordinate na mnogostrukosti M pridruzene grupi G. Bez gubitka
opstosti mozemo uzeti da je jedini¢ni element e = ¢(0,...,0).

Koordinate proizvoda svaka dva elemetna su analiticke funkcije koordinata ta dva
elementa i koordinate inverznog elementa ¢~! su analiticke funkcije koordinata od
g. Preciznije, za proizvod elemenata Lijeve grupe, g(a)g(b) = g(c) zahtevamo da su
parametri proizvoda

c=c(a,...a" b, .. . b") (1.1.9)
glatke funkcije, tj. beskonac¢no puta diferencijabilne. Za inverzni element (g(a))™! =
g~1(a) takodje vazi uslov da su @’ = a@'(a!, ..., a") glatke funkcije. Dimenzija Lijeve

grupa je dimenzija odgovaraju¢e mnogostrukosti.

Proizvoljan element u okolini jedinice je g(e', ..., ") mozemo da razvijemo u red oko
jedini¢nog elementa

99

1 n a
€,...,e)=1+4c¢€
g( ) 8(Ea rr=e®

=147 . (1.1.10)

Velic¢ine T su generatori Lijeve grupe. Oni ¢ine bazis tangentnog prostora jedini¢nog
elementa.

Kompaktna grupa je grupa kod koje je prostor parametara kompaktan.

Prosto-povezana grupa je grupa kod koje je prostor parametara prosto-povezan,
to jest svi zatvoreni putevi u prostoru parametara mogu da se skupe u tacku.

To jest, svi zatvoreni putevi ne mogu da se skupe u tacku, ali postoje klase puteva
koje mogu da se deformisu jedni u druge. Ako ovih klasa ima m, onda je G m-tostruko
povezana.

Univerzalno natkrivajuéa grupa G grupe G zadovoljava:

-G je prosto-povezana.

-G i G homoformne.

-G ne sadrzi nijednu prosto-povezanu podgrupu homoformnu sa G.



188 DODATAK A. TEORIJA GRUPA-KRATAK PODSETNIK

A.2 Algebre

e Realna Lijeva algebra L dimenzije n > 1 je realni vektorski prostor dimenzije n i
pravilom kompozicije koja se naziva Lijev proizvod [a, b], takav da, za sve a,b,c € L
vazi:

-la,b] € L.

-la+ Bb, ] = ala,c] + B[b, ], za sve a, f € R.
-la,b] = —[b, a].

-Jakobijev identitet: [a, [b, c|| 4 [b, [¢, a]] + [c, [, b]].

U slucaju matri¢cnih algebri, Lijev proizvod je komutator.
e Za Abelovu Lijevu algebru vazi [a,b] = 0, za svako a,b € L.

e Podalgebra L’ algebre L je podskup elemenata iz L, takvih da formiraju algebru
u odnosu na istu kompoziciju kao u L. Invarijantna podalgebra (ideal) je ona
podalgebra za koju vazi da komutator svih njenih elementa sa celom algebrom pripada
podalgebri, tj. [L/, L] C L.

e Prosta Lijeva algebra je algebra koja je neabelova i koja ne sadrzi nijednu invari-
jantnu podalgebru.

Poluprosta Lijeva algebra ne sadrzi nijednu Abelovu invarijatnu podalgebru.
e Neka je {T,} bazis Lijeve algebre. Tada je komutator dat sa
[To, Th] = ifupTe (1.2.11)
gde su f,, ¢ strukturne konstante i vazi f,,° = —f,,

e Veza Lijeve grupe i Lijeve algebre

Svakoj linearnoj grupi G dimenzije n, moze se pridruziti realna linearna Lijeva algebra
L.

-Svaki element a € L definise jednoparametarsku podgrupu A(t) grupe G, takvu da
je A(t) = e™ i —oo < t < 00.

-Svaki element g € G, u maloj okolini jedini¢nog elementa, pripada nekoj jednopa-
rameterskoj podgrupi A(t).

-Ako je G kompaktna Lijeva grupa, svaki element povezane podgrupe moze da se
prikaze kao e, gde je a neki element iz Lijeve algebre L. Ako je Lijeva grupa G
povezana i kompaktna, svaki element g € G moze da se prikaze kao g = e, za a € L.

e Primeri matri¢nih grupa

GL(N,C), generalna linearna grupa N x N nesingularnih kompleksnih matrica. Di-
menzija ove grupe je 2N?2.
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GL(N,R), generalna linearna grupa N x N nesingularnih realnih matrica formata.
Dimenzija ove grupe je N2
SL(N,C), specijalna linearna grupa je podgrupa GL(N, C) matrica jedini¢ne deter-
minante. Dimenzija ove grupe je 2(N? — 1).
SL(N,R), specijalna linearna grupa je podgrupa od GL(N,R) matrica jedini¢ne
determinante. Dimenzija ove grupe je N? — 1.
U(N), unitarna grupa kompleksnih matrica koje zadovoljavaju UUT = UT = I. Di-
menzija grupe je N2.
SU(N), specijalna unitarna grupa koja je podgrupa od U(N) koje zadovoljavaju
dopunski uslov da im je determinanta 1. Dimenzija grupe je N? — 1.
O(N), ortogonalna grupa realnih matrica formata N x N koji zadovoljavaju uslov
M™M = MM" = I. Dimenzija grupe je N (N — 1).
SO(N), specijalna ortogonalna grupa je podgrupa O(N) grupe ¢iji elementi zado-
voljavaju dopunski uslov da im je determinanta jednaka jedan. Dimenzija grupe je
IN(N -1).
Sp(2N,C), simplekticka grupa nad poljem kompleksnih brojeva. To je grupa cije
matrice M zadovoljavaju uslov

MYJM = J, (1.2.12)

J = 0 1 . 1.2.13
(% 0) (1213)

gde je J antisimetricna matrica

Dimenzija grupe je 2N (2N + 1).

Sp(2N,R), simplekticka grupa nad poljem realnih brojeva. To je grupa ¢ije matrice
M zadovoljavaju uslov
MTJIM = J. (1.2.14)

Dimenzija grupe je N(2N + 1).

U(n,m), n+m = N, je pseudounitarna grupa kompleksnih matrica koje zadovol-
javaju uslov MgMT = ¢ , gde je g dijagonalna matrica sa n jedinica i m minus

jedinica na dijagonali,
_ (Ig _3 ) . (1.2.15)

O(n,m), n+m = N, je pseudoortogonalna grupa realnih matrica koje zadovoljavaju
uslov MgM™ = g . Dimenzija $N(N — 1).

SO(n,m), n+m = N, je podgrupa pseudoortogonalne grupe koju ¢ine matrice
jedini¢ne determinante. Dimenzija grupe je %N (N —1).

Dimenzija ove grupe je N2.
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A.3 Reprezentacije

e Definisimo linearni, n-dimenzioni, vektorski prostor L,, i linerano preslikavanje 1" koje
slika vektor x € L,, u vektor 2’ = Tx € L,. Preslikavanje T je linearno, invertibilno
(ako je 1 — 1) i postoji jedini¢ni element.

U slucaju grupe G, ako svakom elementu g € G odgovara linearni operator T'(g) € L,,
takav da vazi T'(g1 0 g2) = T'(91)T(g2), onda skup operatora T'(¢g) ¢ini n-dimenzionu
reprezentaciju grupe G. Skup operatora T'(g) ¢ini grupu G’, koja je homomorfna
sa (&, odnosno izomorfna, ako je preslikavanje T 1 — 1.

Ako fiksiramo basis u prostoru L,, onda svakom operatoru T'(g) odgovara n X n
matrica D(g). Skup matrica D(g) za sve g € G ¢ini matriénu reprezentaciju
grupe G.

e Verna reprezentacija D(g) grupe G je 1—1 preslikavanje grupe G na grupu matrica
D(g). Razlicitim elementima grupe G odgovaraju razli¢ite matrice D(g) i preslika-
vanje je izomorfno.

e Dve reprezentacije D(g) i D'(g) su ekvivalentne, ako pri promeni bazisa u L,, vazi
transformacija slicnosti: D(g) = SD(g)S™!, gde je S nesingularna matrica.

e Reprezentacije T'(g) je reducibilna reprezentacija, ako postoji netrivijalni pot-
prostor L,, C L,, koga operatori T'(g) ostavljaju invarijantnim. Ako ne postoji
takav potprostor, onda je reprezentacija ireducibilna.

Potpuno reducibilna reprezentacija se moze prikazato kako direktni zbir dve repre-

zentacije: D(g) = Di(g) @ D2(g) 1 matrica D(g) ima blok dijagonalnu formu.

e Surova lema: Ako je D(g) ireducibilna reprezentacija grupe G i A matrica za koju
vazi D(g)A = AD(g), onda je A umnozak jedini¢ne matrice.

e Unirtarna reprezentacija grupe G je reprezentacije D(g), za koju vazi:
D(g)D*(g) = D" (9)D(g) = 1.

Za konacne grupe vazi da je svaka reprezentacija ekvivalentan unitarnoj i svaka uni-
tarna reprezentacije je ili ireducibilna ili potpuno reducibilna.

Za kompaktne Lijeve grupe vazi da je svaka reprezentacija je ekvivalentna unitarnoj
reprezentaciji. Takodje je svaka reducibilna reprezentacija potpuno reducibilna.

Ako je Lijeva grupa nekompaktna, onda su sve njene unitarne reprezentacije besko-
nac¢no dimenzione.

e [reducibilne reprezentacije kompaktne grupe GG su jednoznacne samo ako je G prosto-
povezana grupa. U slucaju viSestruko povezane grupe G, ireducibilne reprezentacije
su viseznacne, dok univerzalno natkrivajuc¢a grupa GG ima jednoznacne reprezentacije.
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e Kazimirov operator je polinom po generatorima grupe koji komutira sa svim
generatorima grupe G. Po Surovoj lemi, Kazimirov operator se u ireducibilnim
reprezentacijama svovodi na brojeve. Ti brojevi se koriste za obelezavanje (klasi-
fikaciju) ireducibilnih reprezentacija.

e Pridruzena reprezentacija Lijeve algebre, za svaki element X iz algebre, je
definisana komutatorom

(adX)Ty, = [X, Tp] = (adX) T . (1.3.16)
Konkretno, za X =T, imamo
(adTa)Tb = [Ta, Tb] =1 abCTc (1317)

pa je
(adTa)cb — Z abc (1318)

Dakle, u pridruzenoj reprezentaciji matri¢ni elementi generatora Lijeve algebre su
strukturne konstante.

¢ Kilingova forma Lijeve algebre je difinisana sa
B(X,Y)="Tr(ad(X)ad(Y)) . (1.3.19)

Ona pridruzuje svakom paru elemenata trag proizvoda ta dva elementa u pridruzenoj
reprezentaciji. Za generatore algebre ona postaje

gap = Tr(ad(T,)ad(Ty)) = — .0 f” - (1.3.20)
Veli¢ina g4, se naziva Kartanovom metrikom.

e Potreban i dovoljan uslov da Lijeva algebra bude poluprosta je da je Kartanova
metrika nesingularna, tj. det g # 0. Kartranova metrika realnih Lijevih algebri je
pozitivno definitna.

e Kartanova podalgebra poluproste Lijeve algebre predstavlja maksimalan skup ko-
mutiraju¢ih generatora algebre, Hy, ..., H;. Dakle,

[H;, H,] =0 (1.3.21)

Dimenzija Kartanove podalgebre se naziva rangom algebre. Standardni bazis polu-
prostih Lijevih algebri, Hy,..., H;, Ey, ..., E,_; ¢ine elementi Kartanove podalgebre
i linearne kombinacije preostalih generatora koji zadovoljavaju

[H;, Ex] = pi(H;)Ey . (1.3.22)

Realne veli¢ine py,(H;) predstavljaju n — [ vektora koji imaju po [ komponenti. Oni
se nazivaju korenima. Kako operatori H; komutiraju, to postoji njihov zajednicki
svojstveni bazis, koji nazivamo tezinama.
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e Kazimirovi operatori komutiraju sa svim generatorima (bazisnim vektorima) al-
gebra L. Ako je algebra poluprosta ili prosta ranga r, onda postoji r nezavisnih
Kazimirovih operatora. Kazimirovi operatori Lijeve algebre L se koriste za odredji-
vanje ireducibilnih reprezentacija odgovarajuce grupe G.



Dodatak B

Vajlovi spinori

U ovom dodatku ¢emo uvesti leve i desne Vajlove spinore i diskutovati vezu izmedju kiral-

nosti 1 heliciteta Cestica i anticestica.

B.1 Vajlove jednacine

U Vajlovoj (kiralnoj) reprezentaciji v matrice su

(1)

dok je 5 matrica

0 o
-o 0/

. s (-1 0
75 = Y0y = ( 1) :

0

Svojstvene vrednosti matrice v5 su +1. Pomoc¢u ove matrice se mogu konstruisati projektori

Py,

Pg

%(1 — %) = (
%(1+75) = (

I 0
00/’
0 0
0o I/~

(2.1.1)

Nazivamo ih levim i desnim projektorom, jer oni projektuju Dirakov spinor

o= ()

Pri

na levi, odnosno desni spinor:

Pry

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)



194 DODATAK B. VAJLOVI SPINORI

Levi i desni Vajlov spinor su svojstveni spinori operatora kiralnosti (matrica 7s). Dirakova
jednacina u Vajlovoj reprezentaciji gama matrica je

—-m i2 +io -V (VL _0
i2 —ioc-V —m Ur ’

(zé +io - V)LDR = myy,

odnosno

ot
0
<za — 1o - V)sz = miypg .
Ako je m = 0 prethodne jednacine su dekuplovane

0

<Z§ tio- v);z)R ~- 0, (2.1.5)
0

<1§ o - v)wL — 0 (2.1.6)

i nazivaju se Vajlovim jednac¢inama. Ove jednacine opisuju bezmasenu cesticu spina (he-
liciteta) 1/2.

B.2 Levi Vajlovi spinori

Partikularno resenje za levi Vajlov spinor v, je
Y = e P (2.2.1)

Zamenom u jednacinu (2.1.6) dobijamo E = £E, = %|p|, tj. postoje pozitivno i negativno
energetska resenja. Neka je p* = (E,, p). Pozitivno energetsko resenje za levi spinor je

Y, =u(p)e " .
Impuls ovog stanja je p. Zamenom ovog partikularnog resenja u (2.1.6) dobijamo

o-p - _u

Iz poslednje jednacine vidimo da je helicitet! ovog stanja A = —2i. Specijalno, ako je

1
3

p = pe,, onda je u(p) = (g), pa je partikularno resenje dato sa

Y = ((1)) e T

U Vajlovoj reprezentaciji matrica X je
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U cetvorokomponentnoj notaciji resenje je

—ip-x

us(p)e = e P (2.2.2)

o O = O

Energija ovog resenja je £, = |p|, impuls pe, a helicitet je negativan.
Analizirajmo sada negativno energetsko resenje

Y1 = v(p)e™” .
Zamenom u (2.1.6) dobijamo

7P = —v(p) .
W”(P) = —v(p)

Ako je p = pé,, onda je v(p) = (?), pa je partikularno resenje

Y, = ((1)) et

U ¢etvorokomponentnoj notaciji resenje je dato sa

vi(p)e?* = e (2.2.3)

Energija ovog resenja je E = —|p|, impuls —pe,, a helicitet je —i—%. Odsustvo ovakvog
resenja u (Dirakovoj) teoriji Supljina interpretira se kao prisustvo anticestice energije +|p|,
impulsa p i pozitivnog heliciteta. Opste resenje za levo Vajlovo polje je

1 , 1 e .
Y = (2m)3/2 /d pm (uz(P)CQ(P)e + vy (p)di(p)e > : (2.2.4)

U okviru kvantne teorije polja, kreacioni operatori cg i di, delovanjem na vakuum, kreiraju

jednocestiéna stanja. Jednocestiéno stanje ¢b(p)|0 > ima pozitivnu energiju, impuls p

i negativan helicitet (levu polarizaciju). Stanje d!(p)|0 > opisuje antiGesticu pozitivne
enegije, impulsa p i pozitivnog heliciteta (desna polarizacija).

B.3 Desni Vajlovi spinori

Partikularno resenje za desni Vajlov spinor ¢ je

g = ge'FTP) (2.3.1)



196 DODATAK B. VAJLOVI SPINORI

Zamenom u jednacinu (2.1.5), dobijamo E = +E, = £|p|. Kao i za levi Vajlov spinor, i
ovde postoje pozitivno i negativno energetska resenja. Pozitivno energetski desni spinor je

Vr = u(p)e

Zamenom ovog partikularnog resenja u (2.1.5) dobijamo

o-p —
W“(P) = u(p) .

Iz poslednje jednacine vidimo da je helicitet ovog stanja A = —i—% , jer je impuls cestice p.

Ako je p = pe,, onda je u(p) = <é), pa je partikularno resenje

Yp = <(1)> e T

U cetvorokomponentnoj notaciji resenje je

e T (2.3.2)

o= O O

Energija ovog resenja je £, = |p|, impuls pe,, a helicitet je pozitivan.
Za negativno energetsko resenje

YR =v(p)e” .
Iz (2.1.5) dobijamo
o-p
—
p|

Helicitet ovog resenja nije —i—%, vel —%, jer je impuls ovog stanja —p. Ako je p = pe,, onda

(p) =v(p) .

. 1 . . .
je v(p) = (O)’ pa je partikularno resenje

YR = ((1]) er

U cetvorokomponentnoj notaciji resenje je

vy(p)e?™ = e (2.3.3)

o = O O
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Opste resenje za desno Vajlovo polje je onda

p)er(B)e= P + vy (F)db(p) W) . (2.3.4)

Yr = 3/2/ \/—

Kreacioni operatori c1 i alT delovanjem na vakuum kreiraju jednocesticna stanja. Jedno-
Cesticno stanje ¢l (p)|0 > ima pozitivnu energiju, impuls p i pozitivan helicitet (desnu
polarizaciju). Stanje dT( )|0 > opisuje anticesticu pozitivne enegije, impulsa p i negativnog
heliciteta (levu polarizacija).
Lako se vidi da su svojstvene vrednosti operatora kiralnosti %75 za stanja

—ip-x ipxT ip-T

up (p)e™ ", up(p)e” ", v (p)e™” i vy(p)e

respektivno data sa —|— 2, %, +%. Zakljucujemo da se za bezmasene Cestice operator
kiralnost i helicitet se poklapaju, dok anticestice imaju suprotnu kiralnost u odnosu na
helicitet. Uporedite ovaj rezultat sa zadatkom 4.13 iz reference [11]. Ako se podsetimo
klasifikacije IR reprezentacija Lorencove grupe, glava 1.1, zaklju¢ujemo da se kiralnost
zapravo odnosi na kvantne brojeve j; i jo. Cestice leve kiralnosti se transformisu po
reprezentaciji (j1,0), a Cestice desne kiralnosti se transformisu po reprezentaciji (0, jz).

Operator parnosti je u kiralnoj reprezentaciji dat sa

(01
’VO_IO

Primec¢ujemo da on prebaca cestice leve kiralnosti u cestice desne kiralnosti, tj. reprezen-
taciju (j,0) prevodi u reprezentaciju (0,j). To znac¢i da teorija koja je invarijantna na
parnost mora da sadrzi leve i desne Vajlove spinore na isti na¢in. Primer takve teorije je
Kvantna elektrodinamika, gde levi i desni Vajlov spinor zajedno ¢ine Dirakov spinor. Sa
druge strane, teorija koja narusava parnost, mora da na razli¢it nacin ukljucuje leve i desne
Vajlove spinore. Primer takve teorije je teorija elektroslabih (ili slabih) interakcija. Opis
slabe interakcije ne bi bio mogu¢ kada bi se koristili Dirakovi spinori.

Skicirajmo na kraju kako je eksperimentalno pokazano da su sva neutrina leve kiralnosti,
tj. da ne postoje neutrina desne kiralnosti. U eksperimentu je analiziran raspad piona na
mion i odgovaraju¢i neutrino. Na primer

= a4+,

Ako pretpostavimo da se pion raspada iz mirovanja (uvek mozemo preci u referentni sistem
vezan za pion), antimion i mionski neutrino ¢ée se razleteti pod uglom od 180°, imace
suprotne impulse. Pretpostavimo da su ove ¢estice ultrarelativisticke, tj. da je helicitet
dobar kvantni broj. Helicitet ut se moze izmeriti, a helicitet v, se onda izracuna, koristeéi
zakone odrzanja i ¢injenicu da 777 ima spin nula. U ponovljenim eksperimentima je uvek
dobijano da je helicitet ;" negativan, Sto znaci da je helicitet v, uvek negativan, tj. v, je
uvek leve kiralnosti. Ne postoji nijedan eksperiment sa suprotnim rezultatom, pa je prema
tome zaklju¢eno da ne postoje neutrina desne kiralnosti.
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Dodatak C

Maseno vektorsko polje

U ovom dodatku ¢emo izloziti osobine masenog polja spina 1, tj. masenog vektroskog polja.

C.1 Dejstvo i jednacina kretanja

Gustina lagranzijana masenog vektorskog polja je
1 2

L= —1Fu " + %V#V“ , (3.1.1)
gde je F,, = 0,V, — 0,V,. Variranjem ovog dejstva dobija se jednacina kretanja
O, F"™ +m*VV =0 . (3.1.2)

Delovanjem sa d,, na ovu jednacinu, dobijamo da maseno vektorsko polje zadovoljava sledeci
uslov

9,V =0. (3.1.3)
Prema tome, maseno vektorsko polje ima tri stepena slobode. Jednacina kretanja se onda
svodi na

@O+mA)VF=0. (3.1.4)

Partikularno resenje ove jednacine je

e(k)e * (3.1.5)

gde je " (k) vektor polarizacije. Zamenom (3.1.5) u (3.1.3) dobijamo k,e"(k) = 0. Postoje
tri nezavisna stanja polarizacije e (k), r = 1, 2, 3 koja zadovoljavaju relacije ortogonalnosti

et(k)e (k) = =6y - (3.1.6)

us
Polarizacioni vektori zavise od sistema reference. U sistemu u kome se ¢estica impulsa k
kre¢e duz z—ose, za vektore polarizacije mozemo izabrati

0 0 k
1 0 110

e1(k) = ol ea(k) = E es(k) = —1 0 (3.1.7)
0 0 Wi

199
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Ovi vektori zadovoljavaju uslov (3.1.3), ortogonalni su i deo su bazisa u prostoru Minkov-
skog. Cetvrti vektor u bazisu je e = k*/m. Projekcija spina na z—osu vektora e3(k) je 0.
Sa vektora €1 i €5 pre¢iéemo na

0 0
1 1 1 1

ey (k) = NARR e (k) = A=l (3.1.8)
0 0

za koje je projekcija spina na z—osu +1. Polarizacioni vektori zadovoljavaju relacije kom-
pletnosti

" e () = —g + P 3.1.9
Ze’r( )er()__g +m2 . ()

r=1

Opéste resenje jednacine (3.1.4) je

(27)3/% /2wy,

U kvantnoj teoriji polja a, (k) i b, (k) su anihilacioni operatori za ¢estice odnosno anticestice,
dok su af(k) i bi(k) odgovarajuée kreacioni operatori. Oni zadovoljavaju standardne bo-
zonske komutacione relacije.

Vi) =Y / k1 (eﬁ(k)ar(k)e_i“+eﬁf*(k)bi(k)ei“> . (3.1.10)

C.2 Propagator

Propagator je definisan sa

iD"(x—y) = <O0|TV*(z)V"(y)|0 >
= / d'k iD“”(k;)e_ik'(x_y)
2y |
gde je
Z( — g+ k;l;")
D* (k) = . (3.2.1)

k%2 —m? +ie
Primetimo da se propagator za bezmaseno vektorsko polje
—igh

D (k) = k2 + ie

ne moze dobiti iz (3.2.1) uzimajuéi limes m — 0. Ovo je povezano i sa diskontinuitetom
u broju stepeni slobode. Naime, maseno vektrosko polje ima tri stepena slobode, dok
bezmaseno vektorsko polje ima samo dva.
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