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Dirakova δ funkcija

δ funkcijom se naziva takva funkcija δ(x− x0), koja je svuda jednaka nuli,
osim u taqki x = x0, u kojoj te�i beskonaqnosti, ali tako da je integral te
funkcije na proizvoǉnom intervalu, koji sadr�i taqku x0, jednak jedinici:

δ(x− x0) =

{
0, x 6= x0,
∞, x = x0,

(1)

∫ b

a
δ(x− x0)dx = 1 ako je a < x0 < b. (2)

Najva�nija svojstva δ funkcije izra�avaju se jednakostima:
∫ b

a
f(x)δ(x− x0)dx =

{
f(x0), ako je a < x0 < b,

0, ako je x0 < a ili b < x0,
(3)

f(x)δ(x− x0) = f(x0)δ(x− x0), (4)
∫ b

a
δ(x− x1)δ(x− x2)dx = δ(x1 − x2) ako je a < x1 < b ili a < x2 < b, (5)

δ(−x) = δ(x), (6)

xδ(x) = 0, (7)

|x|δ(x2 − ε) = δ(x) kada ε → +0, (8)

δ(ax) =
1

|a|δ(x), (9)

δ(f(x)) =
N∑

n=1

1

|f ′(xn)|δ(x− xn), (10)

δ(x2 − a2) =
1

2|a|(δ(x− a) + δ(x + a)). (11)

U formulama (3) i (4) funkcija f(x) je neprekidna. Navedene jednakosti
treba shvatiti u smislu su integrali leve i desne strane iste jednakosti
jednaki. U formuli (10) xn (n = 1, . . . , N) su prosti koreni jednaqine f(x) = 0,
koji pri tom nisu stacionarne taqke diferencijabilne funkcije f(x). Poxto
je δ funkcija parna funkcija, iz relacija (2) i (3), pri a = −b < 0 i x0 = 0,
slede jednakosti: ∫ b

0
δ(x)dx =

1

2
, (12)

∫ b

0
f(x)δ(x)dx =

1

2
f(0). (13)

Integrali koji sadr�e izvod δ funkcije izraqunavaju se parcijalnom inte-
gracijom:

∫ b

a
f(x)

d

dx
δ(x− x0)dx = −

∫ b

a
f ′(x)δ(x− x0)dx = −

(
df(x)

dx

)

x=x0

, (14)

gde je a < x0 < b. Va�an sluqaj ove formule zapisuje se ponekad kao:

x
d

dx
δ(x) = −δ(x). (15)
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δ funkcija se mo�e dobiti i diferenciraǌem funkcije:

η(x− x0) =

{
1, x > x0,
0 x < x0,

(16)

kao:
δ(x− x0) =

d

dx
η(x− x0). (17)

Postoji vixe analitiqkih reprezentacija δ funkcije. Neke od najqex�e
korix�enih su:

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eikxdk =

1

π
lim

L→∞
sin Lx

L
, (18)

δ(x) =
1

π
lim

L→∞
sin2 Lx

Lx2
, (19)

δ(x) =
1

π
lim
γ→0

γ

γ2 + x2
, (20)

δ(x) =
1√
π

lim
µ→∞µe−µ2x2

. (21)

Ako δ funkcija u obliku (18)-(21) stoji pod znakom integrala, onda se prvo
vrxi integracija, pa zatim graniqni proces.

Trodimenzionalna δ funkcija odre�ena je relacijom:

δ(~r − ~r0) = δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0). (22)

ǋeno osnovno svojstvo je izra�eno jednaqinom:
∫

V
f(~r)δ(~r − ~r0)dV = f(~r0), (23)

pri qemu se taqka sa radijus vektorom ~r0 nalazi u oblasti V , a f(~r) je
neprekidna funkcija definisana u toj oblasti. Ako se pomenuta taqka nalazi
van oblasti V , onda je integral u (23) jednak nuli. Nekada je korisno trodi-
menzionalnu δ funkciju predstaviti i kao trostruki integral u beskonaqnom
~k prostoru:

δ(~r − ~r0) =
1

(2π)3

∫
ei~k(~r−~r0)d~k. (24)

Trodimenzionalna δ funkcija zadovoǉava relaciju:

4 1

|~r − ~r′| = ∇2 1

|~r − ~r′| = −4πδ(~r − ~r′). (25)

U proizvoǉnim ortogonalnim krivolinijskim koordinatama (ξ, η, ζ) trodi-
menzionalna δ funkcija se zapisuje kao:

δ(~r − ~r0) =
1

|J |δ(ξ − ξ0)δ(η − η0)δ(ζ − ζ0), (26)

gde je ~r = (ξ, η, ζ), ~r0 = (ξ0, η0, ζ0), a |J | =
∣∣∣∂(x,y,z)
∂(ξ,η,ζ)

∣∣∣ jakobijan odgovaraju�e trans-
formacije.


