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Le�androvi polinomi

Le�androvi polinomi su rexeǌa difrencijalne jednaqine:

d

dx
[(1− x2)

dPn

dx
] + n(n + 1)Pn = 0, (1)

gde je −1 ≤ x ≤ 1 i n = 0, 1, 2, ...

Nekoliko prvih polinoma:

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x). (2)

Opxti oblik polinoma n-tog reda je:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n]. (3)

Osobine:
Pn(−x) = (−1)nPn(x), (4)

Pn(1) = 1, (5)

P2k+1(0) = 0, P2k(0) =
(−1)k(2k)!

22k(k!)2
, (6)

∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx =

2

2n + 1
δm,n, (7)

∫ 1

0
P2k+1(x)dx =

(−1)k(2k)!

22k+1k!(k + 1)!
,

∫ 1

0
P2k(x)dx = δk,0. (8)

Ako su m i n istovremeno parni ili neparni onda va�i:
∫ 1

0
Pn(x)Pm(x)dx =

1

2n + 1
δm,n. (9)

Mo�e se pokazati da va�e slede�e rekurentne relacije:

(n + 1)Pn+1(x)− (2n + 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0, (10)

(x2 − 1)P ′
n(x) = nxPn(x)− nPn−1(x), (11)

P ′
n+1(x)− xP ′

n(x) = (n + 1)Pn(x). (12)

Na intervalu [−1, 1] Le�androvi polinomi qine bazis, odnosno oni su pot-
puni skup ortogonalnih funkcija, tako da se proizvoǉna neprekidna funkcija
na tom intervalu mo�e razviti u red po Le�androvim polinomima:

f(x) =
∞∑

n=0

cnPn(x), (13)

gde je:

cn =
2n + 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pn(x)dx. (14)
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Qesto se kao argument polinoma uzima x = cos θ. U tom sluqaju jednaqina
(1) dobija oblik:

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dPn(cos θ)

dθ

)
+ n(n + 1)Pn(cos θ) = 0. (15)

Ako se jednaqina (15) uporedi sa izrazom za Laplasov operator u sfernim
koordinatama dobija se:

∆Pn(cos θ) = −n(n + 1)

r2
Pn(cos θ), (16)

∆(rnPn(cos θ)) = 0, ∆

(
Pn(cos θ)

rn+1

)
= 0. (17)

Odavde se vidi da je rexeǌe Laplasove jednaqine ∆ϕ = 0 suma Le�androvih
polinoma sa proizvoǉnim koeficijentima:

ϕ =
∞∑

0

(anr
n + bnr

−n−1)Pn(cos θ). (18)

Sferni harmonici

Sferni harmonici se definixu na slede�i naqin:

Y m
l (θ, φ) = (−1)

m+|m|
2 il

√√√√2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!P

|m|
l (cos θ)eimφ, (19)

gde je −l ≤ m ≤ l, l = 0, 1, 2, ..., dok su Pm
l (cos θ) asocirani Le�androvi poli-

nomi definisani sa:

Pm
l (cos θ) = sinm θ

dmPl(cos θ)

(d cos θ)m
. (20)

Prvih nekoliko sfernih harmonika:

Y 0
0 (θ, φ) =

1√
4π

, (21)

Y 0
1 (θ, φ) = i

√
3

4π
cos θ, Y ±1

1 (θ, φ) = ∓i

√
3

8π
sin θe±iφ,

Y 0
2 (θ, φ) =

√
5

16π
(1− 3 cos2 θ), Y ±1

2 (θ, φ) = ±
√

15

8π
cos θ sin θe±iφ,

Y ±2
2 (θ, φ) = −

√
15

32π
sin2 θe±2iφ.

Sfreni harmonici su ograniqena rexeǌa diferencijalne jednaqine:

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dY m
l

dθ

)
+

(
l(l + 1)− m2

sin2 θ

)
Y m

l = 0. (22)
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Pri tome je dejstvo Laplasovog operatora na sferne harmonike:

4Y m
l (θ, φ) = − l(l + 1)

r2
Y m

l (θ, φ), (23)

za r 6= 0.

Od mnogobrojnih osobina sfernih harmonika najqex�e korix�ena osobina
u elektrodinamici je ortogonalnost:

∫ π

0

∫ 2π

0
Y ∗m

l (θ, φ)Y m′
l′ (θ, φ) sin θdθdφ = δll′δmm′ , (24)

odnosno sferni harmonici su ortogonalne funkcije na sferi jediniqnog radi-
jusa.

∫ 2π

0
Y m

l (θ, φ)dφ = 2πδ0mY 0
l (θ, φ), (25)

∫ 2π

0
Y ∗m

l (θ, φ)Y m′
l′ (θ, φ)dφ = 2πδmm′Y ∗0

l (θ, φ)Y 0
l′ (θ, φ). (26)


