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Beselove funkcije

Diferencijalna jednaqina
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naziva sa Beselovom jednaqinom. ǋena partikularna rexeǌa su Beselove
funkcije reda ±ν:
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To su Beselove funkcije prve vrste reda ±ν. Ako je ν ceo broj tada je
J−ν(x) = (−1)νJν(x), tj. one su linearno zavisne. Ako ν nije ceo broj Jν i
J−ν su linearno nezavisne funkcije. Dakle, kada ν ∈ Z treba na�i drugo
linearno nezavisno rexeǌe jednaqine (1).

Nojmanova funkcija Nν(x) (ili Beselova funkcija druge vrste) tako�e je
rexeǌe jednaqine (1)

Nν(x) =
Jν cos(νπ)− J−ν(x)

sin νπ
. (4)

Ako ν nije ceo broj onda su Jν i Nν linearno nezavisna rexeǌa jednaqine
(1). U limesu ν → m ∈ Z Beselove funkcije prve i druge vrste su i daǉe
linearno nezavisne.

Beselove funkcije tre�e vrste ili Hankelove funkcije definisane su kao:

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x), (5)

H(2)
ν (x) = Jν(x)− iNν(x). (6)

One su tako�e linearno nezavisna rexeǌa Beselove diferencijalne jedna-
qine (1).

Beselove funkcije zadovoǉavaju slede�e rekurentne veze:

Ων−1 + Ων+1 =
2ν

x
Ων , (7)

Ων−1 − Ων+1 = 2
dΩν

dx
, (8)

dΩ0(x)

dx
= −Ω1(x), (9)

∫ x

0
zΩ0(z)dz = xΩ1(x). (10)

gde je Ων = {Jν , Nν , Hν}. Ove funkcije se jednim imenom nazivaju cilindriq-
nim funkcijama.

Kada je argument funkcije x ¿ 1 imamo:
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Za x À 1 imamo:
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√

2

πx
cos(x− νπ

2
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4
), (13)

Nν(x) →
√

2

πx
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2
− π

4
). (14)

Ve� iz (13-14) je jasno da Beselove funkcije imaju beskonaqno puno nula.
Nule Beselove funkcije ν-tog reda obele�i�emo sa xνn. Beselove funkcije
Jν(

xνnρ
a

), za fiksno ν, qine ortogonalan skup funkcija na intervalu 0 ≤ ρ ≤ a,

∫ a

0
dρρJν(
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a
)Jν(

xνn′ρ

a
) =

a2

2
[Jν+1(xνn)]2δnn′ . (15)

Proizvoǉnu funkciju f(ρ) (0 ≤ ρ ≤ a) mo�emo razviti u Furije-Beselov
red:

f(ρ) =
∞∑

n=1

AνnJν

(
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)
, (16)

gde je

Aνn =
2

a2J2
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∫ a

0
dρρf(ρ)Jν

(
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)
. (17)

Funkciju f(ρ) neprekidnuu na intervalu 0 < ρ < ∞ mo�emo razlo�iti u
Furije-Beselov integral

f(ρ) =
∫ ∞

0
cλJν(λρ)λdλ, (18)

gde je ν proizvoǉan ceo broj. Koeficijente cλ odre�ujemo koriste�i relacije
ortogonalnosti ∫ ∞

0
Jν(λρ)Jν(λ

′ρ)ρdρ =
1

λ
δ(λ′ − λ). (19)

Diferencijalna jednaqina
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)
R = 0, (20)

naziva se modifikovanom Beselovom jednaqinom. ǋena rexeǌa su modifiko-
vane Beselove funkcije Iν(x) = i−νJν(ix) i Kν(x) = π

2
iν+1H(1)

ν (ix). One su lin-
earno nezavisna rexeǌa jednaqine (20).


